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A U C T O R I S

P R AE F A T 1 O ,

E&tionum Comicarum , Elementa pro.

miferam }am a pluribus ammiv , ae

pluribus in locis', nova quadam me

thodo ex gemerali defimitione dedu£fa

ac im Romamo Litteratorum diario

ad annum 1746. extat fchcdiafma

breviffimum , quo ex eadem il!a de

------ - -w 2$ finitione demonffratur im primis ra

tio conflans inter bima reétamgula fegmemtorum bimarum

thordarum Seé}ionis Comicæ cujufvis habentium inclima

tiomem com(?amtem , & fe invice m fecamtium ; tum par

rim ex eo theoremate , partim iterum ex ipfa definitio

me precipua ommia , quae ad ejufmodi curvas p:rtimemt ,

derivamtur.

Id quidem argumentum plas quam decies ergo fane

orditu* fum im Auditorum meorum gratiam , meque hm

quam*zmpetrare potui a me ipfo , ut ordinem , quem /?-

mel fufceperam , temerem , ac porro pergeren ; fed mo

•vam quamdam viam, quamvir ab eadem definitione di

greffus , inii femper , & fœpe etiam fere ufque ad exi

tum tenui . Ex altera enim parte admirabilis quidam,

inter geometricas veritate * mevus , ut im intricatiffîmo

quodam labyrinto , mille ad eumdem exitam diverfor

offerebat trámites ; ex altera vel brevioris , vel expe

ditioris itineris oborta fpes tædium quoddam jam tolera

ti laboris imaluxerat. -

Et fame hefiffem diutius , mif? fuperiore ammo gravif

[imum acceffiffet ad maturamdam eäitionem imcitamen

tum . Confcripferam ego quidem latino fermone jam ab

anno I737 im – ufùm mobilis adolefcemtjj , quem geome

tricis ffudiis imitiandum fufceperam , breve quoddam

Geometriæ plane compendiolam , quam ad 14 propo/itio*

A 2. fmpam;
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A U C T O R I S

P R AE F A T 1 O ,

Eάionum Conicarum , Elementa pro

miferam }am a pluribus ammis , ac

pluribus in locis , nova quadam me

thodo ex gemerali definitione dedu£ta

ac in Romano Litteratorum diario

ad annum 1746. extat fchcdiafma

breviffimum , quo ex eadem i//a de

--T-A- £$ finitione demonf?ratur im primis ra

tio conffans inter bima reétamgula fegmentorum bimarum

chordarum Se&ionis Comicæ cujufvis habentium inclima

tiomem com(?amtem , & fe invicem fecamtium ; tum par

tim ex eo theoremate , partim iterum ex ipfa definitio

me precipua omnia , quae ad ejufmodi curvas p:rtimemt ,

derivantur.

Id quidem argumentum plus quam decies ergo fane

orditur fum im Auditorum meorum gratiam , meque um

quam *impetrare potui a me ipfo , ut ordinem , quem /?-

mel fufceperam , temerem , ac porro pergerem ; fed mo

'vam quandam viam, quamvir ab eadem definitione di

greffus , inii femper , & fape etiam fere ufque ad exi

tum tenui . Ex altera enim parte admirabilis quidam

inter geometrica* veritate , mécus , ut im intricatiffîmo

quodam labyrinto , mille ad eumdem exitam diverfor

efferebat trámites ; ex altera vel brevioris , vel expe

ditioris itineris oborta fpes tædium quoddam jam tolera

ti laboris imauxerat.

Et fame hefiffem diutius , mif? fuperiore ammo gravif

fimum acceffiffet ad maturamdam eäitionem imcitamen

rum . Confcripferam ego quidem latino fermone jam ab

4nng 1737 im . ufum mobilis adolefcentis , quem geome

£ricis fudiis imitiandum fùfceperam , breve quoddam

cometriæ planae compendiolám , quam ad 14 propo/itio

A 2 /?A//?



fy P R AE F A T I O . .

num fùmma veluti capita redegeram , adje£iit corollariis

monnulli*, & fcholiis ita, ut propofitionibus quidem, &

corollariis aperte cgntimeretur , vel fere fponte imde fiue

ret, ac facillime deduci poffet , quidquid ad cæteraí fa

cultate * mathematicat, vel Phyficas ex ipfa Geometria

requiritur, in fcholiis autem ùfùs haberemtur monmulli

eorum , que pertraétata jam fueramt, quibus Tyronisani

mus incitaretur , & eorum fruétuum, quos olim ex ipfa

Geometria percepturus effet , jam aliquam voluptatem

præciperet . [Haud ita multo po/? Italico fermone breve

ítidem, Arithmetices compendiolum exaraveram im alio

rum quorumdam ufum, ubi Primo capite praecepta , quæ

ad computationem pertineremt , indicaveram, tantummo

do , fecumdo proportiones , ac argumentandi modos , ter

tio progreffiones , ac logarithmgqs aliquanto diligentius

perfècutus Teram, demonßrationibus, in iis, que ad com

pufationem pertinebant , plerumque omiffís, in reliqui*

fùmmo femper cum rigore deduélis. Compendiofa itidem

Trigonometriae fphericæ elementa Romane Taquetiamo

rum Elementorùm editioni inferueram, quae ßmplicitate

quadam, & ordine fe commendabant , mec omnium im

probabantur. -

Dam Geographiæ corrigendæ caufa, & λ/eridiani ac

curatius per Pontificiam ditionem tradutti menfùrando

rum graduum , ditionem ipfampercurrerem itinereper fum

mos montes laboriofîffimo} & ab amicis , & ab iis, qui

bus ut paream, mihi ob ipfam imffituti mei rationem re

/igio ej}, per litteras induétur fùm, ut eorum editionem

permitterem tanquam exordium quoddam Elementorum,

ìuniverfe Mathefeos, adjeólis iis , que neceffaria vide

ventur. Jpfum autem Geometriæ plane compendium illud

meum , éjus difceffa, in cujus gratiam confcriptum fùe

rat, jam tum amiferam , quod extabat ab alio Italice

redäitum , unde iterum ab Editore latinitate domatum

fuerat , & idem Arithmeticæ quoque compendium im la

timum fermonem converterat , :t, im verfionibus mu

tationes etiam extiterant nonmullæ, uti fit , aliis etiam,

quandoque adjeélis, omiffís aliis arbitrio interpretum .

/nterea vero Editor mihi amici ffìmus Geometriæ Solido

rum compendium, & P/amam, ZTrigonometriam, , â,Al

gebre



Ρ R AE F A T I Q.

gubre finitae elementa a me ipfo argentiffmis litteris ex

fofcebât. . .

Itaque ipfa elementa, folidorum im medio itinere com.

fcripta Romam tranfmifi , fatis , ni fallor , & expedi

£a, & perfpicha, & vero fimul etiam copiofa. Trigone.

metriæ autem fpherice illi parum admodùm mutata pla

mam adjeci,.quæ im unum cum ea veluti corpus cóale

j;eret .'£t fine utriufjue elementa adeo pauci innitum.

tur principiis, & tam expedita methodo , ac tam comti

mua, & neceffaria deduëtione fùnt concinnata, ut im'ii, ,

/ iterum etiam edenda effent , nihil fere ßt, quod`mul.

tatum velim , ßve ordinem fpeëtem , ßve demonf?ratio.

mum textum . Atque ea quidem omnia cum ad Urbem

veniffem , redeumdum enim erat idemtidem , impreffa

imveni , quibus omnino addemdam cenfùi appendi;em

quamdam aliquanto fùfiorem ad calcem , qua quædam,

que ad Geometriam illam , & Arithmeticam meceffaria

cenfebam , continerentur . In ea , demonffratione?, qua

deerant , fùpplemtur paffim , ac uberrima theorematum

emmium elementarium feges colligitwr, imdicaturque, quo

4raine, qna ratione ex iis foli* I4 Geometriæ propo/îtio

inibus, vel 12 potius , ( mam, binæ ad proportione, feçundo

lArithmeticæ capite aberius pertraélatar pertinent ) ,

qnidquid ad Elementarem Geometriam requiritur, dedu

vendum fit , acplura immunmtur problemata Tyroni exer

cendo aptiffima.

In hac appendice comtimentur ea, quæ meis ego quidem

Tyronibus.viva voce infinuare confueveram, vel im qui

ôùs eofdem exercebam , quæ fame ad Geometriam addi

fcemdam cum fruëiu fumme arbitror utilitatis . Obrui.

tur plerumque Tyronis animus rerum difparatarum mul

titudine, dum ea omnia , quæ ad elementa pertinere pof

fùmt, umico velut hiatu percurrit ; ac licet fímgula perquam

facile arripiat , rerum fùmmam, ac admirabilem, quem

alam nexum mom tenet . Hinc utiliffìmum fore arbitratu*

fum , ß ad præcipua quedam capita tota hac tam ampla

amaterier redigeretur, quæ fine aliorum adjumento, fùffi

nerent fefe , ex quibus autem, ut ex primariis quibufdam

fontibus, catera omnia facile deduceremtur. Ubi illa Ty

ne perfpexerit , & totiu, «dificii quoddam veluti e. tra

• j - A 3 bibus
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*A p R AE F A T I O.
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_e-

bibus compa£}um fulcimentum habuerit, tum reliqaa ilta,

cam longé majore fruétu adjiciet , in quibus deducemdi;

fi vires primùm fuas experiatur , tum ubi impares fem

ferit, Præceptoris opem implaret , me ille & ad imvem

tionem , neceffariam fate , fed raram admodum , viams

fibi fermet expeditiffmam. /llud enim omnimo mihiper

fuafum eff, idcirco tam paucos prodire Geometras ,"qui

?nova invenire poffînt , vel propofitorum theorematum âe

monßrationes fupplere, licet tam multi Geometricis /?u-

diis operam mavemt, & multi itidem ad aliorum inven

ta perçipienda deveniant ; quod ubi primum fe ad Geo

metriam addifcemdam applicuerunt, explicata ommia, ac

diferte deduëta repererint , nulla aut inventioni, ant de

dú{Hiomi reliélo loco, quo acueretur indußria , & exerci

tatio memtem excoleret. Verum ad eam hujus difçiplima

rationem duétore ef? opus exercitato , qui moverit ejufmo

di imffnuare notitias , quas ad inventionem, pro Tyronis

captii fàtis fore cemfuerit : quæ fí adhuc ipfum , qùo tem

dit, nequaquam perduxerint; itaipß reliqua paulatim ad

dat ; ut femper itidem relinquat aliquid , quod demum

per fe ipfe, inferat , quo, nimirum ille tamquam inventa

7úo, grätulabitur /ibi, & ingentem. inde, voluptatem per

zipiet. Et. hæc quidem de appendice illa , de qua in ip

fá prima libri fronte, ac editoris pr«fatione, que mimì

?um impreffa jam fùerant, nulla tùm quidem injeíta eß
773£/7ti0 ,

' Dum haec ederentur Algebre Elementa expofíebantur.

Ea ex Urbe iterum digreffo confcribenda fùerìnt partim

im itimere , partim Arìmini , ubi diutius ob plures ob

fèrvationes ibidem, inftitutas fùm commoratur,Tum de ipfa

£lementa, ut effiuebant e calamo , ita Romam tramfmit

tebantur edenda , im qaibus ea omnia que ad æquatiamum

proprietate* generales pertiment , ac ad tertium, &quar

tum gradum in primis , que ad variabiles formularum

valores , ad earumdem imcrementa , & decrementa, ad

maximorum , ac mimimorum . determinationem fpe

ttant, aliquamto accuratius , & f/iur fùm perfecutus Tac

imaginariarum quantitatum ufùm in radicibùs æquatio

mum gradus tertii , ex eadem unica formula eruemais

prothè nec inutilem, ut arbitror, nec imelegantem„*
guo

/
\



p R. AE F A T I O. vii

qaod ad illum , quem algorithmum vocant , ßve ad pre

cipuas computandi rationes pertinet, compemdiofiore me

thodo , inftitutionum more , quæ maxime neceffaria vi

aiebantur, innui tantummodo, ac demonffravi „Texemplis

ubique adjeéîis , fed admodum paucis , plura Præceptoris

arbitrio relinquens , qui ea pro Tyronis captu fuggerat,

&* que opportuna videantur ad uberiorem rerum intelli

gentiam, fùppleat viva voce.

Ea omnia jam prodierant fíne meo nomime , cum de

mum obfervationibus omnibus confe£tis Romam regreffus,

ac meo AMathefeos tradendae muneri ref?itutwr , ad Co

micarum Se&tiomum elementa perficienda amimum ap

plicare coa&as fum , & ipforum editionem maturare. Ita

Autem applicui, ut veteribus illis laboribus omnibus pra

termiffís novam rurfùm rationem imierim , & ab iis;om

nimo diverfam veritatum feriem adornarim. /a aùtem

aliquanto plus otii na&us in hoc mihi opere praßandum

in primis duxi, ut fìngula quam dilucide fieri poffet , ex

ponerem, nihil mon acuratiffíme , demon/frarem per fini

?am Geometriam, quam unám h}c mihi adhibendam con

ffitui, ita , ut quod ad Algebræ mfùm in Conicis perti

neret , eo refervarem , ubi de ipfiar Algebre applica

catione ad Geometriam agendum erit . AWexum autems

quemdam im primis , & deduétionis ordinem ita rerwm

naturæ comfentaneum perfecutus fum ; ut inde manifeßo

apparere poffet, ipfa Geometria duce ex affumpta defini

tione ad proprietates omnes neceffario deveniri , que la

tere nequeant inquirentem , licet earum onomino ignarus

ad hanc ordinem contemplationis accedat. Atque id qui

«dem ita me affecutam effe arbitror , ut quicumque faris

in Geometria peritus ad hsc elementa percurrenda, ani

mum applicuerit, per fe ipfè fìne du£fore ullo & theore

rnatum'demonßrationes omnes admodum facile affequi pof

fet , & ordimem ipfum , ac mexum perfpicere , cujus vi

per fefe iterum eodem ingreffus calle eadem pofftt velpro

έlemata fííi folvere, vel demonßraretheoremata, &eam

dem precipuarum veritatum feriem coatexere. £am ob

caufam illam ipfùm ordinemî, quem ia eo fchefdiafrate

propofùeram, immutaviplwrimum , & quod ibi ex ipfa de

fieitisse thcerewa dedúxeram primum , hìc ad fextaas

A 4 pre



viii P R AE F A T I O;

propofitionem rejeéium ejt , ut generalis cijafdam comffru

&iionis fruéfus praecipuus quidem , fed qui alios ante /?

plurimor , ex eadem itidem profluentes , haberet , qu£

prætermittemdi, ac differendi mon effemt . Qrdinem au

?em humc ipfùm novum , quem reliquis præferendum cem.

fui, , præcipua , quæ comgeff? , quae fcholiis interje&ii ,

2adjeci , quae in fùffore differratione ad calcem addita

pertraétavi , hic qiiam breviffime fieri poterit , perffrim

gam.

In primis' curvas hafce comfiderandas mihi duxi mom

in como ipfo, a quo momem habent , cum folidorum com/í.

aeratio multo complicatiorÂ , & multo majorem vim

imaginatiomi* requirat , fed in plano pofitas , quod &

alii preffiterumt fane mnlti . Definita aùtem earum for

zma , & proprietatibus plurimis in ipfo plamo deduétit,

tum demum ad Comi, Cylindri, Comoidum fe£tiones gra

dum feci, qua ita multo expeditiores evadunt.]

Eam igitur Seëìiomi* Comica perimetrum appellavi(ni

hil enim refert, / imterea quamcumque momimis , adar

&itrium affumpti , definitionem ufùrper, umdecumque id

aomem finxerit , ac momimis ipßus derivationem, alio re

ferve* ) , ia quapumëii cujufvis diffamtia a dato quodam,

pnméto , quod Focus dicitur, ad diffamtiam a data qua

* dam reêta, quam Dire&ricem appellavi, /it im ratione

data, que ut effet mimoris inaqualitatis, «qualitatis, vel

amajorisimaqualitatis, ad Ellipfim, Parabolam , vel Hy

perbolam perimeter pertimeret, ubi illud accidit fati, ád

zem ©ppofitè , nt defettu', «qualitas & exceffus qui iis ipfi,

curvis Græco vocabulo id nomem jam olimú dederamtTim

communi methodo ex longe alia proprietate petitum, im hac

amea ex ipfa definitione pemderemf.

Afira fane atque imcredibilis eß ejus definitiomi, uber

ta* • 4fque fecunditas , qua , ut im adje&ia differtatione

«iemonftravi num. 766, omnis hac tra£fatio äå umicum

Problema redncitur , quo ex datis foco, dire&rice , ra

siepe illa data , datæ retiæ concurfus cum perimetroim

Quiritur ; cujus problematis folurio rire ad cafu, omnes

•}!licata , vel immediate per fefe , vel ex iis , que imde

primo deduéta fumt, omnes exhibet harum curvarum pro

£rittates , quas ad 9. propofitiones redegi.) Priores tres
ff£4
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tria problemata continent ( mum. 34, 128, 14o ) & de:

finiùnt concurfum perimetri cum reëla quavij direčtrici

parallela, cum tranfeunte per focum, cum habente dire

Älionem quamcumque , cùjus tertii problematis con/fr*-

&lio generalis fatis elegans , & feciindiffima , cnm in

prioribus binis cafibu* falleret , bima illa coegit. pr«-

imittere /ìngularia problemata , minus illa quidem feeun

da, at ad maturam , & varias trium curvarum forma*

determinamda* , /ìffemdar animo , & vero etiam delime

andas, atque oculis proponendas aptiffìma . Reliqua fum*

theoremata e tertio problemate 'derivata . Quarta propo

/ìtio (, mum. 181 ) focorum proprietatem effrt , quae ii*

Amomen dedit, ab æqualitate angulorum cum tamgente pe

titum, quimta (num. 2o6) diametros exhibet fecantes 6i

fariam ordinata, fuas. Sexta (mum. 299) enunciat theo

rema illud generale conffantiae re&langulorum rationis ,

de quo mentio fuperius inje&ta e/? . Et ea quidem trt*

theoremata ab ipfo tertio problemate fingula Fer fefe im

mediate deducuntur. Ex eorum autem poßremo potiffimwm

alia bima proveniunt. Septima mimirum propofirie com

ple&itur (num. 351.) relationem quadrati femiordinatæ

<ujufvis äiametri ad re&angulum fùb abföff, , vel ad

abfciffam unicam im Parabola , & latur re&fum. O&ava

( num. 397. ) proportiomem quamdam armonicam ret?« *

ßimarumj tam géntium concurfw dutia, & occurremtis peri

netro bis , ac reétae conta&iùs jungemti femel ; cujufqui

dem theorematis mira eß fane, atque incredibilis fecun

ditas. Ex feptima propofitione noma deducitur (mum.495.)

quæ itidem ex illa fexta deduci immediate poffet , & il

Jam exponit quadrati femiordinate relationem ad latus

reélum , & #fff; quae apud Veteres Ellipfeos , Pa

rabolæ , Aeyperbole momen dedit ; qna quidem, propofitia

viam /fravit ad demonßranda accuratiffime per finitam

Geometriam, quacumque ad circulos Comicarum Seéhionwn

ofculatores pertinent, quos pluribus corollariis diligentif

./íme fùm perfecutus.

Et quidem propofitiomibus ommibus corollaria adječta

fùmt plurima,fjuibùs fingulis fepe ingems theorematum mu

merus , & ex propofitionibus ipßs , & ex fe mutuo com

fertim prorumpenfium comtinetur . Habet definitio ipfa

Qore.



»« p R AE F A T I O.

!

i*

s.

1

y

Corollaria 5 , propofitio prima 4 fua, & cum novi* defi

nitionibus comjuntia alia 2o: fècumda propoßtio tamtum

modo >, multa enim ex iis, quæ prima exhibuit, ex ea

itidem deduci poffent : tertia 9, nam reliqua omnia, quae

cenfèquuntur ad finem wfque pro ejus corollariis haberè

poffùnt; primum antem ejùfàlem corollarium tam multa ß

3misi theoremata continet ex diverßs cafùtam, conditioni

bus derivata pariter ( num. 49) ut fòli enunciatiomi vix

integra pagina fùffecerit : qaarta 7 : quinta >>, quibus in

primis ca omnia continentur, quae ad Hyperbolarum afym

ptoto r fpeëant : fexta 13 : feptima I 2 : o&ava reliqui3 fe

cundiar 28 : nona de*auos 1o ad circulos ofcalatores potif

fìmam pertigentia.

Corollarii immixta fùnt fcholia fane multa funt enim

mwmero 44, qaám * vel, quae maxime n statu erant digna,

adnotaretrur, vel qwe cwm, earumdem curvaram proprie.

tatibns copulata ad Geometriam generaliter pertinerent,

pertraåarentur, vel quibus ordo dedu$ionis indicaretwr ,

qued in tantae fecunditate, in tanto veritatum nexa necef.

fariam omnínoextitit. Jllad enim, res ita ar$æ inter fe

copnfatas,&pendentes a fe invicem litteris conßgnatura ac

cidit Perquaerae incom*modum, quod, licet diutius medita

tas , farragiite** oxanem, tot veritatum , & dedu&ionum

anico etiatae demu* inti ita coraple&atur, & quæcumque

velit fibi animo feorfùs. £?at ; non miß ßngula enun

ciare prffr , tra*e confèriôere , dum alia, deducit ipfis

iteram eque fecwti r. a'ììs ìnterea omnibus prætermiffs,

ad qas regredi debeat wemor, & ad omnes derivatiónes

delata* iterens, raernos jam peragratos omittere intaítor

aggredi, ac fu£* fùrculo vxlla pretermiffa fronde , pari

circai: Feriaj?rare.

Firge tibi aer:6.

ara*** ***g?

let, e r«*r*£

* corfrr*ro f;endibus arbuffwm : tot

eä*a**, tot animores ezamis rammfea

$: fìrrazci* prarampetttes , e fwrcwlis front

der, e farai* * ?eres , & fètia. H.ec tam, omnia amico

istai:a consertiºris s «** e qºibas prorawpant , vides ,

graa -* *, ?«rrcwnsgwe flarex animo elegeris,

ô testa acie , 43**« z*** per <eretis, carpis, aetlora

*, rtu. £o fir***** *****;;;- <f* A? frwiram qwawpiam* do

cerv dv&<&, qae iter 4j£•sexdæ ratiare Ait, at 34*
ß

+

·¤**



P R AE F A T I O. xi

gula folia, ad ßngulo* flores , nullo demum pretermiffa ,

pertingat, quanta tibi arte opus erit , me qnid omittas ,

. ne quopiam iterum labore irrito formicam tuam reducas a

Afcendendum per truncum : ubi primum derivamtur ra

mi, motandus diligenter eorum mumerus, ac caeteri* imte

rea prætermiffs, arripiendus unicus, per quem afcenda * *

po/f paucos greffus plures occuruntur ramufcul: : umicus ite

?rum feligendus., fepoßtis caeteris : idem in furculorum ,

idem imfrondium, idem im fòliorum , & forum, eruptio

me multiplici præ/?andum femper, donec in unicum forem ,

vel folium, exiguum illum viatorem tuum invexeris. /m-

de ad proximum bivium, vel etiam trivium redeundum ,

& ad alia fùbinde, atque alia, donec fromde tota peragrata

defcendas iterum ad frondium ipfaram derivationem ,

tum ad divifiones ßngulas furculorum omnium, ramufcu

lorum , ramorum, initere moleftiffîmo fane , & ambigui

tatis ubique pleniffimo.

Haec quidem imago quædam eff imcumdi laboris, rei

adumbramda utcumque par , fatis exponende omnimo im

par. Neque enim ibi, ubi fe furculi, frondefque divife

irimt, iterum cqeumt, movo ambiguitatis fùmte, & erroris

periculo ; quod ipfum /? fùrte aliquando accidat ; poteriae

fame ad po/fremum florum afcendere unica , & continua

via , licet ad movâm plurium furculorum conjunétionem

deveneris umicoperagrato, reliquis adhucintaétis. At hic,

ubi e definitione conffruétiones quafdam erueri * , ex iis

theoremata demonßraris plura , quaquaverfum fecumda ,

fere femper ab novam quamdam veritatem educendam, ex

illis veluti ramis , & fùrculis plura ßmul meceffaria fùmt,

ex quibus ea ita pendet , ut mi/ omnia perluffraris , &

nente adhuc retineas , illo veluti flore potiri omnimo mon

poffír.

En igitur incredibilem fame diffîcultatem , quam

ego, fcholiis idemtidem imterjeétis, mollire faltem cona

tus fum , qaorum ope qt:id omittam interea , umde recef

ferim , quo regrediar, Tyronem admoneo. Illud enim mi

Ai in hifce elementis coäcimmandis propofui, ut deduëtio

nis pateret ordo, & Geometriae mira indoles , atqae arëfiffi

mus omnium veritatum mexus tranfpiceretur utcumque ;

nam tum demum is patere omnimo poffet, chm alii;Ä"
Ag*
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aliis definitionibus affumptis , alio , atque alio ordine ;

veritater eædem deducerentur, quod imnumeris fame , &•

a fe imvicem im immemfùm difcrepamtibus rationibus præ

fari poffet. Jllud im memtem venerat , ut hwjus meæ?me.

thodi quamdam, quemadmodum im familiarum derivatio

nibus fieri folet, arborem defignarem, in qua truncum te.

meret definitio , tria prima problemata termos ramor :

theoremata reliquis propofitionibus , corollariis , fcholii*

comtemta abirent im ramufculor, fùrculor, fronder, ac fò

Iia ita, ut a quovis theoremate curvæ quædam limeæ ad

definitionem ufque traduceremtur, per illa omnia theorema

tà mumeris paragraphorum , quibus contimentur , de/gma

ta , quibus ad ejus demonßrationem eff opus 3 ubi et

iam ßgnis quibufdam denotart poterat, quæ omnibus tribus

communia effemt Comicis Se£lionibu*, quæ ad /ìngulas, vel

bimas pertineremt . /erum arbor ejufmodi ita excrefcit,

ut tamta amplitudo exigui voluminis mole comtimeri non pof

[it. Eam parieti affigendam facile fibi quifque effòrmare

poterit , ß velit, regreffu e fíngulis theoremati r fáêto, uf.

que ad definitionem ipfam , ac admotatis diligenter ii*,

quae ad abfolutam ejus demonffrationem affumuntur jam de

monßrata.

Ethaec quidem ad ea fcholia pertimemt, quibus dedu£lioni,

feries idemtidem demotatur. 7n reliquis comtimemtur fame

multa adnotatu digmiffìma. Aliud (num. 18.) proportiomi*

armonicæ proprietate; perfequitur; aliud (num. 1 1 1.) figu

srarum fimilitudinem comtemplatur, quarum complementum,

quoddam eff determimatio fatis elegam* pum&fi communia

homologi, quod miß in infinitum recedat in bimis quibuf

que figuris habetur femper, & umi:um , ac reétarum homo

logarum, communium, quarum in imverfa ßmilitudine fem

per habetur unica per id punëlum, traduéla , im dire£ta

vero vel omnes ejufmodi fumr, vel mulla ; & ea quidem

im adjeéta differtatione habetur a mum. 328. aliud (num.

12, io>) Conicarum Seétionum tram formationem in re

ętas , im circulum, in fe invicem perfequitur: aliud (num.

Ioz, z8o, 388, 435, 442) ipfarum conffruéfiones multi

plices, ac determinationes exponit : * aliud { mum. 28o }

curvaturas determinat , & plures tamgentium , ac fecam

iinm propriftates pro diverfa pofitione punili, %. quod

- - , 44$**-
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ducamtur, definit. Aliud (num.27o) docet invemtionem

bimarum mediarum contimue preportionalium inter bimas

re&far datas , & arcu, circularit , ßve anguli trifeétio

mem, quam omnimo haberi non poffe per Euclideam Geo.

metriam fatis ibi quidem accurate , mi fallor, evinco ,

& ipfius repugnatiæ fontem aperio : aliud ( mum. 337)

longé alium ordinem exhibet, quo elementa haec ipfâ dig

geri potuiffemt : aliud ( num. 343 ) /îmilium Ellipfìum ,

ό' Hyperbolarum, ac aqualium Parabolarum proprietatem

evolvit, qua aliæ refpeëtu aliarum fungantur vicibus afym

ptotorum : aliud(mum.536 ) varias circuli Seétionem'Co

Micam contingentis mutatione* conßderat , donec demum

i* im ofculatorem definat. -Accedit iis, ut alia breviora•

fcholia praetermittam , unitum generalegeometricum lam

fma (num. 2o4 ) de tribus reëiis ad punétum quoddam

convergentibus, & parallelas reëtas intercipientibus, quod

mihi fumme pluribus in locis extitit utilitatis.

Hifce omnibus abfolutis , quæ pertinent ad harum rur

varum con/ìderationem im plano , ad folidorum feëliones

gradum feci. Definitis Como (mum. 546), Cylindro(num.

59o), Conoide (mum. 516), feëtiomum formar evolvi co

rollariis quibusdam , ac fcholia fùo loco difpofui, quibu*

mira im primis trasformatiomum geometricarum, imdole*

comtinetur. Ibi autem motatu ommino digniffima fumt, que

occurrunt (num. 653) im folido genito converfione Hyper

&olae circa axem conjugatum, in quo (mum. 666) quædam,

etiam punéli cujufdam ade/? veluti difciffo , & crurum

permutatio, poff receffum Hyperbolæ im rúas lineas, mi

7ra fame , & ad contimuitátis legem illußramdam aptif

jìma . Verum , quod ad ejufmodi transformationes perti

?et , im, adjeëta differtatione multo ej? uberius pertra

&#atum.

I)iffertatio autem ipfà aliquanto longior , quam imitio

arbitrarer, evafit ; at ea im Geometriae arcana imtimio

ra irrumpere meditanti facem preferet, cj* viam /?ernet

mirum in modum. Multa autem continet , que licet feitu

fame digniffima, ego quidem mufquam alibi offendi, mul

ta , quæ licet alibi etiam occurramt fepe, nufquam ego

quidem ad certor reperi redaéta camones , & geometrica

methodo pertraålata. Ea tamem pro novis venditare non

�•
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auaeo ; cum mihi quidem imfcitiæ meæ culpa , nova eß. -

fe poffmt , licet fortaffe fint apud Litterariam Remp. ve

tuffiffìma . - & |
Ijíffertatio ipft de Locorum Geometricorum , tramsfor

»matiónibus agit'. Ubi mimirum problema quodpiam geme- \

raliter folveris ; mutata monmihil datorum difpofitione ; !

plerumque ipfà conffru&io mutari plurimum debet , quae

äam fùmmâ im differentias abeunt , quædam reëtarum ,

& angulorum direéîiones mutantur, quidam termimi eva- ]

dunt impoffibiles, quidam in infinitum excrefcunt ita, ut

interfeéîiô, quæ ad problematis fòlutionem meceffaria e- ]

rat, aufquam fit, ut ubi binae re£te comvergemtes abeum? |
im parallelas, quidam circuli , abeunte centro im imfimi- 1

tum , mutantur in rectas limeas ; ac alia ejufmodi acci- i

dunt fame multa . In iis autem comffamtiffìma , quafdam

Jeges obfervat Geometria, quæ nihil ufquam operatur per •

faltum. Sed im ejufmodi continuitate fervanda occurrunt

fepe quidam progreffùs im infinitum*, & quidam tranfitus

per imfimitum, qui fecum trahunt quædam , qu«e haud fuo ,

Am alio melius momime appellari poffmt , quam my/ferio

rum quorumdam imffmiti , quae tamen eo excrefcunt, utim

vera demum abfurda videantur recidere.' -

Hoc argumentum in ea mihi differtatione evolvendum

comffitui, quo fucceffu , videbit, qui legerit : mihil autem

mfpiam, præter communia Geometricae , & mea Comica

rum Seétionum elementa , requiritur ad abfolutam ommi

vm, intelligentiam. Trimo quidem negativas quantitate*

im Geometria com/íderandas effe , ut im Algebra , geome

trica methodo offendo , & ubi direëiio quamtitatum mutatur,

- zmutationum numerumparem im quamtitatibus determimamti

bus, evinco, relimquère direétionem quantitatis determi

natae , imparem vero numerum eamdem mutare ; umde mi

hi imaginariæ quoque quantitates profluumt in lateribus

quadratorum , quæ im negativa migrarimt . Eorum vero^

omnium plura exempla profero e fimplici Geometria ad

nmodum manifeffa.

Ex theoremátis demom/?ratis deduco a mum . 693 fòr

amam curvarum, ommium, quæ ad fùblimiores Tarabo/ar ,

vel fiyperbolas inter afjmptotos reducumtur , im quibus

ordinata e/? in aliqua ratione rationali abfciffe, quarum?

¢μf*
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arvarum geometricam accuratam comffru£iionem profero

per pum&#a, quae cura erutis ex poßtivorun» , megativorum »

ám,£inariorum legibus mirum ^ im modum confentiunt . .

Tum a mum. 714 ad continuitatis legem cor fiderandam

gradum facio, quam ubi quantitates è po/ìtivis tranfeunt

immegativas, religiofe obfervari demoaffro. Tranfitum au

tem ejufmodi, of?endo fieri, tam per nihilum , quam per

infinitum, ubi imgems quoddam infinitè myfterium fe pro

dit. Reéfa nimirum linea, quæ utrimque in infimitum pro

duéta in illis quibufdam infinitis diffamtiir oppofitis

comme&fitur quoddamodo, & in fe ipfam redir, tamquams

ß effet circulus quidam infinitus , cui reéfam lineam æqui

zwalere demonffro , ac eumdem nexum , & in cruribus im

finitis curvarum evimco manifeffiffimum , plurima exem

pla proferens , & præcepta quædam adjiciens , quæ perti

ment ad ejufmodi tranfitus. Allud autem imprimis offendo

a mum. 729, ubi devenitur ad mihilum , %el ad infini

tum, aliquando quidem gram/ìtu per eum li*mitem fa&io ,

quamtitatem abire in megatívam, aliquamdo vero inde re

gredi retro ex eadem parte, cujus exempla, prefero plura,

c* inde crurum feú parabolicâ , five hyperbolici generis ,

quorum maturam, doceo, regreffus ex iifimito multiplices ,

ac cufpidum maturam , & quædam alia , qaæ ad tamgem

tes, & curvaturam pertiment , evolvo , quae fane omnia

funt ad continuitatis legem , & Geometriæ imdolem ce

gmofcemdam aptiffima.

-4ccedit alius quemdam reéfae per modum circuli infi

aiti in fe redeuntis confideratæ ùfùs, qnem contempler a

zrum. 751 » vi cujus quantitatem , quæ poff megativam], &

bimas po/ìtivas fit quarta, mom negatióám revera effe de

£ere , demerffrö, fed veluti plufquam infinitam, & datis

5imi* pumëtis im reëta imfinita , ejus fámamtum iis pun

èfis interceptum , offendo , effe dúplex, alterum fimirum ,

alterum per imffmitum tradu£ium , quorum primum bifa

riam fecetur in pun&o quodam datis interjacemte, fecam.

«lam in infimito illo ipfo, im bimi infiniti tra&us reëtæ a

bimis illis punétis utrìmque im infinitum produëtæ conne

tiumtur quodammodo, & copulantur, quæ quidem com/íde

zatio ingentis ef? ufùs im Se&fionum Comicarum amalogia

confideranda. Tum, a mum. 775 migrationem*; 4

4f*
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fatu reali ad imaginarium , qui numquam haberi pofft>

?miß quamrita, vel ad nihilum deveniat s. vel ad infimi

tùm, & in utroque cafu bima puméta collidamtur quodam

modo, ac in fe mutuo irruant velocitate vel infinities

majore, quam alibi, vel infinities minore, quod amalogi

am etiam quamdam exhibet haud fame inelegantem ejus

migrationis cum vero viventium interitu. Ibidem autem

im como fe&to per planum mobile quoddam , feries curva

rum mafcente?, in fe mutuo transformata*, ac in imagi

marietatem definentes offemdo.

His expofitìs , & tanquam materia quadam movi cujuf

dam ædificii præparata , ad ordimandam transformatio

mum theoriam progredior num*. 76o, quam duplicis analo

giae definitione, &' 1 1 Camonibus compleëkar. Analoga di

co, punéla, qaae eade»* co* ffruélione petitaab interfe&io

mibas eorumdem Locorum @eometricorum definiuntur : li

meat analogaw, quæ pun£tis . amalogis , fperficies , quæ li

neis, folida, quae fùperficiebus analogi* t 4.'mimantur. Bima,

autem diffinguo analogie gemera primarium alterum, ubi

ariam dire£}io fervatur, alterum fecundarium, ubi ea con

traria exiffit. Canom primus mum. ^J4 pertinet ad quan

titates , quæ primar'o analogiae genere fumt analogae , im

quibus mulla mutatô-fit , fii/ quæpiam quantitates per infi

nitum traduâa plufjuam infinitae cenfendæfint, übietiam

infiniti myfferia quedam obcurrunt. Secundus mum. 772 ad

eas pertinet , quæ fecundario g^mere amalogiae fumt analo

a4, ubi offenditur ,* quamdo fumm« in differemtia, migra

ze debeamt , & modi argumentamdi mùtentur. Tertius

mum. 777 mutationes direélionis exporit , qu« im quavis

proportione utcumque compofita monniß mumero pari Thabe

ri pgffimt . Quartu* mum. 79o ad angulorum mutationes

pertinet , quæ Tlaterum mutationem comfequuntur. Qgintus

num. 799 tranfìtum, contin et anguli Ie po/ìtivo in mega

tivum , mutata hiatur direétione , ßve ejufmodi muta

tio fiat tranfeundo per mihilum , ßve per duos reëtos .

Sextu* num. -8o7 , quadrati megativi Tlatera determi

mat imaginaria , & mediam inter bimas quantitates ,

alterias tamtum direëtione mutata , imaginariam , bi

na* antem medias reales magnitudine æquales , dire&io

ne contrarias , qui quidem Camon im Se&ionibus Coni.

çJ»
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cis confiderandis incredibilem ufum habet , ut mox o.

ffem:dam.

Septimus mum. 835 ad quantitates tram/ìt , quæ in mi

hilum abeunt , vel ita in infinitum, ut faltcm alter li

ames nuJquam jam fit , qnod fi in aliqua proportione bi

amis termimis mamentibas finitis contingat uní e reliquis,

continget idem & alteri , niß forte , qui manemt , vel

extremi fuerint, vel medii , quo cafù abeunte altero in

nihilum, alter im infimitum abire debet . O&avus mum.

839 eff de reífis , quæ e convergemtibus parallelæ fiumt ,

ijterfeéîione ita in infinitum recedente, ut mufquamjam

Jit , quarum & angulus ex altera parte evanefçit, ex al

zera definit im binos reëtar. A'omus (num. 853) praefcri

bit , qüid agendum fit, ubi vertice trianguli abeunte im

1atus aliquod, reétæ, quæ fe prius interfecabant , fuperpo

nuntur. Decimus circuliperipheriam , docet (mum. 858),

abire im reëtam, ubi altero radii termino extante , cem

trum ita im infinitum recedat, ut mufquamjam fit. De

mum undecimus (mum. 862) rationem definit , quam ha

Aere debeamt bima re£fae in infimitum excrefcentes , quæ

evadit æqualitatis ratio , ubi differemtia finita maneat ,

ubi autem ea etiam im infinitum excrefcat , quævis effe

poteff, mulla, infinita, æqàalitatis, vel finitæ inæqnalita

tis cujuslibet.

Porro fimguli Camome* demonf?rantur accurate : fímgulo

rum exempla ex iis , quæ præmiffa fùerant proferuntur :

fîngula ad Conicari;m Seélionum maturam , & analogiam

comtemplandam applicantur, ac eorum ufùs in hifte mei?

earumdem elementis comcimmamdis offenditur . Plura fa

ne accurruqt admotatu digna , ut ea , quibus num. 784

zatio redditur ex infiniti myfferiis quibufàam repetifa , •

cur etiam ubi quantitates për infinitum tradu£fe^abeunt

im megativas , adhuc fubtrahende fint, atque alia ejufmo

di fame multa ; illud in primis mom omittemdum , quod

pluribus in locis offenditur , potiffimum vero , ubi fecum

aaria amalogia exponitur, & ubi fæcumdiffimus ille fex

tur Canon ad Conicas Se£hiones applicatur. Nimirum

mbi Ellip/î in Hyperbolam tranfit per Parabolam , axi

finito Elipfeor , & centro mom fuccedit amalogus prima

rio analogie genere axis fimi:iis Hyperbolae , fed axis

Bofcovich. Tom. III, B per
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er infinitum traduëtus, & finito illius centro, mon ce*

?rum hujus finitum , fed junétum quoddam in infini

to delitefcení. Diametri autem fecundariæ Hyperbe

le nulla analogia gemere amalogæ fùnt diametrii Ellip

feo* , fed horum, quadrata megativè fumpta quadratis il

'lorum negativis equamtu*, quorum quadrata idcirco fe

cundario amalogiae gemere fùnt analoga illerum quadra

tis, latera vero, quæ lateribus amaloga effemt , imagina

ria fùnt. Jd ipfum manifeffo ibidem Tevincitur. Inde au

tem`deducitur , quae proprietates communes effe debeant

Ellipß, & Hyperbolæ , quæ ab altera ad alteram tranf

ferri nequeant. Inde nimirum patet , cur Ellip/ìr finita

zentro cavitatem , Hyperbola" convexitatem obvertat :

cur axis tramf/erfùs , & quævis conjugata diameter in

Ellipß ad perimetrum terminetur , axis comjugatus Hy

perbolæ finitus ille , & fecumdariæ diametri omnes ip

Jß perimetro nufquam occurrant : cur afjmptoti r , & tam

amultis elegamtiffìmis afymptotorum proprietatibus Ellipßs

carere debeat ; ac alia ejufmodi evolvuntur fame multa

earum curvarum difcrimina , atque illud generaliter offen.

ditur, proprietates , quæ .a folis diametris conjugatispen

deant , nùfquam effe debere communes, nec communi ' de

monßratione, & çonffru£tione erui poffe ; quæcumque au

tem ab earum quadratis pendeamt , ea communia fore g

mnia, ß quadrata diametrorum fecundariarum Hyperbo.

Jae habeantur pro negativit. Exempla eorum %?£;
plurima, quæ ad harum curvarum naturam cognofcemdam

? meorum elementorum commendationem plurinìum con

er/4/7f . -

" Porro ubi in fine poffremi Canonit de rationibus agi.

tur quantitatum abeúntium, in infinitum , ibi jam de

num incipiunt ipfa infimiti tyj; migrare in abfùr

da ». de quibus a num. 878 ad finem ufque ita agitur a

nt infinitum ipfùm extenfùm pro impoffibili. haberi o.

vgmina debere videatur . Ratio autem'impoffibilitati, ip

(ìus ex ipfa Qonicarum $eétionum matura demum erí

tur , quæ ejufmodi invenitur , ut infiniti ipfius matü

ré fìmplicitatem infinitam , requirat , que íüm imfimi

fit partibus ab omni quantitatum excrefcentium £eme- '

r* rfquifita conjungi ammine non poteß ; unde demum

—_…_
- -

— _&

|
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ad ipfam illam Dei O. /M, immunem ab omni com

pofitione fìmplicitatem immemfam cum infinitate con

jümítam contemplandam traducimur , in qua ipfa , con

'templatione fußor haec differtatio tandem aliquando a

brumpitur. '

Haec umiverß hujus operis eff Symopfir quaedam , i*

qua praetermiffr quamplurimis , * præcipua tantummodo

fapita innuumtur . Confequetur, aliud agens de infinitis,

& infinite parvis , quæ mihi indefinita fumt , quo

rum maturam explicabo , ordines diggeram , elementa

tradam geometrico rigore demonffrata, & ex iis ad cur

varum generales proprietates, gradum faciam , cufpides ,

flexus çontrarios crura infinita , contafius , efcula, evo

Zueat , maximorum , & minimorum theoriam , atqne

alia ejufmodi evolvam , ac ßngulare* præcipuarum , &

maxime, utilium curvarum proprietates deducam , ac de

monffrabo.

Iilud unum h}c demum momendum ef?. Si quis in hoc

volumine vel mom poffit , vel molit /mgula perfequi , &*

præcipuas tantummodo, ac maxime neceffaria* Se&tiomum

'Conicarum proprietates inquirat ; i * & univerfam differ

tationem , & fcholia fere omnia , & plurima etiam Co

rollaria omittere poterit ßne demonftrationis ,. ac de

du£lionis dammo.' lta enim pr«cipua quædam inter fe

copulavi eam ipfam ob caufam , ut reliquis non indige

rent . Vix autem pagina* Ioo requirunt præcipue ejuf

modi proprietates inter fe fati r ar&è conmexae . En mu

merorum feriem , quam reliquis omiffis poterit perfe

qui , in qua , ubi binis numeris punëta interferuntur,

illud ßgnificatur , intermedio* numeros omnes percurren

do* effe.

1 • • • 3» 6 ••. ■ I , 18... 3o, 34... 47 , 54» 56 , 57,

62 ... 84 » 87 » 93 , 1 28 ... 137 , 14o ... 144 , 149 ...

I 59 » 164 . •. 171 • 173 .. • I83 , I89 ... 195 , 198 ...

2o I » 204 •. . 213 » 221 .. • 23 I a 242 ... 247 • 256 • • •

258 » 26o • 261 , 299 , 3oo , 3o5 ... 3o8 , 328 » 331 »

351 • • • 355 » 357 , 358 » 363 , 364 , 397 • 398 » 4oi ...

407 » 41 I • • • 414 , 436 ... 441 , 457 • • • 461 » 495 »

497 » 5o3 . . . 5o8 , 346 , 55o. . . 568 , 59o • . . 6o5 »

6 15 • . • 643 • B A.

\ 2. Aς
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Huc ufque habentur, quæ pertinent ad Comicas Se&Hio.

πes confideratas vel im plano , vel, in coro. Si Cylindri,

& Conoidum Seëiiones addere libeat , numero, 59o...

6o5 , 615 ... 643, fuperioribus addat , & voti pemitus

compos fiet.



-

2Z

CONICARUM

E L E M E N T A.

D E F I N I T I o I.

* 1 ex ommibus pum&#i* P cujufdam.

3f lime e du£ta PY perpendiculari ad

% re$fam AB indefinitam pofitione

j datam, & alia re£tae PF ad pun

&#um F datum extra ipfam AB ,

fuerit femper. FP ad PD in ra

$ tione data ; lineam illam dico
—-========== N. Seétionem Conicam , Ellipfim,»

Parabolam , vel Hyperbolam, prout illa ratio fuerit mi

mori* inæqualitatis, equalitaris, vel majoris inæqualita

tit : reétam AB, Dire&ricem, pum&tum F , Focum, ra

tionem illam datam , Rationem determinantem; reëtam.

-

F. 1.

PD , Ordinatam dire&rici ad angulos rcétos , re£tam .

FP, Foci radium.

Coroll. I.

2. Si im quovis alio angulo dato. ordimentur dire'iri

ci PH, femper ratio, cujufvis radii fòci ad fuam ordi

matam. im, angulo illo dato erit conßam, & data : nimi

zum compoßta ex ratione determinante , &. ratione fî

nus inclinationis ad radium.

3. Nam ratio FP, ad PH componetur ex ratione FP

ad PD; quae eft ratio determinans, & ratione PD ad

PH, quae ob angulum PDH reétum e(t ratio, finus an

guli PHD ad radium (num. 88. Trig.)

Bofch. Tom. III. - B 3 Ce
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; Coroll. 2. ' ,

4. Et ß in quadam linea ratio ctjufvis FP jungemt;

'j3dvis ejus punctum P cum dato pun&io . F ad fuam PH

äm dato amgulo ordimatam datæ reátæ mom tram/eumti per

F fiierit im ratiome data , erit illa limea Se&fio Comica ,

& ejus ratio determimam*, componetur ex i/la ratiome bom

famti , & ex ratione radii ad fîmum imclimatiomir.

5. Duéto enim perpendiculo, PD , ratio FP ad PD

componetur ex ratiönë FP ad PH , & PH, ad PD ,

guarum, prima datur ex hypotefi , fecunda eft ratio ra

dii ad illum flfium; ' ,

-
« Coroll. 3• , , *i . .t

8. Bimi radii foci erumt ad fe invicem , ut fue ordi

mate in quovis angulo communi. , , - - *

hándo FP ad Fp, ut PH ad ph.

Coroll. 4. - -

7. Cum enim fit FP ad PH, ut Fp ad ph , erit alter

*
- 2. — * - - - - . · · · ·

3.3.4 . 8. Si reífa quævis occurrens,foro im F, dire&#rici im

. occurrat Seéiioni Comica im binis pum&iis P; p, altero

ex iis jacemte imter, ipfa, pumëta F, Q altero ad, partes

utriuilibet, erit divifa in punäis p, F, P, Qjfi pro

portione harmomica. : . • • • • , • ' . ? - -

9. Erit enim Fp ád FP, ut pQ, ad PQ, , Sunt au

tgQ in fig. 3. in tribus re&is IpG , FQ, S, PQ re&tae

pQj PQ cxtremæ reété vero Fp , FP âifferentiæ ex

treibatum 33migdia ; at in figurâ 4. trium Fp, fQ, FP

reéte FP, FP e$trcimæ; reétè pQ, PQ extremaruiii dif

ferentiæ a media. Igitur utrobique efünt extremæ ad

fe invicem , ut patiter ad fe invicem differentiæ ex

£temarum à media , qug eft ipfa hotio proportionis

harmonice. -

* * . *A . 2 ' . • 1 • • λ Öoroll. $. - - -

Io. Katio radi; foci ad ordinatam im quovis angulo

obliquo erit in Ellipfi , & Parabola ratio mimori, jme

4*4!itati* • in Aeyperbola minoris imæqualitatis , aquali

£afî» ?£l tnajoris imæqualitatis, prout radius ad %mum

faglinationis habuerit rationem majorem ,, aqualemi, vel

^ainorem ratione determimante , qüam quidem imclima

tiomum
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hiomum eam , quae rationem exhibet «qualitatis , dice

mus Inclinationem æqualitátis, & ejus angulum acutum

, cum dire&trice , amgulum Rationis aequalis , /ive amgu

lum AEqualitatis, - - - .-

i I. Nam in triangulo rcétangulo PDH femper ba

fis PH major eft latere PD. Adcoque cum PD in El

lipfi fit major , quam PF (num. I.) , ac in Parabola

aequalis, erit femper in iis PH major , quam PF. At

in Hyperbolâ, in qua PD eft minor , quam PF, pro

ut ratio PH ad PD fuerit major , æqualis ; vel mi

hor refpeétu rationis PF ad PD, erit quoque PH ma

jor, aequalis, vel minor refpcétu PF.
/

S C H O L I Ü M f.

i 2. Ligit: hujufmodi appellavimus Seétioncs Ccni.

cas , quia deinde dcmonftrabitur , cono ut

cumque fe&to non per verticem , obvenire hujufrnodi

lineas, ut pariter Ellipfis , Parabola , & Hyperbola

nomen accipiunt Græca origine in communi metho

do traétandi Se&tiones Conicas , à quodam defeétu ,

æqualitate , vel exceffu , qui deindé demonftratur .

uæcumque fit fidminis ratio ; modo femper in ea fi

gnificatione accipiatur s in qua in definitione ufurpa

tum eft, nihil intereft . Ellipfeos autem defe&tus ille ,

'Parabolæ æqualitas, & Hyperbolæ redundantia iri hac

noftra methodo etiam ex ipfa definitione conftat ; cum

ratio deterniinans in primâ fit minoris inæqualitatis ,

in fccunda æqualitatis , in tertia majoris ifiaequalita

tis : .. • - -

i 3. Porro mirum fane , quam inmediate ex had

proprietate, quam affumpfimus pro definitione , & quam

alii in Ellipfi faltem ; & Hyperbola poftremiam fere

demoriftraré folent ( nam pro Parabola`hanc ipfam af

fumpfit etiaum Hofpitalius) præcipuæ Seétionüm Coni

carum proprietates fluänt , & quidem , quæ iis com

munes funt s corrimuni femper T demonftratione cruun

tur vinculo quodam , ac miro nexu , quo Geometíig;

- B 4 indqs

F. I.

2.
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F. 5.

indoles,& vis fane incredibilis fponte incurrant in oculos.

14. Præterea multo expeditior harum linearum confide

ratio Tyroni evadit , fi eae in plano confiderentur ,

quod & ipfe Hofpitalius praeftitit, & alii multi, quam

fi folidorum Geometria opus fit , & variis planorum

in cono interfeétionibus.

I 5. Demum hæc definitio ita Conicis Seétionibus

eft propria, ut eas quodammodo & a circulo diftin

guat , qui cæteroquin inter Ellipfes enumerari debet ,

& è Cono Seéto, ut infra videbimus , ipfe etiam pro

dit, five is fecetur fectione bafi parallela , five alia

quadam , quæ dicitur fubcontraria. Si enim Ellipfis in

circulum abeat , direétrix , ut patebit paullo inferius ,

abit in infinitum , nec ufquam jam eft.

16. At fi dire&trix tranfiret per ipfum punétum da

tum pro foco, nullum aliud punótum inveniri poffet ,

cujus diftantia ab ipfo foco ad perpendiculum in dire

&tricem duétum haberet rationem datam, ubi ea ratio

cft minoris inæqualitatis . Sed fi ratio effct æqualita

tis, fatisfacerent quæftioni pun&ta omnia reétæ dire&tri

ci perpendicularis duétæ ex ipfo punéto dato in utram

vis plagam ; & fi ratio effet majoris inæqualitatis ,

fatisfacerent punéta omnia binarum reétarum hinc in

de inclinatarum , ut radius ad finum inclinationis ef

fet in ratione dcterminante.

17. Nam fi punétum datum in dire&trice AB fit F,

quodvis aliud punétum vel jacet in re&ta hFH pcrpcn

diculari ipfi AB duéta per F , ut R , & eft FR tam

diftantia a punéto F, quam perpendiculum in dire&tri

cem demiffum , adeoque ea duo æquantur ; vel jacet

extra , ut Q s & ducto perpcndiculo QZ in dire&tri

cem, femper erit ipfo major diftantia QF bafis trian

guli reétanguli QZF. Qgare nufquam haberi poteft in

eo cafu ratio minoris inæqualitatis . Ratio autem æ

qualitatis habetur in ipfa reéta perpendiculari HFh, in

qua fumptis ubicumque punétis R , & r , eft femper

diftantia FR , vel Fr , ad perpendiculum RF , vel rF

in rationc æqualitatis . Ac demum fi ratio fit majoris

- aequa
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inæqualitatis fumpto in perpcndiculariFH fegmento EF

ad arbitrium, duétaque per E re&ta uEV indefinita pa

rallela dire&trici , centro F intervallo re&tae , quae ad

EF, fit in ratione data determinante , inveniantur in

ipfa bina puncta u , & V, ac ducantur pcr ea, & per

F rc&tae indefinitae Gg, Ii, & quodvis punétum utri

uslibet, ut Q, q, fatisfaciet quaeftioni. Erit enim FQ.

ad QZ, ut FV ad EF in ratione data , & cadem cft

dcmofiftratio pro q. Eft autem ratio illa determinans

FQ ad QZ, üt radius ad finum inclinationis Q£Z .

Quäre patent quæcumque fuerant propofita.

S C H O L I U M II.

I3. I N Coroll.4. invenimus divifionem harmonicam,

I quæ in Se&tionibus Conicis potiffimum fæpe oc

currit, & in Geometria elegantiffimas proprietatcs ha

bet. Præcipuas quafdam, quarum ufus nobis occurret,

hic exponemus.

19 Si quatuor pumëta A, B, C, D , ita difpofita

fimt , ut diffamtiæ AB, CB, bimorum A , C altermatim

fumptorum ab altero e reliquis B eandem ratiomem habe

amt , ac diffamtie eorumdem AD, CD ab altero D,erumt

im proportiome harmonica tres diffamtiae utriuslibet extre

mi a reliquis tribus, mimirum tam AD, BD, CD quam

AB, AC, AD.

2o. Primum patet : nam AD , DC erunt primi ter

narii extremæ , & AB, BC extremarum differentiæ a

media . Secundum facile deducitur . Cum nimirum fit

AB ad BC, ut AD ad DC ; crit & altermando AB

ad AD, ut BC ad DC . Sunt autem AB , AD extre

mae fecundi ternarii , BC , DC extremarum diffcren

tiæ a mcdia AC.

2 I. Patet autem eadem demonftratione , non poffc

proportionem harmonicam terminari ad alterum cxtrc

mum D, quin fimul terminetur ad alterum A.

22. Si jam intervallum bimorum alternorum quorum

vis AC dividatur bifariam im R , erumt RB, R C ,

RD in ea comtimua ratione geometrica, quam habet pro

-
portuo

F.6.
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portio harmomica trium quantitatum terminatarum a

ætremum A affumptum pro biffeétione , nimirum ABad

~AD , vel BC ad CD. . . . - - -

23. Affümptis enim Rb, Rd æqualibus RB 3 RD ;

erunt & Ab, Ad æquales CB, CD , adeoque erit bB

reétarum AB, BC differentia , AC earum fumma ; ip

fa AC, re&arum AD, DC differentia , dD carumfum

ma. Cum igitur fint BC ad CD 5 & BA ad DA in

eadem ratione, erit in eadem rationc & antecedentium

differentiâ bB ad confequentium differentiam AC , &

illorum fumma AC ad horum fummam dD; ( Cap. 2.

Arit. num. i3. ) ac fumptis dimidiis, erit RB ad RC;

& RC ad RD in eadem ratione . . . . . . -

34. Contra vero fi fuerint RB, RC , RD im comti

nua ratione geometrica , & mediæ RC affumatur æquá

dis RA ad partes oppo/îtas , punéfa, A, B, C, D con

ffituemt bimas proportiones harmonicas quantitatum, ter

mimatarum, ad D & A, & ratio illa RB , ad RC ;

vel RC ad RD erit eadem , ac ratio proportiomi* ter

imimorum terminatorum ad A, ut facile patebit regreffu

demonftrationis ipfius: - - -, * -

25. Datis bini punEiis altermi, A, C , & ratiome

proportionis harmomicæ, habebumtur facile , & reliqua duo,

medium quidem fecamdo AC in ea ratione im B , ex

tremum fecando AC bifariam im R ; & fumendo RD

tertiam proportionalem foff RB, RG . Paíet auteiii ex

ipfa demonftratione debere D affumi ad partes B re

fpectü R s quod quidem eo recedet imagis a C , quo

ratio datâ accedet magis ad rationem æqualitatis , puri

cto B eo páriter magis accedente ad R; quod quidem

punctum abibit in ipfum R s punctum vero D ita in

infinitum recedet, ut nufquam jam fit , ubi ratio da

ra evaferit ratio æqualitatis.

26. Quotiefcumque quatuor pum&ia A, B, C, D , com- .

fituumi Froportionem harmonicam , feâa bifariam im R

•liffamtia bimorum alternatorum AC ; erunt geometrice

proportionales quatuor diffamtie ab, extremo D im bifè

£iione non affumpto ; nimirum, AD ad RD , ut BD ad

- - SD;
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CD; & quatuor a punéto B ejus altermo , nimirüm AB

ad RB, ut DB ad CB. - , •

- 27. Cum enim ( num. 32.) fit, invertendo RD ad

RC, five ad RA in illa ratione DC ad CB, erit prio

rum fumma AD ad primam RD , ut pofteriorum íum

ma DB ad tertiam DC. Gum verò fit invertcndoDC

ad CB , ut RC, five RA ad RB ; erit componendo

DB ad CB, ut AB ad RB. · · · ·

28. Si affumpta pro diametro diffamtia AC bimorum

e. quatuor pumêtis conßituentibus proportiomem harmonicam,

aliermatim fumptorum; defcribatur circnlur, & ad quod

vis peripheriæ punétum · E ducamtur ex relíquis bimis

gumétis re&tæ BE, DE, erunt eæ ad fe invicem femper

äm eadem ratione BC ad CD , five BA ad AD , réia

CE earum angulum BED fecabit bifariam, & reâa AE

amgulum BEG, qnem altera BE continet cum altera DE

produéfae. ' ' • • • . . .

, 29. Dùctis enim BF , BG párallclis AE ; CE , &

' occurrentibus rectæ DE in F, & G , erit ob paralle

1as DE ad EF, ut DA ad AB , nimirüm ob propór

tionem harmonicam ut DG ad CB, five ob parallelas

ut illa eadem DE ad EG. Quäre æquales erunt GE; '

EF, angulus autem GBF, quem continent rectæ GB,

3BF æquatur angulo, quem continent AE, EC ipfis pa

rallelæ qui rectus eft in femicirculo . Igitur & is re

• ctns erit ; & circulüs centro E diametro GF defcriptus

£ranfibit per B, adeoque EB æqualis erit tam EF, quarfi

IEG, & habebit , ut illæ, ad ED earn rationem, quam

BA ad AD, vel BC ad CD. Anguli vero BEC, FEC

zæquales, ille alterno EBG; hic interno & oppofito G

aequalibus ad bafim trianguli ifofcelis BEG æquabuh.

tur inter fe ; & eodem argumento AEB , AEG æquá

les angulis EBF, EFB. . . . . . .

3o. Comtra vero fí reíía CE fecet bifariam angulum

ad E triamguli BED, & EA ipß perpendicularis occur

*at diametro im A, quatuor punëta A, B, C, D comffi

tue*at proportionem harmonicam, cujus ratio in ternario

fer
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*

terminato ad D, erit eadem, ac ratio laterum BE, ED,

ipßus triamguli. Duéta enim BG parallela CE , anguli

EBG, EGB erunt æquales æqualibus BEC • DEC , a

deoque'& 'inter fe & EG , EB æquales , ac faéta EF

aequali ipfis EG, EB , angulus GBF erit re&us , adeo

que BF congruet cum reéta reétæ AE parallela ', quae

ibidem reétüm 'angulum continere debet . Erit igitur

DA ad AB, ut DE ad EF, five ut ipfa DE ad EG,

nimirum, ut DC ad BC . In hoc cafu etiam reéta EA

fecabit bifáriám angulum BEG, & pariter fi reéta EC.

fecante bifatiam angulum BED, reéta EA fecet bifa

riam angulum BEG , punëta A., B, C, D proportio

nem harmonicam conftituent. ' ' ' ' ' ' ' _

F.8. . 31. Demum ß in eadem circulo ducatur per B chor

- da[EH'perpendicularis diametro , reëie quidem DE ,

DH contingent circulum im E, & H , quævis autem re

&#a in earum angulo du&a ex D , & occurremt chorde

ipß im L, circulo im 1, & M fecabitur im pum&iis M, L

I, D, in proportione harmomica. ' ' ' * ' ' -

32. Primum patet ex eo, quod ( num. 22. ) erit RB,

ad RC, five ad RE , ut haec ad RD, ac proinde tri

angula RBE, RED. ob angulum ad R commune fimi

lia erunt,'& angulus RED re&to RBE æqualis : adeo

que ED perpendicularis radio ER erit tangens , & ca

dem eft detrionftratio pro reéta DH.

33. Secundum, fic demonftratur : `Du&is per I , &c

M. chordis Ii,,Mm parallelis EH , ac proinde perpendi

cularibus ad DA , & bifariam fecus , quæ óccürrant

re£tis DE $ DH in F, G , & f, g , patefipfas, quoque

Ff, Gg bifariam debere fecari ab, ipfa DA, `adeoque fo

£e Fi æqualcm If, & Gm æqualem gM , ac reétangu

la FIf, GMg reétangulis IFi, MGm, Porro erunt F[ad

GM, & If ad Mg, ut DI ad DM: adeoque quadratum

DI ad quadratum DM ut reétangulum FJf, féu IFí, fi

ye quadratum tangentis EF ad reétangulum GMg, five

MGm , vel quadratum GE : adeoque ut quadratum IL

ad quadratum LM. Erit igitur DI adDM, ut LI adLM

ut oportebat. -

PRO
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34. Ato foco , dire&trice , & ratione determiman

te , imvemire omnia Seétionis Comicæ punéta.

35. Ducatur per focum F recta HFh indefinita oc

currens directrici AB ad angulos rector in E , pona

turque H ad partes F . Capta in directrice verfus par

tem utramlibet, ut verfus A, recta EK æquali EF du

catur per F, & K recta indefinita Tt , pofito T ad

partes F. Ducatur per F recta perpendicularis ipfi EF,

ac in ea capiantur FV , Fu, quæ fint ad FE in ratio

ne determinante, pofito V in angulo FKE , quas qui

dem patet (num. I.) fore minores FE , in Ellipfi, ae

quales in Parabola, majores in Hyperbola. Per E, &

u ducatur recta indefinita Gg , pofito G circa directri

cem ad partes F, quæ neceffario occurret rectæ Ttci

tra directricem inter K, & F alicubi in L; tum per E,

& V recta indefinita Ii , pofito I citra directricem ad

partes F, quam patet in parabola in fig. Io. dcbere c£

fe parallelam ipfi Tt ( cum nimirum EK, VF ex una

parte parallelæ fint , & ex alia æquentur eidem FE ,

adeoque & inter fe ) ac proinde in Ellipfi in fig. 9.

debere occurrere ipfi Tt alicubi in l citra directricem

ad partes T ob FV ibi minorem , quam FE ; & con

tra in Hyperbola ( fig. I I. ) debere ipfi Tt pariter oc

currere , fed ultra directricem alicubi in l . Demumex

punctis L, l ducantur réctæ directrici parallelæ, occur

rentes ipfis Gg , Hh, Ii in L, M, N, l , m , m.

36. His ita femel praeparatis, per quodvis punctum

S recte Tt jacens in fig. 9. intra fegmentum Ll , in

fig. Io. ab L verfus T , in fig. I I. extra fegmentum

L7, aucta recta parallela directrici, quæ occurrat rcctis

Gg Hh . Ii alicubi in O, R, Q, centro F intervallo

RQ , vel RO, quae ipfi æqualis erit , inveniantur in

ipfaTOQ , bina puncta p, P: Inveniri autcm femper po

terunt bina, ac bina tantum , & omnia, ac fola pun

cta ita inventa una cum punctis M, m in Elig;, &

- y

F.9.

IO.

II.
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Hyperbola, & cum puncto M in Parabola erunt ad

Sectionem Conicam quaefitam.

37. In primis ehimi fi centro F intervallo RQ, vel

RÒ in recta OQ, directrici parallela inveniatur pun

ctum P, vel p , id effe debet ad quæfitam Sectionem

Conicam , & fi fit , ita invenietur . Ducta enim PD

perpendiculari ad directricem, adeoque parallela RE ,

cui proinde erit æqualis, erit FP ad PD, ut RQ , vel

RO ad RE, five ob uV, OQ parallelas FP ad PD, ut

FV, vel Fu ad FE , nimirum per conftructionem in

ratione determinante ; unde etiam patet ob FV, Fu af

fumptas æquales fore etiam æquales RQ , RQ. Si au

tem P fuerit ad Sectionem Conicam , erit contra FP,

ad PD , ut FV, vel Fu ad FE; adeoque FP ad PD

ut RQ, , vel RO ad REæqualem PD: adeoque opor

tebit FP effe æqualem RQ , vel RO, & punctum Pin

veniri centro F, radio RQ; & eadem eft demonftra

tio pro puncto p.

38. Porro per quodvis punctum S rectæ Tt ducta

ORQ parallela directrici, invenientur centro F inter

vallo RQ bina puncta P, p hinc inde ab R , vel uni

cum congruens cum R, vel nullum, prout RQ fuerit

major , vel æqualis , vel minor refpectu FR . Nam

EFR ipfi OQ perpendicularis eft , cum fit perpendicu

laris directrici AB ; adeoque circulus centro F defcri

Ptus, tranfcurrit ultra OQ , eamque fecat in binis pun

£tis hinc inde a perpendicülo FR , vcl contingit in

R, vel ad eam non pertingit. -

39. Eft autem FR femper æqualis RS , cum angu

lus FRS fit rectus, & ob KE , FE æquales, ac angu

lum KEFrectum, fit femirectus KFE, âdeoque& SFR.

Ipfa vero RS, affumpto S intra limites enunciatos in

conftructione , erit femper pars ipfius RQ , vel RO,

adeoque minor ipfis: abeunte S in L, vel l , cum ip

fis congruet: affumpto vero S extra limites enuneiâ

tos, erit è contrario RQ , vcl RO pars ipfius RS ,

adeoque RS ipfis major, quod quidem adniodum ma

nifcftum erit in figuris 12, I 3, 14.

4o. Nam ~

^
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4o. Nara in fig. 12. in Ellipfi tota linea /T jacebit F. 1»

extra angulum GEI, adeoque puncto Saffumpto in IT, 13.

crit RQ pars ipfius RS . Qgod fi S affumeretur in l

congruerent ibi puncta Q_» S. Tum tota lL jacet in

tra angulum GEI , adeoque affumpto S in lF, eft RS

ars ipfius RQ ; abeunte S in F, ea evanefcit ; af.

fú S in FL evadit RS pars ipfius RO , abeunte

verò S in L , rurfus conveniunt S » O . At tota Le

jacet extra angulum GEI , & extra ipfi ad verticem

oppofitum gEi ita, ut affumpto S in LK, fit ROpars

ipfius RS, abeunte S in K , evanefcat RO , affumpto

S in Kt fit iterum RQ pars RS. -

41. In fig. 13. in Parabola eadem prorfus accidunt,

cum eo folum difcrimine , quod ob Tt , Ii parallelas

nufquam habetur earum concurfus l, adeoque tota in

definita LT jacet intra angulum GEI , tota Lt extra

ipfum , & extra gEi ipfi ad verticem oppofitum : ac

proinde per totam LT eft RS pars RQ , vel RO, pcr

totam Lt contra RO, vel RQ pars RS. -

42. Dcmum in fig. 14, in Hyperbola tota pariter

LT jacet intra angulum GEI, jacet autem l ultra di

rectricem , & tota quidem Ll jacet extra angulos GEI ,

2Ei , fed tota lt intra gEi jacet ; adeoque per totam

FT eft RS pars RQ , per FL pars RO, per LK con

tra RQ pars RS , per Kl yero RQ pars RS , & per.

totam lt rurfum RS pars RQ.

43. His omnibus perfpectis patet, affumpto S in fig.

9. intra Ll , in fig. 1o. per totam LT, in fig. I I. per

totas LT, lt inveniri in recta directrici parallela bina

puncta ad Sectionem Conicam quefitam: co affumpto

in L, vel l, coeuntibus in primo punctis S , O , in

fecundo punctis S, QJfieri FM , Fm æquales ML . .

m/, adeoque coire ibiTpuncta P, p in unicum M , ve!

m, in quò nimirum circulus centro F radio ML , vcl

ml defcriptus rectam MN , vel mm contingeret , exi

ftente ibidem FM, vel Fm ad ME, vel m2E , ut ML,

vel ml ad ipfas ME, vel mE, nimirum ut Fu , vel FV

ad FE , five in rationc determinante : at affumpto S

ubicun^

14.

F.9,

IO•.

I I •
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ubicumque extra cos limites , nullum inveniri pun

ctum: Q. E. D.
Coroll. I.

44. Datis faco , direítrice, & ratione determinamte,

'datur Seéfio Comica.

45. Patet , cum iis datis , inveniantur omnia ejus

punéta. Corolll 2.

46. Ellipfís tota citra dire£fricem jacet , & im fe ipfam,

redit : Parábola umicum habet ramum citra direétricem

im infinitum excurrentem ; Hyperbola binos ramos im

imfimitum excurrentes , alterum citra, alterum ultra di

re£?ricem.

47. Patet ex ipfa problematis conftruétione , cuin ni

mirum ex omnibus rectis directrici parallelis omnes ,

& folæ rectæ ductæ in fig. 9. intra limites Ll occur

rant Ellipfi hinc inde a rccta Mm in binis punctis P,

& p, quæ deinde in M& m cocunt ; omnes autem , &c

folæ fécantes infinitam LT in fig. Io. occurrant Para

bolæ, ac omnes ,- & folæ in fig. II. per infinitas LT,

lt Hyperbolæ occurrant.

Coroll. 3.

' 48. Ellipfis , Parabola , & ramus citerior Hyperbo

læ comtimgumt re&far LN , Lu, NV im M , u, V ; El

lip/î autem, &ramus ulterior Hyperbolæ re&tum ln im m.

49. De punctis M , m patet ; cum ibi puncta P ,

P coalefcant in unicum , & quævis directrici parallela

ex altera parte rectæ LM, vel lm , ducta occurrat Se

ctioni Conicæ in binis punctis hinc inde ab M . De

punctis autem V, u colligitur ex eo , quod abeunte S

in F, abeunt puncta O, R, Q in u, F, V , adeoque

in ipfa Vu invenienda funt bina puncta centro F inter

vallo FV , quæ erunt ipfaV, u , evanefcente nimirum

ibidem FR, & factis RP, RQ æqualibus inter fe, ac

ipfi FV. At utcumque parum diftet OQ ab uV utrali

bet ex parte, femper latus RP minus eft , quam bafis

EP, adeoque quam RQ , ac proinde $ectionis Coni

cæ punctum P utrinque circa V jacet citra rc£tamNV,

& cadcm cft dcmonftratio Pro u, - C'

Q

!



E L E M E N T A. 13

Coroll. 4.

5o. Seâionis Comicæ perimeter eß linea curva , muf;

quam interrupta.

51. Eße lineam curvam conftat ex eo , quod re

cta effe non poffit ea linea , quam plures réctæ ita

contingant in unico puncto fingulae , ut ipfa utrinque

circa contactum jaceat ad cafdcm ejufdcim rectæ par

tCS.

52. Numquam autem interrumpi , patet ex conftru*

ctione ipfa, cum fatis pateat, puncto S excurrente mo

tu continuo per rectam Ll in Ellipfi, & per rectas LT,

Ijt indefinitas in Parabola, ac Hyperbola, debere pun

ctum P pariter excurrere moru continuo , Sed fic ac*

curatius demonftratur.

53. Si alicubi abrumpatur , ut fig. 15 , 16 in P ,

vel recta SP alteri arcui pA occurreret iterum in p ,

ut in fig. 15, vel nufquam, ut in fig. 16. Primum fie

ri non poteft , cum recta direqtrici parellela nonnifi

in unico puncto poffit occurrere Sectioni Conicae ad

eandem partem rectæ MH ( num. 38. ). Sccundum

fieri non poteft, quia ex altero extremo p arcus pA

abrupti ducta p* parallela directrici , aliæ parallelæ VO

numero infinitæ ductæ, per puncta V. interpofita punctis

S, s, licet interceptae iis limitibus definitis, in quibus

quævis parallela debet occurrcre perimetro fectionishing

inde a reqa MH, ipfi numquam ex ea partc occurrc

1'€nt, «

p E F I N I T I O II.

34• C#f*g. illam Vu per focum duëiam dico La

_/ tus Rectum Principale Se&ionis Comic£ ;

reëiam Mm im Ellip/? ( fig. 9. ) & in Hyperbola ( fi

gur. I 1 ) Latus Tranfverfum Principalc , /ive Axem

Tranfverfum, ejufque vertices M, m, ac ipfa Mym fe&ias

bifariam in C, dico C Centrum: ere&ti* autem hincim

de reëtis CX , Cx perpendicularibus axi tranfverfo ,

ac mediir geometrice proportionalibus imter FM , Fiw

- Bofkevi;h. ZTom, JII, C. ijmas

--—-—-

*-**-*-*-* …*"* T.
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binaî diffamtias foci s , a binis verticibus axis tranf

aer/, , àico Xx Äxem Conjugatum , ejufque gertices x,
X." Regiam autem MH imdefinitam in Parabola (fig.

io. ) dico ejus Axerim tranfverfum , & M ejus verti

cem . Sed cum axem dixero, & ejus hagnitudinem non

defimivero , imtelligam totam reëiam utrinque, indefini

z.?w, im qua fumt axium vertices . Keötar axi utrilibet

perpendiculare? , & ad SeEiiomi* perimetrum utrimque ter

jm-imatas dico ejus Ordinatas 5 ut funt chorde , Pp . refpe

&iu axis, tramfverfi ; fegmentum autem axis interceptum

imter ordimatam , & verticem , vel centrum s dice Ab

fciffam ab eo vertice , vel a centro , ut MR , mR

fumt abfciffe a verticibus M, & m , & CR abfciffa à

££//tro,

S C H O L I U M I.

35. D of hafce definitiones cruemus primo triâ Co

' rollaria, quæ ab iis non pendent , nifi ifi fo

\a nominum ufurpatione , & debuiffent continuare fe

riem Corollariorum propofitionis primæ , cum ex fola

ejus conftructione fponte fluant , fed definitiones in

terferendæ fuerunt , ut ea , quorum proprietates enun

ciantur, fuis in ipfa enunciatione nominibüs appella

rentur . Confequentur Corollaria 4, & 5 , quæ erunt

proprie Corollaria definitionum lateris re&ti , & {emia

xis conjugati , qui hîc affumptus eft ita , ut ejus qua

dratum fit æquale reétangulo diftantiarum foci a bi

nis verticibus .' Tum Corollarium 6 erit iterum Co

rollarium propofitionis primae , & continebit præci

puam Se&ionum Conicarum proprietatem , quæ ea

rum naturafm exhibet , & foecundiffima eft ita, ut re

liqua omnia Corollaria deinde ab ipfa pehdeant , &

ejus potiffimum Corollaria fint . Potuiffet idcirco enun

ciari per propofitionem , tum ob enunciati theorem,a-

tis dignitatem , tum ob fœcunditatem novam', tum

cidrco , quod paullo majore ambitu indigeat ad fui

demonftrationem » binarum nimirum rationum compo

- fitiore
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£ftione . Verum confultius, duximus id quoque Corol

lariis immifcere $ tum quia vix quidquam ad fui de

monftratiònem poftulat præter conftruétionem proble

matis primi , tum quia , proprietatem enunciat axis

tranfvetfi , quam deinde inveniemus generalem & axi

conjugato , & diametris emnibus , ( quæ in quavis

Se&ione Conica infinitæ funt ) & in propofitione 6.

enunciabimus. -

, Coroll. 1. - -

33. Axis tranfverfus bifariam fecat fùas ordinatas ,

& fecat tam aream , quam perimetrum Seétionis Cohi

cae termimatæ quavis ordimata im duas partes prorfus «-

quales , ©* fímiles. - - -

57. Nam ordinata PP effet chorda circuli defcripti

Echtro F, radio FP, adeoque (Coroll. 4. prop. 5. Geom.

a perpendiculo FR per centrum ducto fecatur bifariam .

Inde autem patet , totam Figuram MPR , vcl m,RP

converfàm circa axem tranfverfum debere prorfus con

gruere figuræ MRP, vel mRP, cum quævis femiordina

ia RP debeat ob angulos ad R. rcétos congruere fibi

aequali Rp. -- * * *

. - - Coroll. a. -

58. Omnium faci radiorum minimus in Ellipfi eff is ,

qui termimatur ad verticem axis tranfverf? propiorem ,

maximus, qui ad remotiorem reliqui eo minores, vel majo

res , quo ad illum\, vel humc vcrticem accedunt magis

punëta perimetri , ad que terminantur : in Parabola ,

& utro vir Hyperbolæ ramo ille minimus , qui ad axis

z/erticem termimatur im eo ramo fitum , reliqui eo ma

jorer, quo termimantur ad pun:ia ab eodem vertice re

motiora , mec niß hinc imde bini æquales haberi

poffunt in eodem himc imde angulo ab ipfo axe tranf

verfo . . . - _ _ _ -

59. Nam radius foci FP , cum habeat ad PD , fi

ve RE rationem conftanter eandem ( num. I. ) , cre

fcet, vel decrefcet, ut ipfa ER . Patet autem abeunte

P in M , vel m , abire pariter R in eadcm punéta ,

recedente P ab M , vel m , isse;& R ab iifdem ,

2. 2C
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ac proinde ipfarum ER in Ellipfi , Parabola , & ramo

citeriore Hyperbolæ minimam effe ipfam EM, tum ve

ro perpetuo crefcere in his quidem in infinitum Ellip

fi vero donec in m evadat maxima , ac pariter in ra

mo ulteriore Hyperbolæ in fig. I I. fore omnium FR?

minimam Fm , `tum eas in receffu puncti P ab m, cre

fcere in infinitum. Binae vero FP, Fp, quæ folae com-,

munem RE habent, jacebunt hinc inde in angulisRFP,

RFp aequalibus ob FR communem, & latera RP, Rp,

ac FP, FP æqualia,
-

- Coroll. 3.

6o. Differentia dimidii lateris re&i primcipalis , &

radii foci im Ellipfi, Parabola, ac ramo citeriore Hy

perbole fumma in ulteriore ad diffantiam ordimate a jì.

eo e/? im ratione determimante.

61. Cum enim fit & FP, ad RE , & FV ad FE in

ea rarione, erit & illarum differentia , vel fumma ad

harum differentiam , vel fummam in ratione cadem

( cap. 2. Arit. n. 1 3 . . Porro diftantia FR ordintaae Pp a

foco F eft ubique differentia ipfarum ER , EF, & in

ramo ulteriore Hypcrbolæ in fig. 1 1 cft FR; fummaip

farym ER! 3 EF * - -

coroll. 4*

... 62. Dimidium latus reëïum primcipale ad diffantiam

foci a dire&irice eff im ratione determimamte , & im Pa

rabola latus reítum primcipale eff duplum ejus diffamtie .

quadruplum tum diffantiæ faci a vertice , tum diffamtiæ

verticis a dire&#rice, -

63. Patct primum ex ipfa conftructione prop. 1. cum

fit FV ad FE in ratione determinante. Porrò in Pa

fabola ea eft ratio æqualitatis, & FM, ME æquantur

inter fe , Parent igitur & reliqua.

- - €oroll. 5.

64, £t? femiaxis conjugati equatur differem

fie quadratorum femiaxis tranfverfi, & diffamtie joci a

centra , exiffemie illo majore in Ellipfi , mimore in Hy

perbola i ac quadratum diffamtie fooi a centro equatur
3Â£

.
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im Ellipß differentie quadratorum femiaxium £jj!
femiaxe tranfverfo femper majore , im Hyperbola eo

ru m fummae. * - • •

65. Patent ex eo , quod ex definitione ipfa qua

dratum femiaxis conjugati debeat effe , aequale rectan

gulo MFm , & ob Mm fectam bifariam in C, qua

dratum CM (Coroll. 2 & 5 prop. 13. Geom. ) aeque

tur in Ellipfi , ubi CF eft , minor quam CM , qua

drato CF , & rectangulo MFm fimul . At in Hyper

bola , ubi CF eft fempcr major quam CM , quadra

tum CF æquatur quadrato CM , & rectangulo MFm

fimul.

Coroll. 64

&6. Quadratum, femiordinatæ axi* tfamfwerf? equatur

im Parábola reétangulo fub abfciffa a vertice , & qua

drupla diffamtia fòci ab ipfo vertice , fíve fub eadem ab

fciffa , & latere re&io primtipali : iii Ellipß vero &

Ajperbola eff ad re&fangulum fub bimis abfciff* 3 ut quas

druplum re&iamgulum fub binis diffamtiir foci a bimis vera

ticibus ad quadratum axis tranfverfi , /ìve at quadra

tum axis , vel femiaxis comjugati ad quadratum axis ,

vel femiaxir tramfuerß , ßve ut latus re&tum principa

le ad latus tranfverfum , quæ rationes omnes æquales

funt.

, 67. Nam ob OQ.fectam bifariam in R, & hon bi

fariam in S ; erit (Coroll. 4. 5. prop. 13.Geom.) qua

dratum RS cum rectangulo OSQ. fimul æquale qua

drato RQ. five quadrato FP, feu quadratis FR , RP .

um igitur & quadratum · RS æquetur quadrato RF

ob ipfas RS, RF æquales (num. 39.) , erit & quadra

tum RP æquale rectangulo OSQ. * • •

68. Eft autem in fig. Io. SQ æqualis FV dimidio

lateri recto uV 4 & æqualis LN , five duplæ LM, nj

mirum ( cum ob angulum LMF rectum , & LFM

femifectum ( num. 39. ) aequentur , inter fe MF ,

ML ) duplę FM. Ducta vero Ly normali ad OS, que

Proinde erit parallela & æqualis abfciffæ MR , erünt

3 O

'y
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6y 3 yS ipfi æquales. Nam triangula SyL, OyLfimilia funt*

triangulis NME, LME ob fingula latera fingulis late

ribus parallela, adeoque ut NM, LM æquantur MF ,

five ME , ita & Sy , Oy aequantur yL . Erit igitur

OS dupla Ly , five dupla abfciffae MR , & reétangu

lum OSQ, five quadratum illud femiordinatæ RP æ

quale reétangulo fub dupla abfciffa MR æquali dupla

Ly, five toti OS, ac dimidio latere reéto FV aequali

SQ , adeoque æquale rectangulo fub abfciffa MR , &

toto latere reéto uV, five rectangulo fub abfciffa , &c

quadrupla diftantia FM foci a vertice.

69. Duéta autem pariter Ly in fig. 9 , & I τ , que,

fi opus fit , produéta occurrat reétæ lm in Y , erit

OS ad mt duplam ml , five duplam mF ( num. 43. )

ut LS ad Ll , five ut Ly ad LY , vel ut MR ad

Mm , & SQ ad LN duplam LM , vel pariter duplam

MF , ut Sl ad Ll , five ut yY ad LY , vel ut Rm ad

Mm . Igitur conjunétis rätionibus erit re&tangulum fub

OS , & SQ , five quadratum RP ad quadruplum re

&tangulum fub MF , & Fm, ut reétangulum fub MR,

& Rm ad quadratum Mm , vel alternando quadra

tum femiordinatæ RP ad reétangulum MR*m fúb ab

fciffis , ut quadruplum reétangulum MFm fub binis di

ftantiis foci a verticibus ad quadratum axis tranfver

fi Mm. -

7o. Porro cum CX, Cx fint mediæ inter FM, Fm.

( num, 54. ) , erit quadratum CX, vel Cæ æquale re

&tangulo MFm , & proinde quadratum totius axis con

jugati Xæ æquale quadruplo reétangulo MFm, adeoque

ratio ejus quadrupli reétanguli ad quadratum axis tranf

verfi eadem eft , ac ratio quadrati axis , vel femia

xis conjugati ad axem , vel femiaxem tranfverfumqua

dratum. *

71. Demum cum ipfa FV fit femiordinata , & FM,

Fm abfciffæ a verticibus erit quadratum FV ad re&an

gulum MFm , five ad quadratum CX , ut ipfum qua

dratum CX ad quadratum CM : Ac proinde`FV, CX,

CM funt continue proportionales , & earum dupla Vu,

latus
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1atus reétum principale , xX axis conjugatus, Mm axis

tranfverfus funt continue proportionales , adeoque ratio

primi ad tertium, cft.eadcm , ac ratio quadrati fccun

di ad quadratum tertii. '

Coroll. 7.

72. }'erticet axit conjugati im Ellipfi fumt im ipf«

ejus perimetra. - .. - .

- 73. Nam quadratum femiordinatæ per centrum du

&tae ad reótangulum fub MC , Cm , quæ funt ejus

abfciffae , five ad quadratum CM , dcbet cffe, ut qua

dratum femiaxis conjugati CX ad quadratum idem

(emiaxis tranfverfi CM . Ac proinde femiordinata

per centrum duéta aequatur ipfi CX , & pun&um X

cft ad perimetrum , ac cadem eft dcmonftratio pro x ,

' Coroll. 8. '

74. Quadrata femiordinatarum axit tramfverf?. fumt

zz Aarábola , ut abfciffe a vertice , in Ellipfi , &

git. , ut re£tamgula fub binis abfciffîs a Tvertici

{4J . -

' 75. Erit enim quadratum unius ordinatæ in Para

bola ad quadratum alterius , ut reétangulum fub ab

fciffa illiùs, & latere reéto principali ad reétangulum

fub abfciffa hujus & eodem (num. 66.), ac idem illud

latus rationem non mutat.

76. In Ellipfi autem , & Hyperbola erit quadratum

unius femiordinatæ ad re&angulum fub fuis abfciffis ,

ut quadratum alterius ad rectangulum fub fuis: adeo

que alternando erunt illa quadrata , ut illa reétan

gula. -

Coroll. 9.

77. Perimeter Parabole , & utriufque rami Hyperbo

|le utrimque ab axe tranfverfo recedunt ultra quofcumque

limites. - - -

78. Nam abfciffa MR in illa, & utraque abfciffa

MR , mR in hac crefcunt ultra quofcumque limitcs •
C 4- adeo
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adeoqué & femiordinatarum quadrata ultra quofcum$

que limites crefcunt.

Coroll. tö. -

79. Semiordimatæ axi tranfverfo æque diffantes ace*-

ero , vel a refpe&iivi* verticibus fumt equales inter fe im

Ellipfi , & Hyperbola , quo autem temtro propiores ,

eo majores in Ellipß , minores in axe tranfverfo Hy

perbolæ.

8o. Erunt enim in ordinatis aeque diftantibus bine

abfciffe unius æquales binis abfciffis/ alterius , abfciffa

nimirum unius a vertice M, abfciffae alterius a vertice

»m, & viceverfas adeoque rectangula fub abfciffis aequ

fia, & æqualia femiordinatarum quadrata. At cum re

ctangulumi MRm fit differentia qüadratorum CM,CR,

quo minor erit CR ih Ellipfi , eo major erit exceffus

quadrati CM fupra ejus quadratum ; & in Hyperbola

eo minor ejus quadrati exceffus fuprá qüadfatum CM.

Qgare eo ibi május , hic minus rectangulum MRm ,

& proinde etiam quadratum femiordinatc , & ipfa fe

mjig; -
Coroll. I I.

... 81. Quęvis re£ta im £llipfi, & Hyperbola per centrum

2uêhæ, & ad perimetrum utrimque terminata, im ipfo cem

tro bifariam fecatur.

82. Dücta enim in fig. 17 , 18 quavis PC ad cen

trum , ac femiordinata PR axis tranfverfi, tum affum

pta Cr aequali CR, & erecta ad partes oppofitas femi

9rdinata rp, ac ducta Cp , erit rp aequalis RP ob di

ftantias Cr, CR æquales. Igitur ob ángulos ad R& ,

* [alternos gquales , erunt in triangulis PR C , prC

aequales & anguli ad C , & rectg PC , p;C , ac

proinde cufn recta PC producta debeat efficere an

gulum ad verticem oppofitum æqualem angulo RCP,

gcbcbit abire in ipfam Cp , & terminari ad p , ac in

ipfo centro fecari bifariam.

- Coroll. 12.

83. Jm #j; & Hyperbola axis conjugatur ommes

fuas ordinata* bifariam fecat , & ejus ordínata eque di

., antes a centro æquales fùnt, quo autem remotiora, a cem.

fr9 ,
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ero, eo in Ellipß mimores , im Hyperbola majores , ac in

Hyperbola quevis ordinata axi comjugato major axe tranf

verfo.

84. Sumptis enirn 3. in fig. 19 , 3o , CR , Cr in F.i;,

axe tranfverfo æqualibus » feniordinate RP , rp ad

eandem axis partem duct£ æquales erunt inter fe. Qga

re & Pp jungens ipfas parallelas , & æquales erit pa

rallela , & equalis R* , cui cum perpendicularis fit

axis Xx , erit & ipfi Pp perpendicularis , quam habe

bit pro fua ordinata , & fecabit in I ita, ut Pl , pI

equéntur ipfis CR , Cr inter fe gqualibus , adeoque

& inter fe gquales fint . Completis autem ordinatis

PP , pp' axi tranfverfo , erit eGdem argumento PP' or

dinata axi conjugato , Patet autem fore equales Pp ,

PP', & earum diftantias CI , CI' a centrò C eqüa

les cqualibus femiordinatis RP , RP' axis tranfverfi .

Quò autem diftantia CI fuerit major , eo femiordina

ta RP axis tranfverfi erit major adeoque ejus diftan

tia CR a centro eo minor in Ellipfi , major in Hy

perbola, & proinde eo ibi minor , hic major etiam

femiordinata IP axis conjugati , & tota ordinata Pp.

Cumque in Hyperbola quevis CR abfciffa axis tranf.

verfi a centro major fit femiaxe CM , erit quevis

femiordinataPI axi conjugato major ipfo femiaxe, tranf.

verfo C M, & tota ordinata Pp major toto axe Mm.

Coroll. I 3.

85. Quadratum» femiordinatæ axi conjugata ad fum

mam im Hyperbola, c* differentiam im Ellipfi quadratorum

femiaxis comjugati, & abfciffe a centro, vel in hac ad

reéìam gulum fub bimis abfciffis a bimis verticibar e/? , ut

quadratum femiaxir, vel axis tranfverf? ad quadratum fe

fmiaxit, vel axis comjugati.

89. Eft enim ( num. 66. ) quadratum RP, five CI

ad rectangulum MRm , ut quadratum CX ad quadra

turm CM, adeoque alternando quadratum CI ad qua

dratum CX , ut rectangulum M Rm, ad quadratum

CM • Porro ob Mm fcctam bifariam in C ( Coroll.

2. 3. Propof. 13. Gecm. ) in fig. 19 quadratum §M
et
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eft aequale quadrato CR , & reétangulo MRm. At in

fig. 2o. quadratum CR æquale quadrato.CM , & re

&angulo MRm. Igitur ibi dividendo crit differentia qua

dratörum CI, CX, vel reétangulum XIx , hic, com

ponendo , eorum fumma ad quadratum CX , ut qua

áratum CR ad quadratum CM » & alternando , tum

invertendo quadratum CR five PI ad fummam in Hy

perbola quadratorum CI • CX » differentiam in El

iipfi, vel in hac ad rectangulum XI* » ut quadratum

CM ad quadratum CX, vel ut quadratum Mm ad qua

dratum X*. , -
-

-
Coroll. I4. -

'. 87. Axi sconjugatus Ellipfim fecat in duas partes pror

fur equales, & fimiles ; ac bimi Hyperbolæ rami fùmt

prorfùs inter fe æquales g* fímiles , & tam Ellip/ , ,

quam Hyperbola alium focum habent , ac direfirirem «-

que diffántes a cemtro , & ab altermis verticibus , ac

kabentes eafaem prorfus proprietates , quas prior focus ,

& prior dire&trix. - - - -

* 88. Si enim fuper axe xX convertatur dimidia fi

gura 19» 2o ita, ut abeat punctum m in M , abibit

quævis rp. in RP, & Ip, in IP , adeoque Semiellipfis

xmX in aeMX, ac tam in Ellipfi, quam in Hyperbo

la mp in MP. - -

89. Qgod fi captis Cf, Ce æqualibus, & oppofitis

CF , CE, ductaque ae# perpendiculari axi tranfver

fo , tota figura. convertatur circa axem ' conjugatum

xCX , abibit aeb in locum AEB , m., in locümi M ,

f in locum F , & vicevcrfa : quævis autcm perime

tri puncta adhuc erunt in locis , in quibus alia pe

rimctri puncta erant ante . Adeoque omnia , quæ re

fpectu omnium perimetri punctorum verificabantur de

foco F , & directrice AB , jam verificabuntur de fo

co f, & directrice ab . Porro ob CM , Cm , ac

CF, Cf , & CE , Ce æquales, inter fe , erunt

pariter inter fe aequales &ME» me» & MF , mf, &

Me, mE • -

Co
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Coroll. 15.

9o. In Ellipff , & Hyperbola diffameia focorum a ß

gnvicem, axis tranfverfui, & diffamtia binarum dire&tri

cum a fe invicem , ßve diffanti« cemtri a foco , a ver

tice axis tranfverf?, & a dire&#ricefunt continuè propor- ;

tiemales in ratione determinante.

9 I. Cum enim reéta FE per focum du&a occurrat

Seétioni Conicæ in pun&is M , m ; jacente altero M.

inter punéta F, E, quatuor puncta m, F, M, E con

ftituent proportionem harmonicam , (num.8.), adeoque

cum Mm feéta fitbifariam in C, erunt (num. »2.) CF,

CM , CE continue proportionales in ratione FM ad

ΜE , nimirum in ratione determinante : ac in eadema

ratione erunt eorum dupla Ff, Mm , Ee. ' r

Coroll. I 6.

92. Si e quovis perimetri punéto ad binos focos ducam

tur bime reétæ, erit earum fumma im Ellipfi, differentia -.

im Ajperbola equalis axi tranfverfo. -

93. ' Duéta enim per P re&ta axi tranfverfo paralle

la, quæ binis dire&ricibus occurrat in D, d, erit tam

FP ad PD , quam fP ad Pa in ratione determinante,

five ut Mm ad Ee . Quare ipfarum fumma in Ellipfi

(fig. 19) differentia in Hyperbola (fig. 2o) ad Dd fum

mam in illa , differentiam in hac ipfarum PD , Pd ,

erit pariter, ut Mm ad Ee. Cum igitur Dd, Ee æqua

Hes fint, erit & ipfarum FP, fP fumma in Ellipfi, dif

ferentia in Hyperbola: æqualis axi tranfverfo Mm.

- - Coroll. 17. -

94. Si ab extremis pum&fis Chorde axi tramverfò pa

rallele ducantur ad eumdem focum bimæ re$e , earum,

fumma in Ellip/?, differentia im Hyperbola æquatur axi

tranfverfo. ' -

95. Duéta enim Fp, patet ipfam debete æquari f£ >

cum converfa figura circa axem conjugatum abeat Fin.

f, & P in p. Quare fumma vel differentia binarum

FP, FP erit eadem, ac binarum FP, fP.

Coroll. I 8. • -

96. Si ad extrema pum&ta re&#e per cer* rum £j; ?

€“ a
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e* ad perimetrum utrimque terminate ducamtur im Éil;,

p£, & Hyperbola ex eodem foco bime re£ie, earum fum

?ma im Ellipß, differentia in Hyperbola æquabitur axi

tramfyerfo. - - -

F.ar . 97. Nam in triangulis pCF, PCf, erunt latera CP,

22 Cf æqualia lateribusCp , CF, & anguli ad C ad ver

ticem oppofiti aeqiiales. Qgare & Pf, pF æqualeserunt.

Cum igitur fumtma in Ellipfi, differentia in Hyperbos

la rectarum PF , Pf æquetur axi tranfverfo , aequabi

tur eidem etiam ibi fumma , hìc differentia reétarum

FP , Fp.

- - Coroll. i9. - -

98. Bifferemtia im Ellip/?, fumma im Hyperbola [late

rum reéti, & tranfverfi ad diffantiam focorum fumt im

eadem ratiome determinante , in qua eff ea diffantia ad

aarem tranfverfum, & is ad diffantiam direéìricum ,

F. 19 99. Eft enim ( num. 6o ) differentiain Ellipfi, fum*

ae ma in Hyperbola re&e fP, & dimidii lateris recti, ni

mirum & Fu, ad fR in ea ratione . Porro abeunte P

in V , abit R in F, & evadit fR ipfa diftantia foco

rum Ff, recta vero FP abit in FV . Qgare in Ellipfi

differentia fP ab Fu evadit differentia bifiarum fP, PF,

five ( num. 92) totius axis tranfverfi , a toto latere re

cto VFu; at in Hyperbola cum fP contineat axem tran

fverfum , & PF (num. 92), five in eo cafu axem tran

fverfum , &c FV, erit fumma fP, & Fu in eo cafufum

rna axis tranfverfi, & totius Vu.

Coroll. 2o. -

Ioo. Si fatio centro in altero fico f £llipfeos in fig.

23 , vel Hyperbolæ in fig. 24 , intervallo fE , vel fa

«quali axi tranfverfo defcribatur circulus , & ex quo

vis pumtto P perimetri Ellipfeos, vel Hyperbolæ ducam

tur bima retta altera PF ad alterum focum F , alte

ra PD perpendicularis periphæriæ ipfius circuli im E/-

lipß ad partes oppofitas ejus centro f , im Hyperbo

la verfus ipfum , donec ipß peripheria occurrat ci

tra f in D , ut PD » vel ultra in d , ut pd , pro

ut punčtum, perimetri jacuerit , nt P , in eodem ram•
i. ç///m,
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zum F, vel im oppofito , ut p , erumt femper ee reëtæ &

quale* • - -

1oI. Nam periphæriæ circuli perpendiculares lineæ.

funt radii s $i per centrüm f tranfeunt; in Ellipfi au- •

tem binæ fP, FP æquantur toti fD (num. 9 1.), adeo- '

que remanet FP æqualis PD. in Hyperbola vero fP

excedit FP per differentiam æqualem axi tranfverfo :

^ (num. 92), adeoque æqualem fD .* Quamobrem erit

ÉP æqualis refiduæ PD, & cum FP excédat Pf per a-i

xem tranfverfum æqualcm fd, co addito , erit Fp a.
qualis P4• J.

s c H o L 1 U M II. ' ' ;

Yoz.Ej£ fatis elegans ejus circuli analogia cumdi

rectrice Parabolæ. In fig. I. fi ea Parabolam

referat, diftantia perpendicularis PD a directrice recti- ;

Jinea AB æquatur diftantiæ FP a foco F. Hic in fig. 23.

24. diftantia perpendicularis PD a pcripheria circuli :

curvilinea AEB idem præftat , cum æquetur diftantiae

FP, & cum ipfa difectrix in Parabola directionem

non mutet, in Ellipfi eft cava verfus F, in Hyperbola '

COnVCXa. - -

Io3. Ex tam multis vero , quæ huc ufque ex ipfa :

prima definitione fere fponte profluxerunt , jam hinc

patet, quam apta fit definitio a nobis affumpta ad per

cipiendam Sectionum Conicarum naturam, atque indo

lem . Earum autem formam multo fibi evidentius o

culis fubjiciet Tyro , fi curvas ipfas hujus problema

tis 9pe delineaverit, ac, fi ductum perpcndet, naturam

intelliget. Delineabit autem admodum facile hoc pacto.

Io4. Facto quovis angulo acuto GEI, ut in fig. 25 • F.xs

vel recto , ut in fig. a6, vel obtufo, ut in fig. 27 , ac a6

5ifariam fecto per rectam EH , affumatur in ea pro …;

foco punctum F ad arbitrium , ducaturque recta T t,

quæ cum Hh faciat angulum femirectum , quæ qui
dcm altcri latcri anguli Taffumpti , ut EG , o;* I.

- a!!-
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alicubi in L, alteri vero, ut EI, occurret in l ad eaf.

dem partes in fig. 25, erit parallela in fig. 26, occur

ret ih l ad partes oppofitas in fig. 27, lateri nimirum

IE produ&o verfus i. Nam ubi angulus GEI eft re

&us, ut in fig. 26, angulus HEI erit femireétus, & æ

qualis externo HFT, adeoque FT, EI parallelæ erunt,

iibi vero eft acutus agulus GEI, ut in fig. 25, erit HEI

femireéto minor; ubi ille obtufus, ut in fig. 27 , erit

Hic femireóto major ; ac proinde EI, FT ibi conver

gent, hic ver9 diyergent, convergentcs cx Parte oppofi
{2 t » 2 . - - - - - - -

1o5. Affumptis autem in lateribus EI , EG, vel Eg

fegmentis EN, Em æqualibus ipfis EL, El, & applica

&a regula in LN, lm definientur punéta M, m vertices

axis tranfverfi; tum affumptis pluribus EO, EQaequa

libus in ipfis lateribus anguli, GEI inter punëta L, n ,

& N, 4 in fig. 25 , a punétis L , N verfus G , 1 in

fig. 26» ab ipfis verfus G, I, & a punctis l , m verfus

partem oppofitam g , ? in fig. 27 , ac applicata femper

fegulà ad punéta O , Q3 quæ reátæ HEh occurret in

RTita, ut ob ifofcelifmum trianguli OEQ_, & angu

lum ad E fectum bifariam , ipfaTOQ, fecetùr ibi bifa

riam , & ad angulos rectos; centro F intervallo RQ_.

vel RO inveniantur bina punéta P, p hinc inde. Plu

ribus demum pun£tis ita inventis delineari per ipfapo

terit Se&io Conica, quæ determinatis præterea punctis

a, V per re&am ipfi EH perpendicularem facilius quam

alibi delineabitur circa puncta u , V, M, m fequendo

duétum reétarum Eu , EV , LN, lm , quas in iis pun

&tis debet curva contingere. -

Io6. Porro collata hac conftru&ione cum figuris 9 ,

Io 1 1 , & cum folutione problematis, facile patebit rem

eodem redire. Recta autem FM five LM erit minor ,

vel æqualis , vel major refpeétu ME , prout angulus

LEM fuerit femirecto minor } æqualis, vel major , ni

mirum prout totus GEI fuerit acutus, reétus , vel ob

tufus 5 ac proinde in primo cafu obveniet Ellipfis, in

fςcundo Parabola, ip tertio HyFcrbola,

Quod
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fo7. Qgod fi manente angulo mutâverit diftantiam

foci a vertice anguli E , perfpiciet fimul manere peni

tus curvæ formám , & nutari folam magnitudinem .

Et quidem fi binas ejufinodi figuras defcripferit, ac af

fumpferit. fempcr reétas EQ. EO in eadeim ratione u

trobique ad re£tas EN, EL, facile perfpiciet , manere

angulos omnes , & omnia femper obvenire utrobique

fìmilia; at mutato angulo GEI, ftatim forma ipfa cur

vae mutabitur , ita , ut manentibus punótis F , M, &c

accedente E ad M is accedat ad reétum , Ellipfis ob

ilongetür per omnes magnitudinum gradus , donec , eo

evadente reéto , defimat in Parabolám, vertice m ita in

infinitum recedente , ut nufquam jam fit , ac eodem fa

&to obtufo mutabitur Parabola. in Hyperbolam , vertex

m regredietur ex infinito ex parte oppofita , ac bini

Hyperbolæ rami erunt quodammodo veluti quædam Ei

lipfeos jam plufquam infinitæ dimidia óppöfitas oras ;

fpeétantia. Inde autem patebit & affinitas quaedam El

lipfeos in immenfum oblongatæ cum Parabolas quafit,

ut in Aftronomia motus Cometarum in Ellipfibus ma

xime oblongis habeantur pro Parabolicis, fine ullo er

rore notabili in eo arcu , qui eft proximus foco, ac

vertici nobis confpicuo. . - .

... Io8. Quoniam vero ab angulo LEM pendet ratio

LM ad ME , five ratio illa determinans FM ad ME,

& ille ab hac; patet otnnes Parabolas fore inter fe fi

miles , cum in iis angulus fit femper reétus ; Ellipfes

vero fore inter fe fimiles, & Hyperbolas inter fe , fi

ratio determinans fuerit eadem. Nimirum fi in fig. 9, f.,

Io , II 5 maneat ratio determinans, & mutetur utcüifi- ,3

que diftantia FE a dire£ttice , rectæ omnes FP in da- ,,

to angulo inclinatæ ad ipfam FE $ five ad axem tranf

verfum ex eadem parte verticis M, mutabuntur in ea

dem ratione. Si ehim fint binæ ejufmodi SectionesCo

ficæ, erit in utraque FP ad PD five RE in cadem ra

tione, ob eandem rationem determinantem , & PF ad

fR ob æquales angulos in triangulis FRP, adeoque &

FP ad FE fun:mafh vel diffcrcntiam FR, Ri; prout

* • ; - Cá
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R cadat intra FE , vel extra , in eadem ratione erit ,

& proinde etiam FP in una ad FP in altera eonftan

ter, ut FE in illa ad FE in hac. Quin imo cum ra

tio CF ad CM in Ellipfi, & Hyperbola fit eadem, ae

ratio determinans (num. 9o) : ea manente , manebit

eadem ratio quadrati CM ad quadratum CF, adeoque

& ad eorum differentiam, nimirum ad quadratum fe

miaxis conjugati, (num. 64) & viceverfa. Quare fi in

pluribus Ellipfibus , vel Hyperbolis fuerit ,eadem ratio

femiaxium , , vel axium » adeoque & ratio lateris recti

principalis ad tranfverfum , illæ crunt inter fe fimiles ;

diffimiles , fi diverfa.

1o9. Qgod fi rectæ Ii, Gg manentibus punctis F ,

L, M , N in fig. 25. evadant parallelae , & punctum

E, ac directrix nufquam jam fit , Ellipfis mutatur in

circulum, coeuntibus foco f, & centro C cum F , ac

f,a8 fig. 25 abit in fig. 28, in qua cum RQ fit femper ae

£. 9

I©

J I

qualis eidem FV, vcl MN , punctum P eft femper ad

circu!um defcriptum radio eodem FV , ac centro F.

Quamobrem circulus quidem eft quaedam velut, Ellipfis,

cujus foci coeant, fed ejus dirctrix ita in infinitum re

cedit, ut nufquam jam fit , & ejus ratio dcterminans

ita in infinitum decrefcit, ut penitus evanefcat , & fit

prorfus nulla ; adeoque definitio a nobis affumpta ipfi

revera in Geometrica faltem , ac reali confideratione

aptari non poffit , ut in Scholio 1. poft ipfam Dgini
tionem I. innuimus. -

I Io. Atque hoc quidem pacto Conicæ Sectiones in

fe invicem transformantur , vel in circulum. Poffunt

autem & ad rectas lineas , & ad punctum ita accede

re, ut demum in eas definant. Nam fi potius manen

te foco F, (fig. 9. Io. 1 1.) & directrice , adeoque pun

cto E, minuatur in cafu Ellipfeos ratio determinans in

infinitum, & penitus evanefcat, accedentibus in infini

tum punctis V». u ad F, ac recidentibus demum in ip

fum; latera IEi, GEz accederent ad axem EFH in in

finitum, & in ipfum reciderent, ac interea tota Ellipfis

contrahcrctur vcrfus focum F, & in ipjum unicum

pun
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punctum defineret. Si vero in cafu Hyperbolæ ratio

<refceret in immcnfum, & conciperetur jam omnes fi

nitarum magnitudinum limites tranfgredi, reeedentibus

punctis u, V. in infinitum ita , ut nufquam jam fint ;

iatera ipfa IEi , GE,& accederent ad directricem confi

deratam pofitionibus AEB, BEA , ac demum in ipfam

reciderent, utroque Hyperbolae ramo interea fe expan

dente , ac verticibus M , m accedentibus ad ejus pun

ctum E ita, ut demum in ipfum reciderent, & abeun

tibus ramis ipfis in directricem. Si demum manente di

rectrice, & ratione determinante , focus F ita accedat

ad directricem, ut demum in cam recidat in E; patet

ex numer. 16., Ellipfim quidem debere abire in ipfum .

unicum punctum E , Parabolam in rectam axi perpen

dicularem EFH, Hyperbolam in binas rectas ita incli

natas directrici » ut radius ad finum inclinationis fit in

ratione determinante . Nam fi contra focus F recedat

ultra quofcunque limites ita , ut nufquam jam fit , fe

cum avehct & rectam Tt , & axium vertices, & to

tas curvas in infinitum , quo demum obrute nufquam

jam erunt. Proderit autem plurimum hafce transforma

tiones locorum Geometricorum contemplari, quibus vis

quædam, atque admirabilis Geomctriæ indolcs intimius

aliquanto perfpicitur.

S C H O L I U M III,

I I f.Q Uoniam de Sectionum Conicatum fimilitudi

- ne mentio injecta eft fuperiore Scholio, non

crit abs re pauca quaedam de figurarum fimilitudine hic

demonftrare , futura ufui tum in Sectionibus Conicis ,

tum in omni late Geometria. Simt im fig. 29, 3o, 3 1 ,

£ina rectæ datæ FG , fg, & ad bimas figuras cujufcúm

que forme FADB, fad5 ductis utcumque FE, fe, quæ fa

ciant angulos GFE , gfe femper æquales , & vel femper

ad eafdem plagas , ut exhibent fig. 29 , ac 3o , vel ad

•PPQftaw , ut 29 , ac 2 1 , /it autem femper FE ad fe im

D data
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Jara ratione ; ejufmodi figuras dico Similes » in primo

cafu Directe, in jecumdo Contrarie, & reëtas illas FE ,

£TLatera Homológa , eas autem ipfa% vel qnafvis a

/ias faciemtes cum iis, vel cum FG , fg angulos æqua

le* ád eafäem pariter plagas » vel ad oppofita* » di

co re&ha, Pofitione . Homologas , quæ fé affumantur

pariter im illa conffanti ratione » , eafaem dico pari

?er Latera Homologa , vel rettat etiam Magnitudi

ne Homologas, pumifa vero illa F, f dico itidem Ho

mologa. … . . ά - -

. m 13. Si du£lis utcumque FC, fc magnitudine c* po/.

tiome homologis , fa&iis mimirum angulis GFC , gfc - e

qualibus , & capfis FC, fc im illa conffanti ratione ,

exumt & C, c pumëta homologa, ac re&fe CE 3 ce pari

ter im iifdem angulis duëtæ ad ipfas CF , cf incurrent

im pum&#a homologa E, e, c* erunt in eadem illa ratio

me comffamti, mimirum erunt & po/itione , & magnitudi

me homologæ. - - - - -

1 1 3. Ductis enim FE , fe in angulis æqualibus ad

fG, fg, adeoque & ad FC, fè , tum EC , ec , erunt

in triangulis FEC, fec tam angulis ad F , f æquales ,

qtiam latera FE, FC proportionalia lateribus fe , fe ,

adcoque ipfa triangula fimilia 3 & anguli FEC ; fec

aequales, ac latera CE, ce in eadem illa ratione , Qua

rmobrem rectæ ex C, c in æqualibus angulis ductæ ad

CF cf congruet cum ipfis CE, ce , & incident in illa

puncta homologa. - -

1 14. Patet, illa ipfa puncta E, e fore homologa ,

cum & FE, fe inclinentur ad FG , fg in angulis æ

qualibus, & fint in illa conftanti ratione: ac datis in

fingulis figuris fingulis punctis homologis , cum rectis

per ea tranfeuntibus, & pofitione homologis, ac ratio

ne illa conftanti poffe inveniri infinita alia numero

puncta homologa , & rectas, que bina puncta homolo

ga binarum figurarum conjungunt , fore pariter ho

mologas & pofitione, & magnitudine , ac facile colli

gitur binas rectas, qug bina puncta conjungunt in una,

d aliam » qu£ in ea conjun.unt alia bina quevis ,

de

— ****- • =——•-
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debere inclinari in eodem angulo, in quo in altcra in

clinantur rectæ jungentes puncta iis homologa: ac trian

gula ad terna quævis homologa puncta terminata forc

fimilia. . . , - - - - -

1 1 5. Si altera è figuris ßmilibus habuerit reátam ali

quam pro perimetro , habebit & altera rectam ipfi & po

Jìtione,& magnitudine homologam, acßbine ejufmodi reëtæ

zomcurrant im /ìngulir figuris angulos æquales conjìituent.

1 16. Sit enim ejufmodi recta EB in prima e figu

ris (29); & ductis FE, FB , & ad quodvis ejus pun

ctum I recta FI , ducantur in fecunda ( 3o , vel 3 1 )

recte fe , fb homologae ipfis FE, FB tum pofitione tum

magnitudine , eruntque puncta e , à in pcrimetro fe

cundæ figuræ , ac homologa ipfis E , B, adeoque du

cta eb erit & pofitione , & magnitudine homologa EB,

ac angulus fe; æqualis angulo FEB. Fa&o igitur an

gulo efi æquali EFI verfus b , donec recta fi occur

Fat rectæ eb in i , erunt fimilia triangula EFI, e fi

àdeoque & FI ad fi in ea ratione conftanti , adeo

que & punctum i erit in perimetro fecundæ figu

rae , ac homologuni I. Qüare fecünda figura habe

bit pro perimetro rectam eb , & fi prima habuerit plu

res rectas 3 fecunda habebit totidem iis homologas , &

in iifdem angulis ad fe invicem inclinatas. -

1 17. Si prima figura habuerit perimetri partem, ali

quam curvilimeam , habebit & fecumda , ac chordæ per

bina fingularum puncta homologa duétæ , cum re£tis qui

&fois homologis continebunt angulo* eqaales , erunt.

que & po/itione , & magnitudine homologæ , ac tam

gente* ändefinitæ per pumëta homol yga dt t c erumt po

/ìtione homolo?e ; ipß vero arcus punctis homologis fer

minati erunt in eadem illa ratione comffamti , quos

Proinde itidem Homologos dico , areæ vero quæcumque

claufc lineis homologis five reétis , five curvis erunt in

*atione duplicata laterum homologorum.

.1 18. Cum enim fingulis lateribus rectis alterius £.

gurae » debcant refpondere latera recta alterius , non

D 2, poteft
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poteft latus curvilineum non refpondere lateri curvi

lineo , quod nimirum fi non curvilineum fed reétili*

neum effet, illi in altera pariter re&ilincum refponde

ret. Porro punéta in illis homologa erunt ea, in quae

incident reétae homologæ a quibufvis fingulis fingula

rum homologis pun&is duétae , & iccirco chordae ,

quae jungent homologa ejufmodi punéta , & ipfae ho

mologæ\erunt & pofitione , & magnirudine , quae ic

circo ad reétas quafcunque homologas habebunt in

clinationem eandem . Si cjufmodi chorde fint DE,

de, que indefinite producantur in M , N 5 m , m , e

runt ipfe MN , mm pofitione homologe, & cum homo

fogis fcctis eofdem continebunt angùlos . Coeuntibus

vero punétis D , E ; d , e , fecantes MN, mm eva

dunt tangentes , que iccirco remanent pofitione ho

mologe , & cum homologis eofdem continent angu

los . Porro cum arcubus in plures , ac plures parti

culas feétis in infinitum , chorde femper homologς

fint & pofitione , & magnitudine , ac earum fum

me ad arcuum ipforum magnitudinem accedant in in

finitum , arcus ipfi erunt in ea ratione conftanti . Si

autem, a quibufvis perimetri angulis , vel ab extre

mis chordarum homologarum utcumque parvarum pun

¢tis s. ad bina punéta homologa affumpta fingula in

fingulis figuris ducantur recte ,T triangula illa `omnia

jungent terna puncta homologa , adeoque fimilia e

runt ». & areas habebunt in ratione duplicata laterum

homologorum . Quare omnes homologe aree figura

rum fimilium five rectilinee fint , five curvilinee ,

ad quas areg chordarum in infinitum accedunt , e

runt in ratione duplicata laterum homologorum.

I 19. Si ex quodam pum&fo F im fg. 22 , 33 ad que. 22

33 vis pum*?a E figuræ AEB du&is reëtis FE , capiamtur

Σm iis femper F e ad FE, im ratiore data , vel ver

fus E, ut ìm fig.32 , vel ad partes oppofitas , ut im fig.

g3 , pun£fum é défèribee, perimetrum fguræ acb dire£ie

ßmilii figurae AEB , bimis punëiit homologis coaumtibu,

\ in
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iw F, quod erit utrique commume , &patitia E, e erunt h»-

mologa, ut & reóta FE, Fe ; ac in iis quevis reéte ho

mologæ erunt inter fé parallelæ , quevis punia homologa

jacebunt in directum cum pun&io communi F, & fi fie

fint curve perimetri , tamgentes duëtæ per pun£ia Thjmo.

Iloga, fíve per punëta , in quibus perimetro occurrent a,

• eafaem partes 5 vel ad oppo/îtar reóta duëia per F eru„,

parallelæ. • •

12o. Patet $ cum du&a per F quavis indefinita FG,

& in ca affumpto & ad eafdeim partcs iri fig. 32 » ad

pppofitas in fig. 33 , femper GFE , gFe debèat eßè i5;

idem angulus , hic æqualis ad verticem oppofitus , &

ratio FE ad Fe ponatur conftans . Re&a vcro quæ

vis homologæ ad quamvis rectam pcr F tranfeurirem

dcbcbunt ita gquc _inclinari , ut parallelifimum TÌI

vent . Ex puncto F ad quodvis pün étum primae fi

gurae duéta recta , affumenda erit in ea ipfa ad eaf

dem partes, vel ad oppofitas recta ipfi homologa, quae

punctum homologum definiat , ac tangentes per pun

cta homologa E • • ductae dcbebunt cum recta E,'},

mologa continerc angulos æqualcs ita , ut fervent pa
rallelifmum. -

121. Si autem figure fint dire£te fímiles , & #i»,

punëta homologa coeant , ac congruat åire£HioT,;„T
ctæ cum recta homologa , vel ad eafäem parter, vel pro

aucta ad parteg oppo/îta* •. recte omme* £x eo aj;
puncto dncte ufque ad perimetrum ad eafdem pariter ,

%el ad oppofft4* partes erunt, in data ratióne, ô Ë,'

!ege, ac habebuntur ea omnia, que fùperiore numero a;-

cta funt.

122. Nam fi punctum F fit commune, & congruant

- binæ quævis rectae homologæ FG , F* \ti$,§ § s

ducta quavis FE , quæ occurrat perimetro fecundæ fi

3utæ, in *: erit angulus GFE idém ac gFe in fig.…,

£qualis ad vcrticem oppofitus in fig. 33, adeoque FE,

fe dcbcbunt effc rccte homologe , & in illa'ratiôé
conftanti.

133. Sed jam rcdcundum ad ipfas Se&iones Conièas,

D 2 qua
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quarum elegantem conftruétionem per motum conti

nuum ope filorum videbimus fequenti Scholio,

S C H O L I U M IV,

I24. E*; proprietate , quam num. 93. demonftravi»

JT/ mus , facile eruitur methodus defcribendi El.

lipfim , & Hyperbolem motu continuo ope filorum qua

quidem paffim utuntur fabri lignarii , & murarii pro

Ellipfi . Affumpto filo , cujus longitudo æquetur axi fu

ture Ellipfeos , ejus extrema capita defiguntur pumffi*

F.19 focorum F , f im fig. 19. tum /?ylo P filum circumduci

tur ita , ut femper extemfum mameat , & excurrat, ac

• Ellipfis defcribitur , cum nimirum binae FP, fP fimul

• fcmper aequentur , eidem longitudini fili . Et vero et

iam datis bimis Ellipfeos axibus Mm , Xx , ßve lom

gitudine & latitudine Ellipfeo* quæfite , faci F, f. ad

modum facile invenientur , duplicato mimirum filo , ac

medio ejus pun&io , five ipfo fexu fùperpofito alteri ver

tici x axis conjugati, diducantur bima capita , domec ad

axem tranfverfum deveniant , extenfò filo im F , & f.

Patet enim eos fore focos, & Ellipfim tranfituram per

x , vcl geometrice faéto centro in altero vertice æ axis

conjugati intervallo CM femiaxis tranfverfi , invenien

tur in ipfo axe tranfverfo foci F , f; cum nimirum

(num. 64. _debeat effe quadratum CF differentia qua- .

dratorum Cx , CM , nimirum bina quadrata Cx , CF

quæ æquantur quadrato æF , debeant æquari quadrato

CM, adeoque ipfa xF femiaxi CM, ` -

125. At fi bina fila ita jungamtur , ut alterius ca-»

put tantum excurrat ultra caput alterius , quanta eff lom.

gituda axis tranfverfi quafite Hyperbole , & ea capita

F.2o 4efigantur focis F , f, fum ßylo P fimnl evolvamtur il

Τla bima fila , ut gltenfa maneamt , & equales utriuf

que partes im ilfôlivaricatione , & explicatione excur

rant ex ipfa fylA defçribetur ramus Hyperbolæ circa '

eum focum , cùi/filum brevius infixum fierat. Semper i

s - enjm
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enim differentia filorum FP, fP manebit, eadcm, quc

fuerat initio. Tum pertmutatis capitibus, defcribctur ct

iam alter ramus. Foci autcm F , f datis axibus inve

nientur in axe tranfverfo centroC intervallo Mx, cum

nimirum ( num. 64) quadratum CF, vel Cfin Hyper

bola æquetur fummæ quadratorum femiaxium CM ,

Cx, adeoque ipfa CF, vel Cfipfi Mx.

126. Parabola autem hoc paéto defcribi poterit ope

fili. Sit regula AB in fig.34, quae collocetur loco dire£lri

cir, ac ipß applicetur mormaHDI ita, ut alterum ejus la-F.34

tu, DI excurrat per ipfam regulam alteri lateri DH af

figatur in H caput alterum fili HPF , cujus longitudo

2quetur lateri ipfi, alterum vero caput affigatur im F fo

co Parabolæ defcribendæ, & dum morma movetur , deti

meatur ßylo mobili P. filum ipfum partim applicatum re

gulæ in HP , partim diffentum im FP . Patet fore fem

per PF æqualcm PD , adeoque pun&um P ad Parabo

lam foco F, dire&trice AB. Defcripto autem arcu di

midio MP, poterit converfionc normæ alter arcus MP

defcribi cx parte oppofita,

S C H O L I U M V.

I27. CG'g£; problematis primi determinatus

\_/ eft concurfus reétarum dire&trici' parallela

rum , & axi perpendicularium cum Sc&ionis Conicc

perimetro. « Sequenti vero problemate determinabimus

concurfum reétæ cujufvis per focuum ductae , ac ejus,

quoque conftruótio harum curvarum formam Proponc&

Qb oculos.

PRoposiTio II. Probl.

I 28, D*i; dire&irice , f co., & ratione determi

/ mante invemire concurfum reéte d«te tranß

gmtis per focum cum Seétionis Comicæ perimetro.

129. Sit Primo rc&ta data per focum tranfiens pa

D 4 rallela
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f.35 fallela dire&rici. Demiffo in ipfam direâricefh in fig.

36 35 , 36 perpendicülo. FE , capianturjin ea reâa data,

FV, Fu ad ipfam FE in ratione determinante ; &

(num. 48) ejus concürfus cum perimetro Se&ionisCo

nicæ , erunt punóta u , V:

136. Si autem fit alia quævis non parallela; ea di

&rici bccurret in aliquo punéto Q. Capiantur in ipfa

dire&fice QG,% æquales ipfi Q£ , pofito punéto G

ad eam plagàm réfpeétu Q , ad qtiam jacet F refpeétú

V. Duétifqùe GV, gV, ea£um occurfus, fi qui erunt,

eum reéta data QF, produétis & ipfis, & Q£ utravis

cx parte , quantum opus fuerit , erunt quaefiti con

curfus cum Se&ionis Conicæ pcrimctro , eruntque ii

foli.

1 3 1. Nam du&a PD perpendiculari ad dire&ricem ,

fimilia erunt triangula FPV, QPG, Q£E , QPD , a

deoque erit FP, adFV, ut QP , adQG , five ád § ,

nimirum ut PD ad FE ; adeoque älternando FP ad

PD, tit FV ad FE iri ratione determinante, & eadem

eft demonftratio pro punéto p, fubftitütf$ p, £ , d pro

P, G, D. Contra vero fi pun&um P fuerit ad Seétio

nem Conicam, & ducatur, per V , ac P recta occur

rens direétrici in G, erit FP ad PD, ut FV ad FE in

ratione determinante, & PD ad PQ , ut FE ad FQ ,

ob FE, PD parallelas, adeoque ex æqualitate ordinata

EP ad PQg ut FV ad FQ, Eft autem FP ad PQ , ut

PV ad GQ ob ipfarum FV, GQ, parallelifmum : Ergo

erit GQ æqualis FQ . Quare pufi&um , quod ad Co

nicam Seétionem fit, detérminari omnino debet affum

pta QG, vel Qg æquali QF, & duéta GV, vel gV;

adeoquc pun£ta inventa ca conftruétione funt ad ipfam

Seétionem Conicam, & funt ea fola. Q. E. D.

Coroll. I.

132. Quevit recta per focum ducta occurrit Ellipfi im

Mini: punótis hinc inde a foco : quevis pariter or

currit ?arabole hinc inde a foco , præter umicam di

rectrici perpendicularem , cuju$ altera interfectio a di

; (( t74 .

;
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rectrice remotior ita in infimitum recedit, ut mufquam

jam fit . Im Hyperbola autem quaevi, occurrit femel im

fer ficum , & directricem ; alter vero occurfus iw imfi

mitùm ita recedit , ut mufquam jam fit in bimis recti*

Himc inde directrici inclinatis in angulo , quem mum.

Io. diximus angulum equalitati* s in reliquis inclima

ti, in angulo minore habetur eitra directficem ultra fw

cum , im imclinatis in angulo majore ultra directricem .

1 33. Nam recte quidem QF , GV fe decuffantes ,

ncceffario femper fibi occurrent alicubi in P inter fo

cum , & directricem : rectæ vero Q£ , £V vel erunt

parallelg , puncto p ita in infinitum abeunte , ut nùf.

quam jafm fit , vel convergent ad partes FV , ut in

fig. 35 , vel ad partes Q£ , ut in fig. 36 , prout Qg,

five QF fuerit æqualis , major vel minor refpectuFV.

Porro in Ellipfi in qua FE eft major, quam FV, femi

per FQ, que vel congruit cum FE , veleft ipfa major .

erit gque major , vel mudto magis majof quami ipfa

FV , adeoque punctum p femper habebitur , ut in fig.

35, citra directricem ad partes oppofitas P refpectu F.

In Parabola, in qua FE equatur FV , fi FQ congruat

cum FE, nimirum fit perpendicularis directrici , erit

equalis ipß FV, & punctum p ita in infinitum rece

det , ut nufquam jam fit . In reliquis vero pofitioni

bus omnibus erit FQ major , quam FE, adeoque ma

jor , quam FV, & punctum p habebitur , ut in Ellip

fi . In Hyperbola vero , in qua FE eft minor quamr

PV , fi angulus FQE fuerit ejufmodi , ut radius ad

ejus finum habeat rationem determinantem , quam ni

mirum habet FV ad FE , ipfa FQ habebit ad FE ra

tionem eandem, adeoque equabitür ipfi FV , & pun

ctum p ita in infinitum recedet, ut nufquam jam fit .

Si autern is angulus fuerit minor , erit FQ major »

quam FV & hàbebitur cafus figura 35 , ut in Ellipfi ,

& Parabola ; fi autem is angulus fuerit major , erit

FQ minor, quam VF, & concurfusp abibit» utin fig.36.

ultra directricem. . . .
- -

Coroll. 2*
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134. Si rc£ta PP per fkcwm F aa£ta in f3. 37, 38,

39, 4o, & occurrens aireftrici in Q • fe£iioni Comice

in P, p fecetur bifariam in R , erunt RF, RP, RQ,

continae proportionales in ratisne , quam habet foci ra

diui ad ordinatam direârici in eo argulo FQE , & ß

reäa ipfi FQ, perpendicularis dučta e foco F occurrat di

reărici in I, reäa per I, & R du£ta; erit in Parabo

1a perpendicularis aireărici, in Ellipfi, & Hyperbola per

centrum tranfibit. -

135. Primum patet ex num. >> . Cum enim punéta

p , F , P, Q_ conftituant proportionem harmonicam

( num. 8. ) , & PP fecetur bifariam in R, erunt RF,

RP , RQ, in continua ratione FP ad PQ . Sccundum

fic demonftramur. -

. 136. Duóta præterea PD perpendiculari dire&rici, &

FH eidem parallela , quæ occurrat rectæ IR produòte.

fi opus fit , in H , erit RF ad RQ_, nimirum HF ad

IQ in duplicata ratione FP ad PQ , nimirum ut il

lius quadratum ad hujus quadratum. Eft auteum ob an

gulos IFQ , IEF rectos , & angulum ad 1 communem

triangulis FIQ , EIF, recta IQ ad IF , ut IF ad IE,

adeoquc Q!. ad IE, ut quadratumQ! adquadratum FI,

five ob fimilia triangula reétangula TQFI , QDP , ut

quadratum QP ad quadratum PD ; Erit igitur ex æ

qualitate ordinata FH ad IE ut quadratum FP ad qua

dratum PD , nimirum in ratione dctermiaante dupli

Cata.

137. Porro ea ratio in Parabola eft ratio æqualita

tis adeoque in fig. 38 aequantur FH , lE 5 & proinde

IH parallela eft reótæ EF, & dire&rici perpendicularis .

At in Ellipfi in fig. 37, & in Hypcrbola in fig. 39 ,

4o, eft ( num. 9o) ad CF ad CM , & CM ad CE

in ratione determinante, adeoque CF ad CE in eadem

ratione duplicata. Erit igitur in utraque FH ad EI, ut

CF ad CE, ac proinde duétis CH , CI , triangula

CFH, CEI fimilia erunt ( Coroll. 2. prop. 13. Geom.)

CX angulus FCH, ECI æqualibus , Punéta I, H, C in

dire&um jacent. -

- SCHO.
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138. H% C quidem conftruétio minusfoecunda cft,

quam conftruétio primi problematis, adhuc

tamen & expedita eft , & formam Conicarum Scctio

num , ac earum difcrimen proponit ob oculos; cumni

mirum ex coroll. I. ftatim pateat Ellipfim quidcm. re

dire in Orbem circa focum , Parabolam habere uni

cum ramum citra dire£tricem pretenfum in infinitum,

Hyperbolam vero binos ejufmodi ramos hinc inde a

dire&trice. Secundi autem Corollarii fummus in preci

pua quadam Sectionum Conicarum proprietate demon

ftranda ufus erit paullo infra.

1 39. Satis autem facile perfpicitur & illud , reétam F.25

rcctam ductam per g , & V debere tranfire per P, adco

que vel alterum e punétis V, m cum utroque G • g »

vel alterum e punctis G, g cum utroque V, u probk

mati folvendo fatisfaccre.
-

PROPOSITIO III. PROBL.

I4o•. Dj; foco , dire&rice , & ratione determi

*. mante , invenire comcurfum reële date cu

jufvis cum Sethiome Comica.
-

141. Si recta data fit directrici parallela , folvetur

- quoque per G, & u duétam debere tranfirc per p , & 36

problema per conftructionemproblematis I (n. 34, 36), F.4r

fi tranfeat per focum folvetur per conftructionem pro- 42

. blematis 2 (num. 128 ). Si fit quævis alia KH , quae 43

quidem dire&trici neceffario alicubi occurret in H, con- 44

ftruetur problema hoc paéto,

142. In figuris 41 s 42 , 43 , 44 , 45 » qua

rutn' prima ad Ellipfim pertinet , fecünda ad. Pará

bolam , reliquae ad Hyperbolam pro cafibus , in, qui
bus occurrat recta data' foli ramò citeriori , vel fo

li ulteriori » vel utrique , Affumpto Puncto L ubivis

extra dircctricem demiffoque in ipfa dire&tricem per

pcndiculo L G , ac in co , fi opus fit , produ

CtO

43
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©to capta LS , quæ fit ad ipfum in ratione determi_

nante , centro L , radio LS defcribatur circulus , du

êtaque LO parallela reétæ datæ KH , donec occurrat

dire&trici in O , tum conjunétis pun&is H , F , duca

cur per O reéta zOZ ipfi HF parallela pofito in ea

pünéto Z ad eamdem direétricis partem cum centro L ,

pun&o vero z ad partem oppofitam ; & fi ipfa OZ

produ&a utravis ex parte indefinite alicubi occürrat cir

culo in T vel t ; duéta LT vel Lt, ac ex F re&a ip

fi parallela, hujus cohcurfus cum HK in P vel p dé

terminabit punctum quæfitum, nec in aliis punétis prg

ter hoc ifiodo inventa recta data poteft datæ Se&ionii

Coaicae occurrere.

143. Ducta enim PD , vel pd perpendiculari ad di

re&ricem , ob re&tas LO , GL parallelas re&is PH ,

T)P , fimilia erunt triangula LGGO , PDH ; & ob re

&as LO, OT, TL parallelas recìis PH, HF, FP , fi- ,

milia LTO, PFH ; quare FP ad PH , ut LT ad LO,

&c PH ad PD, ut LQ ad LG3 adeoque & ex æquali

cate ordinata FP ad PD, ut LT, five LS ad LG, ni

mirum in ratione determinante , adeoque pun&unh P

eft ad datam Se&tionem Conicam , & eadem eft dc- '

'monftratio pro pun&o P. -

* 144. Contta vero fi quoddam punétum P fit ad Se

&tionem Conicam datam, & manentibus cæteris duca

tur LT parallela FP , donec' occurrat re&ae OZ alicu

bi ia T, etit LT ad LO ut FP ad PH , & LO ad

LG ut PH ad PD, adeoque LT ad LG ut FP ad PD

in ratione determinante » in qua cum fit LS ad LG ,

erit LT æqualis LS, adeoque punétum T ad circulum.

Quare punctum quodvis , in quo recta HK occur

rat Seétioni Conicæ, debet inveniri expofitaconftruétio

ne per concurfum reétæ zOZ cum circule , & fola

puncta eo pacto invcnta funt ad Scctioncm Coaicam

datam 1 Q. E. D.

SCHO.
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345 • * Irum fane quam foecunda eft hec conftru

ctio, quamTyroni exercendo apta : Pluri
ma quidem ex ea inferri poffunt theorem ata? & plera

que utiliffima ac iterum foecunda : curabimus autem

quantum fieri poterit , ne tanta rerum copia confufio

iiem pariat. Ihterea notandum illud ; poffe PP°°"°''

L affümi etiam ultra directricem , quamquam °°° °

ííTííeíátis ipfùm fèmper citra áirectficcm.a"°'''*

íìs I f)einde poffe ipfumi affumi diverfis loci5 ; 9°*

Ìì,'íáßïíôrêri confúctionem exhiberent , fed "*

nus generalem , & generalibus theorematis eruendis

minus aptam . Potiffimi cafus , in quibus conftructio

ÄÈÉÊ, fuit ii, in quibtis affirmatur punctum,$
in ipfa perimetro Sectionis Conice , nimirum in ali

quo puncto P jam invento , quo cafu radius circuli cf

fet ipfa recta PF, quæ ad perpendiculum PD rationem

íúbét determinantem ; vei affumatur in foco ipß **

quo cafu radius circuli effet dimidium latus f£ct!*; $

five in fig. 9 , Io , 1 I FV , cum nimirum fit FV ,

ad perpeijdiculum FE pariter in ratione determina?* *

vel prò Ellipfi, & Hyperbola in centro , quo ca[9;*
fig. 19, 2o radius circüli effet femiaxis tranfverfus CM,

.qüi^ num. 9o) ad perpendiculum CE habct parito*

rationem determinantém', vel pro quavis Sectione

Conica} in ipfa recta data , qu`o cafu hic pun£tum

O congrueret cum puncto H , pun&o nimirum I. j*
cente in ipfa KH . Poterit Tyro conftructionem hanc

generalem `ad hofce cafus particulares contrabcr£ *°

Ììotare quo pacto mutata pofitione , vel dire£t9°°

rectæ date, Éomint erui plures fatis diverf: & £k£n

te conftrictiónes, quibus 'omnia quefitae Séctionis Co

nicæ puncta inveniantur.

143. Et quidem ipfa conftructione noftra generali

patet inveniri puncta oiiania, fi nimirum manente dircctie

- 1\C
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*he rectæ datæ mutetur ejus pofitio 5 nimirum fi maneri

te angulo ad H excurrat punctum H per totam dire

ctricem, vel fi per datum punctum quodvis , ut per fo

cum , vel in Ellipfi & Hyperbola per centrum conver

ratur recta . In iis , omnibus pofitionibus rectæ motu

parallelo delatæ, vel per datum punctum converfae ha

bebuntur omnia Sectionis Conicæ puncta , & earum

difcrimen facile dctegetur , atque hanc ipfam fetine te

nebimus viam in eruendis iis, quae tam multà fe fpon

te dfferunt , • • • • • - , ••

147. Intereà quod ad ipfam conftructionem pertinct,

notetur illud. Si re£ta data dire&irici parallela /it , pum

tia H, O ita in infinitum abeunt , ut mufjuam jam

fmt ; ac fi ea re&iä tranfeat per focum F , congruentibus

HK, HF, congruumt etiam OZ , OL; & LT 3 Lt abe

#mt im ha*; FP, Fp im. illas, adeoque im utroque hoc ca

fù a gemerali hac com/?rw£tione deferimur . Poffet qui

dem ex ipfa pro utroque cafu peculiaris cónftructio

derivari ; fed utrique cafui confultum eft in Prop. 1 ,

& a. Proinde iis omiffis , crüemüs hic primo loco ge

heralia theorematâ3 quae fluunt , e motu parallelo re

ctæ datæ candem femper inclinationem retinentis ad di

rcctricem, , , - - - • , *

148. Ac primo quiderh Corollario plurima fimul cori

jungemus nimis inter fe analoga , quæ proveniunt ex

unico cafu Ellipfeos , in quo recta data quamcurnque

pofitionem habeat ; & e binis Parabolæ , in quorüm

primo ea fit directrici utcumque obliqua , in fecundo

perpendicularis 5 ac demum e ternis Hyperbolæ » in quo

rum primo recta data faciat cum directrice angulurm

minorem angulo æqualitatis, in fecundo æqualcm , iri

tertio majorem.

- Coroll. i. . *

149. E re&iir omnibus datæ reátæ paralleli* hime fem

Per Ellipßm contingunt /ìngulæ in fingulis pumctis » relique

omnes , que iis imterjacent eam fecant im biwis /ìngulæ

fumctis , quæ extra illas cadunt , ipß mufquam occur

*Ant. /n Parabola umica contingit in Tunico puncto , re

- tiquæ
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lique omnes bis fecant , vel ipfi mufuam occurrunt, pro

ut jacent a tangente verfus focum, vel ad parte, oppofi

ta, præter cafum , quo recta data fit directrici perpendi

cularis , quo cafu mulla tangit , fecamt vero omnes in

fingulis punctis fingule , altera interfectione ita in infi

mitum abeunte , ut mufquam jam fit . In Hyperbola fé

yecta data efficiat cum directricè angulum minorem an

gulo æqualitatis , bimæ contingunt fingulos ramos im fin

gulij punctis , relique vero mufquam occurramt , vel eum

dem ramum in binis pumctis fecamt , prout iir tangenti

bm, interjacemt , vel extra eas cadumt : Si recta data

effciat angulum æqualitatis , unica ex omnibus ip

fi parallelis mufquam Hyperbolæ occurrit 3 fed binos ra

mos reliquit hinc inde , licet ad eos accedat magis ;

quam pro quavis data diffam»ia utcumque parva 3 atque

,;, idcirco dicitur Afymptotus $ relique omnes fecant im fim

,§ • • T. -. • • -.. ■ •

è prout jacuerimt hinc inde ab ipfa afymptoto ; altera ea

ῦ}

[03

Eô

ηυ:

1Í

aCj£

q%

gulis pwnctis fingule ramum citeriorem ; vel ulteriorem ,

rum imterfectione ita in imfimitum abeunte , ut mufquam

jam fit . Si demum angulus inclinationi$ /î amgulo

æqualitatis major , omnes recte fecamt Alii Hyperbo

;. lam , fingulos nimirum ramos quælibet im punctis fin

gulis &

perfpectis pofitionibus omnibus circuli refpectu directri

cis, & rectarum LO , OZ pofitione refpectu circuli .

in ea punctis G , S , ut in fig. 42 5 in Hyperbolama

: jgr » ut in fig. 43 , 44 , 45 . Quare circulus in El

k" lipfi ad directricein' IGn pertinget s in parabola eam

}

/,

jff4

continget in eo puncto , in quo coeunt G, S, in Hy

Perbola ultra eam tranfcurret , quam proinde fecabit

in binis punctis N , m, ad quae duété LN , Lm incli

% nabuntur ad ipfam directricem in angulo æqualitatis ,

* * cum nimirum'ÉÉåäïíïìÜôùí, anguli LNG , vel

* InG » ut LN , vel Lm ad LG , nimirum in ratione
; determinante. 1 * r,

}.
-

15o. Horum omnium demonftratio fponte fuit rite F.4r

4*

Ac primo quidem in Ellipfi, in qua ratio determinans 44

sit ratio minoris inæqualitatis , erit LS minor , quam 4;

£, LG 3 ut in fig. 41 ; in Parabola æqualis , coeuntibus
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i5 1. Pręterea fi recta xOZ circulo occurrat in binis

punctis T , t , patet rectam KH debere Sectioni Co

inice occurrere pariter in binis punctis , dempto cafu ,

quo LT-, vel Lt congruat cum directione rectæ OL ,

recta vero KH non tranfeat per focum F , quo nimi

rum cafu recta FP, yel Fp evadit parallela rectae KH,

puncto P vel p , in quo deberent concurrere ad deter

minandum Sectionis Conicæ punctum , ita in infini

rum abeunte , ut nufquam jam fit . Qgod fi re£ta

zOZ circulo nufquam occurrat , recta quoque KH

nufquam occurret Scctioni Conicae . Facile autem col

Migitur & illud : punctum P vel P debere jacere citra

vel ultra directricem, prout punctum T , vel t jacue

rit ad eafdem partes directricis cum centro L , vel ad

oppofitas , cum in figuris prorfus fimilibus FHD P ,

OGL , & ad directricem AB fimiliter pofitus , dire

ctrix ipfa debcat vel utrumque e lateribus fecarc , vel

neutrum. Demum fi coeuntibus puctis T , t , recta

zOZ evadat tangens circuli , evanefcente arcu illo in

termedio Tt, coibunt etiam puncta P , p in Ellipfi ,

& recta KH evadet tangens.

152. Manente igitur inclinatione rectæ KH ad di-,

rectricem, five manente angulo ad H , concipiatur ea

recta motu continuo translata ita , ut punctum H per

currat totam directricem , deveniendo ex parte fini

ftra A ex diftantia quavis indefinite magna verfus de

xteram B » Habebuntur eo pacto omnes rectæ illam

directionem habentes , & licebit contemplari quando ,

& qua ratione in datae Sectionis Conicc perimetrum

incurrent. In omni eo motu punctum Q manebit fem

pcr cum maneat punctum L, &inclinatio LO ad directri

cem, Recta FH perficiet dimidiam converfionem cir

ca punctum F, tendente puncto H dextrorfum ; adeoque

& rectæ Oz., OZ illi femper parallelæ dimidiam con

verfionem abfolvent eodem ordine ; fed fi centrum cir

culi L affumptum fuerit citra directricem , quod ubi

que praeftitimus, punctum z tendet a finiftra ad dex

tcram » punctum vcro Z ipfi oppofitum contra a dex

-

-=_=-=_*_*
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tera ad finiftram. Ea mentis oculis diligenter filtcnda

funt , ut liceat unico velut confpe£tu cafus complccti

omnes , toto fpatio per lineas KH, OZ indefinite utrin

que productas tanquam per everricula quædam vclut

perrafo .

1 53. Incipiendo ab Ellipfi in fig. 46 habcbuntur 7

diverfi cafus lineæ zOZ refpondcntes totidcm cafibus

reétæ HK, five FH. In primo cafu OZ I extra circu

lum cadet ex parte dextera, tum in fecundo rc&ta OZn

jam ipfum continget alicubi pariter ex parte dextcra in

unico pünéto Q , deinde re£ta QZ3 adhuc ccntrum L

relinquens ad finiftram circulum ipfum fccabit in binis

pun&tis T 1 , t I tum OZ4 tranficns pcr ipfum cen

trum fecabit circulum in binis punétis T 2 , t 2 dcinde

«OZ5 relinquens jam centrum ad partem dexteram ipfum

circulum pariter fecabit in pun£tis T 3 , t 3 , tum OZ6

continget iterum alicubi in unico punéto q ex parte

finiftra , at demum OZ7 extra circulum cadet pariter

ex parte finiftra. Eodein igitur paffu in primo cafu re

cta H IKI extra Ellipfim cadet ex parte finiftra , tum

in fecundo recta H2 Kx jam ipfam continget alicubi pa

riter ex parte finiftra in unico puncto I, dcindc recta

H3K3 adhuc focum Frelinquens ad dexteram Ellipfim

ipfam fecabit in binis punctis PI , p I , tum H4K4 tran

fiens per ipfum focum fccabit Ellipfim in binis punctis

P2 , P3. » illis nimirüm , quæ determinavimus conftru

ctione fecundi problematis num. 128 juxta num. 1 3 x ;

deinde H5K5 relinquens jam focum adpartem finiftram

ipfam pariter fecabit in punctis P3 , p 3 ; tum H6K6

€ontinget iterum alicubi in unico puiicto à cx partc

dextera , ac demum H7K7 extra Ellipfim cadct páriter

£x parte dextera . Quamobrem e recti, omnibus datæ

I,46

rectæ parallelis bizae femper Ellipfim contingunt /ìngul« .

in /ìngulis punétis , relique ommeî, que iis imterjacent ,

•am fecant in duobus pum&fis , que extra il/as cadumt ,

ipff nufguam occurrunt : quod quidem de Ellipfi propo

fueramus. - - - -

T54. ln Parabola fi recta data fit obliqua ad directri-F ;

32f. 78;. h. Tom. ///. E. C£!: : ,
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ccm, quem cafum exhibet fig. 47. habebuntur cafus tari

tummodo. quinque , qui nimirum èodem prorfus pacta

procedent, ac numero fuperiore in Ellipfi. Sed quoniam,

hic ipfa directrix OA contingit circulum in illo pun

cto, in quo coeunt G, & S, poft lineamz4OZ4 que

vis linea z5OZ5 utcumque exiguum cum directrice an

gulum continens ipfum circülum fecabit in binis pun

ctis T3 , t3. Quare utcunque punctum H5. recedat ver.

fus B, recta FH5 continente cum directrice angulum ut

cunque exiguum , femper recta, H5KS Parabolám feca

bit in binis punctis P3 3 p 3 . At fi recta data fit per

F48pcndicularis directrici , ut in, fig. 48 , jam, ctiam LO,

cvadente pcrperidiculati ad directricem , ipfum O con

gruit cum G, S in eo puncto , in quo directrix circu

lum tangit, & cafus deducuntur ad tres tantum. Que

vis enim zOZ ex illo contactu ducta circulum fecabit

in ipfo puncto O, in quod proinde abibunt omnia pun

cta t , & prgterea iri aliquo alio puncto T. Nulla igi

tur ejufmodi recta HK,Parabolam continget; fecabit au

teim quævis ex iis in aliquo puncto P , quod determi

nabit recta FP parallela recte LT, & in cafu rectg Hz.

Kâ trânfeuntis per focum punctum P2 determinabitur con

ftructione Problematis fecuhdi , vel Problematis primi ,

in quo verticcm axis cujufvis Conice Sectionis inveni

mus num. 36 & quidem in Parabola unicum : Recta

autem ex F parallela rectæ Lt ducta , quae deberet al

teram interfectionem determinare recte HIKI vel H3K3

cum , Parabola , congruet cum ipfa FKx , quæ ipfis pa

rallela eft ita , ut interfectio pöft receffümi in infini
tum nufquam jam fit. Quare`omniumïi reCta

rum mica contingit in umico pumcto , relique omme* ip

fam bis fecant , vcl ipfi mufqùam occurrunt prout jacem:

a tamgente vcrfus fòcum , vel ad partes oppo/îtar , præ

ter recta* directrici perpendiculare* /ive axi paralellas ; .

quarum mulla tangit , fecamt ®ero omnes in /mguli* pum

£í: altera interfectione ita in imfinitum abeunte, ut

mufquam jam fit . Qgod dc Parabola fuerat propofi
, l.lIl • -

*

155. Pro

- ' ==— 2. -…-…• l,...
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155. Pro Hyperbola faciat primo data reéta cum di

tectrice angulum minorem angulo aequalitatis , ut in

fig. 49 ; & quoniàm Ln , LN inclinantur in ipfo ae- F.49

qüalitatis angulo ( num. i5o. ) , reétà LO datae re

ctæ paralleka , adeoque continens angulum minorem

ipfius LNm , LmN debebit dire&rici óccurrere in ali

quo punéto O extra circulum fito . Qgare dum recta

KH fatis diftat a foco F^ ita , ut FH 1 fatis incline

• tur ad directricem , recta quidem zIOZI non oc

cúrret circulo ex parte ZI , fed tamen ipfum fecabit bis ex

parte öppòfita z 1 in arcu ultra dire&ricem excurrente.

Eo cafu patet ex num. 151. rectas FPI , Fpr paral

lelas reétis LT 1 , Lt 1 debere occurrere ipfi KIH 1 in

binis punctis PI , p I ultra directricem fitis , nimirum

debere occurrere ramo ulteriori Hyperbolae , atque id ac

cidet , donec zz OZz contingat illum ipfum arcum alicubi

in q , reéta H2Kx ipfum ulteriorem ramum contingente

in i : tum re&ta Z3Oz.3 nufquam circulo occurret , &c

re&ta H3K3 nufquam occurrat Hyperbolæ. Ubi autem

iterum OZ4 contigerit circulum in Q. citra dire&tri

cem , recta K4H4 continget jam ramum citeriorem a

licubi in l , ac deinceps cafus quintus , fextus , & fe

Ptinus fe habebunt prorfus ut cafus tertius , quartus ,

& quintus in Ellipfi , ac quocumque in immenfum

reccdat H7 verfus B femper obtinebit idem cafus fepti

- unus . Igitur f? re£}a data efficiat cum dire$rice , angw

I. lum minorem angulo æqualitatis , bine ex omnibus re

&iis ipß parallelis contingunt ßngulo* ramos fingule in

pwnéfi* fíngulis , reliquæ vero mufquam occurrunt, vel fe

cant im bimis pum&fi* eumdem ramum , prout iis interja

- cent vel extra eas cadant . Quod primo loco de Hy

; Perbola propofuimus. -

156. Qgod fi recta data faciat cum directrice angu

lum æqualitatis, ut in fig. 5o , recta LO abibit in ip

fam LN, abeunte punétô O in N . Quamobrem que

. vis recta per Q ducta fecabit circulum in ipfo puncto

, vel N, in quod proinde abibunt omnia puficta t ;

ac Præterea in. alio puncto T, præter unicam Z2Ozx.

- - E 2. Per

F.5>
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perpendicularem radio LN, quæ circulum continget, ipfa

quoque interfectione Tz ibi coeunte cum t , &cum O.

ac N. Donec igitur punctum HI fuerit fatis remotum

a foco , angulo FHIB fatis acuto , recta ZIOz. I fecabit

ex parte z I in TI arcum circuli jacentem ultra directri

cem , & recta KIHI ramum ulteriorem in PI , abe

unte autem t in O recta ipfi Lt parallela ex F ducta,

erit parallela ipfi HIKI , ac ejus interfectio ita in in-,

finitum recedet , ut nufquam jam fit facta Zzzz tan

gente circuli , ubi & FHz evadit perpendicularis re

ctæ KaH2 , ac proinde abeunte in O ipfo etiam pun

cto T2 , recta ipfi LTz parallela ducta e foco F eva

det parallela ipfi KzHz , ac proinde utraque interfe

ctio determinanda nimirum a punctis t , T ita in in

finitum abit , ut nufquam jam fit : unde confequitur

rectam K2H2 nufquam occurrere Hyperbolæ . Reli

quis autem omnibus OZ3 , OZ4., OZ5 fecantibus cir

culum in puncto t coeunte cum O , & im alio pun

cto T3 , T4, T5 , citra directricem fito, reliquæ om

nes K3H3 , K4H4 , H5H5 fecabunt ramum citerio

rem Hyperbolæ in unico puncto P* , P3 , P4 fingu

læ, altera interfectione, quæ nimirum in rectis K3H3

K5H5 determinanda erat per punctum t , ita in infi

nitum abeunte s ut nufquam jam fit , quod de inter

fectione rectæ K4H4, conftat ex conftructione probl. 2.

num. I 3o . Cum vero quævis ZIO, Z3O utcumque

parum inclinata ad illam ZzO perpendicularem radio

LO circulum neceffario fecet in aliquo puncto TI ,

T3 hinc, vel indc a contactu O, pariter qùævis KIHI ,

K3H3 utcunque proxima illi K2H2 fecabit ramum ci

tcriorem , vel ulteriorem in aliquo puncto PI , Pz ,

ac proinde recta illa K2H2 indefinite producta acce

det hinc ramo ulteriori , inde citeriori indefinite pro

gugtis magis , quam pro data quavis diftantia , quin

ipfis unquam occurrat , quod ipfum exprimit afym

ptoti nomen . Quare in Hyperbola , fi rectæ , quæ

parallelæ funt recæ datæ , cum directrice efficiamt an

g4um «qualitatis s nulla Hyperbolam contingit , una, ex

415



- E L E M E N T A. 49

£i; ommibus eft afymptotus , quæ mimirum mufquam ip/?

occurrit , fed binos ramos relinquit himc imde, lieet ad

eo, accedat magis , quam pro data quavis diffa mtia ut

cnmque parva : reliquæ omnes fecant im /ìnguli ; phy&lis

fingulæ ramum citeriorem , vel ulteriorem , pr ou* jacue

?imt hinc inde ab afymptoto fibi parallela , altera ea

rum interfe&fiome ita im imfimitum abeunte , ut muf

quam, jam fit . Quod fecundo loco de Hyperbola pro

pofuimus. -

157. Si vero demum recta data faciat cum directri

ce angulurh majorem angulo æqualitatis, ut in fig. 51 ,

recta LO accedet magis ad perpendiculum LS , abeun- F. si

te puncto O intra circulum . Quamobrem quævis re

cta ZO per ipfum O ducta fecabit circulurh in binis

punctis , quorum alterum t jacebit ultra directricem ,

alterum T citra . Quevis igitut recta KH fecabit pari

ter Hyperbolam in binis punctis , quorurn alterum p

jacebit ultra, alterum P citra directricem , quod de ré

cta K2H2 tranfeunte per focum demonftratum eft ex

conftructione problematis fecundi . Quare fi ille incli

nationis angulus fit major angulo æqualitatis , ommes

ille reëtæ fecamt Hyperbolam im binis punélis , mimirum,

fíngulos ramos in fingulis : Quod erat poftremo loco

propofitum de Hyperbola.

Corell. x. -

158. Re£ta Comicam Seétionem mec im pluribus , quam

in duobus punëtis fecat , nec in pluribus , quam im Tumi.

&o , comtzmgat.

159. Patet ex Coroll. 1. , ex eo nimirum , quod

regta OZ circulum riec in pluribus, quam duobus pun

•6s, fccat, ncc in pluribusj quam ia unico, contigit.

É 3 SCHQ.
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16o. Dmirabilis fame ac notatu digniffima eft a.

A fymptotorum natura , quæ nimirum fi per

petuo producantur , perpetuo ad lineas pariter produ

ctas ita accedunt , ut nulla fit diftantia utcunque par

va', quam aliquando non tranfcendant ; licet omnine

nunquam coincidant , in quo cum convergentibus fe

riebus analogiam habent fummam , & pln*igia funt ea

rum genera, de quibus agermus fuo loco . ca , ut

evidentior evadat Tyroni res, immediate etiam hoc pa

cto demonftrabitur, /

161. Si recta K2H2 in fig. 5o ufpiam Hyperbole

occurreret in R , vel r , deberet effe FR ad RHz ,

vel Fr ad rH2 in ratione aequalitatis cum linea datain

angulo æqualitatis ponatur inclinata ad directricem. Id

autem fieri omnino non poteft ob angulos RHzF ,

7HzF rcctos . Recta igitur K2H2 quantumlibet prodo

catur , nufquam Hyperbolæ occurret . At fi fumatur ,

quævis KiH I, vel K3H3 jacens ultra ipfam , vel citra,

& ipfi utcunque proxima , illa Hyperbolæ occurret ,

atque occurfus facile determinatur . Si enim ea occu

' rat rcctæ FH2 in i , vel I, erit angulus FHIi , FH3I

acutus ob angulum FiHr , FIH3 rectum . Qgare fi

fiat angulus HIFPI , H3FPz æqualis ipfi FHii, FH3I,

adeoque pariter acutus , recta FPI , FPz occurret a

licubi rectæ H 1# , H3I in Pi , Pz , eritque triangu

lum FP1H1 , FP2H3 ifofceles , ac proinde FPI , FPz

ad PIHI s P2H3 in ratione æqualitatis , & punctum

PI • P2 ad Hyperbolam , quorum primum jacebit ud

tra directricem , ut i , fecundum citra , ut I. Que

quidem demonftratio & fimpliciffima , & evidentif

fima eft. -

162. Simul autem hic etiam fine circulo problema

admodum facile folvitur inveniendi punctum ad Hy

perbolam in recta inclinata in angulo æqualitatis , &

patet ex conftructione ipfâ cam in unico puncto Hy

1 - per
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perbele occurrere • Eodem pacto etiam in parabola fig. F.48

48 rectarum KH directrici perpendicularium interfectio

&um Parabola facilius invenitur facto angulo HIFPI

zquali angulo FHJPI. Res eodem redit , cum ibi an

gülus rectus æqualem rationem rcquirat , & Proinde

ángulorum æqualitatis yices g££at. . ' . -

153. Sequentibus hujus, conftructionis Corollariis erue

mus primum, proprietates quafdam harum lincarum ,

quæ folae inter omnes fibi parallelas Scctioni Conicæ

nufquam occurrant , reliquis omnibus eam fecantibus

fémel, tum faciemus gradus ad eas , quarum aliae bis

£cant , aliae contingunt. '

Coroll. 3.

164. In Hyperbola afymptoti funt bime , funt perpem.

aliculares reêtiî a foco dùêtis ad earum interfeétiomem cum

dire&rice , tranfeamt per centrum, binos, ramos bimi, ad

verticem oppofitit amgulis comtimemt , quos angulos axis

tranfverfus bifariam fecat , ac earum fegmenta interce

pta inter centrum & dire&iricem «quamtur /ingula femiazi tranfverfo. - .. • •

165. Binas effe conftat ex eo , quod habeantur bi

næ inclinationes LN , Lm, in fig. 5o hinc inde in an

gulo, æqualitatis , ac fingulæ, habere debeant afympto

tum fibi parallelam . Effe perpendiculares rectis a foco.

ductis ad earum interfectiones cum directrice , demon

ftratum eft num. I 56. Reliqua fic demonftrantur. Cen

tro C intervallo. femiaxis tranfvcrfi CM, in fig. 52. in- F.5»

veniantur in directrice puncta H, h ductifque CH, Ch,

& FH, Fh, `erit CF ad CH, ut CH ad ÖE in ratio

ne determinante, cum in ea fit CF ad CM , & CM

ad CE ( num. 9o ) . Quare primo quidem rectæ CH,

Ch. , quarum ratio ad CE eft ' eadem', ac ratio radii.

ad finum anguli CHE , ChE, inclinantur directrici in

angulo æqualitatis ( num. 1o ). Deinde fimilia erunt

triângula CHF, CHE ( Coroll. 2. Prop. 12. Geom. )

Quare angulus CHF erit æqualis rect6 CEH , adeo

que CH erit afymptotus , & eadem, eft demonftratio

Fro Ch , quarum utraque præterea ex conftructione æ
v E 4 quatur
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quátur femiaxi tranfverfo CM . Patet autem trianguft

HCh ifofcelis angulum HCh ab axe CM perpendicüla

ri , bafi fecari bifariam, ut & bafim ipfam , ac cum fin

gulæ afymptoti binas ramos hinc inde relinquant , o

portet rami ipfi jaceant iri binis earum angulis ad ver

ticcm oppofitis.

- Coroll. 4. -

1 66. Diffamtia foci ab interfeéiiome afymptori cum

dire&frice aequatur femiaxi conjugato , ac utrique æquatur

fegmentum tangentis per verticem axis dubiæ , & imter

ceptum ipfo vertice, atque afymptoto. \

167. Narii ob anguiumi FHC rectum , eft quadra

tum FH differentia quadratorum CF , CM, cüi (num.

64 ) æquatur quadratum femiaxis conjugati CX, adeo

que FH, CX æquantur inter fe . Si autem recta axi

perpcndicularis pcr M ducta, quæ ibi Hyperbolam con- '

tingct ( num. 48 ), occurrat áfymptotis in T, t, æqua

iia erunt tfjafigula tectangula' CMT , CHF , quofum

angulus ad C çommunis , & latera CM; CH æqualia,

adeoque & MT æquatur FH, & CT æquatur CF , ac

cadem eft demonftratio pro Fh, Mt, Ct. -

Coroll. 5.

168. Afymptoti fumt diametri ejus rectam guli , quem

effíciumt reétæ utrique axi parallelae , ductæ per alteriu ,

?ertices s habemtis latéra ip/ù axibus æqualia ; ac ra

elius ad tangentem anguli , quem utravis afymptotus

continet cum utrolibet axe , eff ut ille axis ad' alte

rum : & Hyperbolæ , quæ habemt eofdem cum eodem,

axe afymptotorum angulos , fumt fimiles , & viceverfæ.

I 69. Si enim per altefum axis verticem m, ducatur

recta axi tranfverfo perpendicularis , occurrens afym

ptotis CT, Ct in I , & i, erunt eadem demonftratio

ne ml , mi æquales ipfi CX, Cx ; cùm & ec , & Me,

MT fint iis præterea parallelæ, recta quoque tX , Tæ

Parallelæ erunt , & æqualcs ( Coroll. 1. Pröp. 2. Geom.)

fcmiaxi tranfverfo CM , & recta IX , ix femiaxi Cm,

ac totum TtIi rcctangulum habens latcra æqualia ip
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fis axibus Mm , Xx 5 ubi radius ad tangentem angu

ii MCt eft , ut CM ad Mt , five ad CX, vel utMm,

ad Xx ; ac radius ad tangentem anguli XCt , ut CX

ad Xt , vel ad CM , five ut Xx ad Mm . Hyperbolæ

vero, que eandem habebunt ad eundem axem afymp

totorum, inclinationem , eandem habebunt rationem a

xis tranfverfi ad conjugatum , adeoque erunt fimiles ,

& viceverfa. -

Coroll. 6.

17o Si altera e binis Hyperbolis habeat pro axe tramf.

verfo axem conjugatum alteriut , & viceverfa, , quat, di

cimus HyperbolasConjugatas, communes habebant afym

ptotos , & æqualem focorum diffamtiam a communi cen

?ro.

171. Si enim alia Hyperbola habeat pro axe tranf

verfo, Xx, pr9 conjugato Mm , rectangulum illud fu

perioris Corollarii erit pro utraque idem} adeoque com

munes utrique diametri ejus rectanguli, & diftantie fo

corum a centro , quæ in fingulis æquari debent eidem

CT, vcl Ct, communes erunt.

S C H O L I U M III.

f72. H£$ quidem de Hyperbolarum afumptotis

fere fponte fluxerunt, ex quibus facile fol

vuntur plurima problemata, quibus quaerantur afympto

ti dato foco, centro , & directrice , vel foco » centro ,

& vertice axis tranfverfi , vel binis axibus , vel quae

fatur directrix datis afymptotis , & foco, vel alia hu

jufmodi , quae per fe quifque facile folvet ; pendent

autem a combinatione eorum , quæ in iis theore

matis connectuntur' inter fe . Plures aliae maxime no

tabiles afyptotorum proprietates occurrent infra. Notan

da interea mira indoles quatuor ramofum pertinentium

ad binas Hyperbolas conjügatas , quorum crura in in

finitum producta ad fe invicem accedunt magis , quam

pro quavis data differentia , quin ufquam concur

£ant , Porro ejus figuræ , quam fimul concludunt »

2I12
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afialogia quædam fatis elegans cum Ellipfi ultro pariter

fe 'nobis ófferet infra. Interea trahfibiamus ad nonnul

las proprietates rectarum Conicarn Sectionem fecan

tium , quae ad plures tangentium proprietates nos de

ducent. -

… - Coroll. 7. -

• $73. Si recta directrici alicubi occurrem* Sectionem,

comicam im binis punctis fecet , bimi radii foci ad Se

ctionum puncta ducti, cum rectae tramfeumte per illum ac

eurfùm, & focum comtimebunt amgulos hinc imae aequaler.

Si autem contingat , rectæ ductæ à foco ad comitactum ,

Â occürfum, cum directrice rectum angulum comtime
nt. - - - - • • -

174. Nam in fig. 41 , 42 , 43, 44 in quibus Puncta

42 P, p jacent in eodem ramo, pofito V in rectaHFpro

43 ducta ad partes F , in fig. vero 45 eo pofito ad partes

44 H; anguli HFP, VFp , quos rectæ FP , Fp continent

45 cum recta VF, erunt æquales angulis LTt , LtT, quos

radii LT, Lt iis paralleli continent cum chorda Tt pa

rallela ipfi VFH ; adeoque cum hi æquentur inter fe

ob ifofcclifmum trianguli TLt, etiam illi inter fe pari

ter æquales erunt.

175. Inde autem jam patet, fi coeuntibus punctis P,

p, ubi ad eundem ramum terminantur, recta KH eva

dat tangens, foci radiis FP, Fp coeuntibus in unicum,

debere ipfum hunc radium evadere perpendicolarern ipfi

VFH. Sed idem multo magis manifeftùm fit in fig. 46,

473 49 , ubi angulüs, quem IF, vel iF continetTcüm

F.46 fH fibi refpondente, debeat effè æqualis angulo, quem

47 circuli radius LQ , vel Lq priori parallelus cöntinet curn

49 Q© , qO tangente circuli parallcla poftcriori, adeoque

rcctus. -

-
Coroll. 8,

176. Bimae tamgemtes ductæ per extrema pumeta chorde

^ranfeumtis per focum (Chordam autem dico rectam, qua

jungit $ima quævis perimetri puncta , licet im Hyperbola

ea pertineat ad ramos oppofito* ) comcurrumt im directri

ce, & ibi continent angulum is Ellipfi acutum, j,Pa
-. 7*200
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rabola rectum , in Hyperbola obtufum, vel acutum, proue

chorda jamgit bima puncta 'ejufáem rami , vel ramorum

oppofitorum . -

177. Si enim chqrda Pp, in fig. 53, 34 tranfeat per F.ss

focum F, ducta FH ipfi perpendiculari , donec occurrat 54

directrici in H, rectæ PH , pH erunt tangentes (num.

173 ). Ductis autem in primo cafu in fig. 53 rectis

PD, pd perpendicularibus directrici , crit PF in Ellipfi

minor , in Parabola æqualis , in Hyperbola inajor ,

quam PD, adcoque cum PD, PF fiat finus angülörum

PHD , PHF ad radium communem HP (num. »;.

Trig.), erit angulus PHF in Ellipfi minor, in Parabú

la æqualis, Hyperbola major, quam PHD ; ac pariter

etiam pHF refpectu pHd. Quare totus angulus PHpcòn

ftans e binis PHF, pHF minor in Ellipfi , aequalis in

Parabola, major in Hyperbola binis PHD , pHd fimù!

fumptis, five refiduo : ad duos rectos , quibus nimirum

aequantur bmnes anguli prodeuntes ex H verfus F {i-

mul fumpti; ac proinde ipfe PHp recto minor in Effi

pfi, æqualis in Parabola, major in Hyperbola. At in

fig. 54, ubi P, p funt ad ramos oppofitos , ob angu

lum HFP rectum, acutus eft totus FHP , adeoquc mul

£o magis PHp acutus eft , - -

- - €oroll. 9.

178. Re{ìa ex comcurfu tamgemitium directrici perpé};.

dicularis in Parabola chordam per fècum dnctam fecat

bifariam, & ejus fegmentum inter directricem, & chör

dam imterceptum aquatur dimidiæ chorde, ac fecatùr bi

fariam im ipfx Parabolæ perimetro.
-

179. Nam in Paraböla fig. 53 ob æquales angufbs

PHD, PHF, & angulos PDH, HFP rectos, angulus

quoque HPI æqualis erit angulo HPD, five ducta per

pendiculari ad directricem , & proinde parallela PD .

aequalis angulo PHI alterno ipfius HPD . Igitur & la

: tera IH, IP trianguli PhH, æqualibus angulis oppofita,

æqualia erunt, ac eadem demonftratione p æquatur IH,

adeoque & JP. Si autem ipfa Hioccurrat perimetro in

V » erit FV æqualis VH, adeoque angulus VFH *;-
" • . 1S
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iis VHF . Cum igitur in triangulo rectangulo IFH bi

ni anguli VHF, VIF fimul aequentur tertio IFH recto ,

erit & VIF æqualis VFI , & VI æqualis VF , adeo

que & VH. - -

S c H o L 1 U M iv.

'i8o.E$#£ feptimo admodum facile deducituí

aliud Theorema, quod quidem poffet hic in

Corollariorum ferie collocari. Verum cum contineat

unam è præcipuis Sectionum Comicarum generalibus

proprietatibus , & ipfam itidem admiodum fœcundam ;

eandem fequenti Propofitione enunciabimus : tum ex

ea plura deducemus Corollaria, quorum pleraque furn

*mum habent ufum , At primi raro admodum ufüs ad

veniet , nec ab eo alia pendent. Curn tamèn in Ele

mentis demonftrari foleat, ipfum etiam deducemus, &

ita exprimemus; ut generaliter verum fit , licet ab aliis ,

ita exprimi foleat, ut in aliquo cafu fit falfum.

PROPOSITIO IV. THEOREMA.

181. Q / è quovis punëto perimetri in Ellipß, vel Hy
'perbola ducamtur bime rectæ ad bimos focos , vel l.

\ im Parabola altera ad unicum focum, altera axiparalle

la» ea cum tamgente per idem punëtum du£ta æquales com

timemt angulos hic imae.

182. De Parabola patet ex eo , quod ob angulum

HFP in fig. 53 rectum (num. 173. ) , & bafim HP

communem , ac latera PF, PD æqualia , aequatur an

gulus HPF angulo HPD , vel próductis DP, HP in

O, & Q_, angulo quoque OPQ ipfi ad vérticem op

pofito. - -

- '183. In Ellipfi autem, & Hyperbola fig. 55 , 56 fi

F.55 tangehs per P ducta occurrat directrici AB pertifienti

56 ad focum F in H , & directrici ab pertinenti ad fo

cum_f juxta num. 87. in h , inclinabitur in eodem

angülo ad utramque, cum eæ nimirum fint parallelae •

- Qua
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Qgare erit (num. 2, & 87) FP ad PH, ut fP ad Ph,

adéoque ob angulos ad F , & f rectos æquales ( nu.

173) etiam (num. 25. Trig.) cofinus angulorum FPH,

fph, & ipfi anguli FPH , fPh inter fe , ac in Hyper

bola, productis pariter hP , fP in Q_, & O , anguli

FPH, OPQ,æquales erunt. QJE.D.

- Coroll. I.

184. Duplum anguli, quem comtimemt bime tamgemtes ,

aequatur in Parabola angnlo , quem bime re£fe a comta

&}ibus ad focum duétæ ibi comtimemt /? ibi comtimemt ita ,

ut cufpir amguli fpeëtet concurfum, tamgentium ; im Ellipf?

vero differentiæ, in eodem Hyperbolæ ramo fumme bino

rum angulorum , quos ejufmodi re£le ad binos focos du

Etæ in iis continent , fi im Ellipfi bimi hiatus fe mu

tuo fpeétent , & im • Hyperbola uterque fpeëtet eamdem

plagam ; quod ß anguli diverfas po/ftiomes habeamt , al

7er ex iis fubßitui debet ejus complemento ad quatuor

7reëtor.

185. Nam in fig. 57 in Parabola fi tangentes fintF.57

MPH, mpH, ducantur PO , po , Hm parallelæ axi ad

eam plagam, ad quam ipfe in infinitum protenditur in- .

tra Parabolam , & recta HFN per focum F, crunt bi

ni anguli FPH , FpH æquales binis in contactu MPO,

mpo , five ob parallelas binis PHm , pHm , adeoque fimul

toti PHp . Angulus autem NFP externus æquatur fi

mul binis FPH , FHP , & NFp binis F pH , FHp,

adeoque totus PFp toti PHp una cum binis FPH, FpH

ipfi æqualibus, nimirum duplo FHp.

- 186. At in Ellipfi in fig. 58 ductis HFN, Hfm, bi- F.58

ni FPH , FpH æquales erunt binis fPM , fpm , five

quatuor internis, & oppofitis PfH, PH f, pfH, p fH,

nimirum toti PH p , & toti Pfp. Angulus autem PFp.

æqualis binis PFN, pFN, five quatuor internis FPH ,

- FHP, F p H, FH p, vel binis illis FPH, FpH cum an

gulo. PHp , adeoque angulo PHp bis, & toti Pfp femcl.

Qgare angulo Pfp dempto a PF p , remanet angulus

JPH p bis.

487. Deniam in Hypérbolafig. 59 ductis fHm, HFN,

a ngu
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apgulus PFP, conftans binis PFN • pFN cum æquetùr

\F.59?üí ÉÉÉÉÉÉÉÉÉÉí, íí , íêáäïí

hos FPH, , FpH . Simili argumento PHP exceäit Pff

pqt binos HPf , Hpf prioribus æquales . Igitur PFρ ,

PHP , Pfp funt in continua arithmetica proportione ,

& binorum extremorum, fumrma gquatur ' duplo me

dio. - - - - - - -, * * > •

188, Qgod fi angulus PFP ut in fig. 6o, 61 , 6z ob

F 6oveáí hiatum ad partes oppofitas N $ pro ipfo fumen
6I

62
dum erit ejus complementum ad, quatuor rectos $ nimi

cum aggregatüm binorum PFN, pFN » ac demonftra

tio eodem redibit.' . - -

- Coroll. 3. . . . . -

189. In Ellipfi mormalis tangenti , & in Hyperbola

*angem, dividitTbifariam angulum, quem , continent bini

ºpinorum focorum radii ad contactum ducti , ac ipfa mor

malis , &. tamgems una cum btmis facis axem dividunt

in proportione harmonica , . , _. . . - -

• . . I9S. Primum patet: fi enim in Ellipfi in fig. 63 , &

n Hyperbola in fig. 64, tangens occurrat axi in T» ac

ipfi normalis in I, FP, fP in Hyperbola debent ç- 'I

F*3 qualès angulos continere cum tangente PT, qug fi in El

*4 ipfi prodùcatur indefinite in H ââ partes oppofitas T.,

erunt pariter equales anguli FPT , fPH , adeoque &

FPI , fPI, eorum complementa ad rectos TPI, HPI

;quales erunt. - v • ' …

' 191. Secundum àutem deducituf ex primo, & ex riu.

3o, cum nimirum, rectarum PT, PI altera fecet bifa

fiam angulum FPf, altera fit huic ipfi Perpendicularis.

" . - Coroll. 3. -

^ ig5. Éme diffantiæ, FP, fP focorum a contactu, , bi

me fi, f[in axecomputate a normali, binæ FT, fT ibidem

computate a targente fiat. in eadem ratione inter fe .

Trì, a fiantiæ CI , QF , CT centri C. computate in
axe a mormali , a foco , a tangente funt ìn conti

mua ratione geometria regtarum FI s FT , in qua fo

cu , dividit diffamtiam IT normalis a tangente\ Si e

4änis. fwis , & ventro demittantur perpendicala FA> CL,2

fa in -

|

|
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fa im tangentem, funt in eadem ratione inter fe 4iatuor,

rectarum binaria , I TF,TI, 2. TC, Tf, 3. FA, IP,
4• CL > fa • • - - *- - -

* 193. Paterit omnia, ex proprietaribus proportionis har

monicae propófitis ante Prop. I, a num. i8. Nimiriim.

eandem eß rationem FI , If, & FT; Tf, ac FB, Ff;
partim ex ipfa notione proportignis harmonicæ , paf

tim ex nuiii. 3o. Rectas CI, CF., CT , effe continue,
proportionales in ratione, If ad fT patet, ex num. 2z.

ob Ff intervallum binorum punctorum alternorum fe-.

ctum bifarium in C. Sunt aütcm IE ad FT, ut Ifad,

fT, ex prima hujus parte. Demum ob parallclifmurn ,

rectæ FA, IP, CL, fa funtinter fc, ut FT, IT, CT4.

fT. Has autem cffe gometrice proportionales conftat,

cx num. 26. · ·
- •

- -

Coroll. 4. . _ *

194. Jn Ellipß, & Hyperbola /, ex utrovis, foco du

catur perpendiculum in tamgemtem , recta jungens hu

jur extremum, punëtum cum cemtro , parallela eß recte

jungenti comtactum cum foco altero , c* equalif /e-

miaxi tranfverfo , adeoque ipß aqualis, erit recta ex.

cemtro ad tamgentem ducta parallela jungenti fòcum, cum

contactu ipfo ; eidem vero æquale eß etiam fegmentum

rectæ tranfeuntis per contactum, & focum utrumlibet im

terceptum, ipfo contactu , & recta tamgemti parallela du

cta per centrum. - - . -

195. Nam fi tangens TP in fig. 63 , 64. occur-.

rat in A , & O rectis, CA, EO parallelis rectæ fP,

recta vero, ducta per C parallela ipfi HPrcctis, PF, Ff,

OF, in B, b, R, ob CF, Cf æquales , erunt æquales,

etiam PA, AO (Coroll. 5 Propof. I 2 Geom.) interccpte

iifdem£# FO, CA, fP, ac ob candem rationem

CR , Cb æquales erunt inter fe , ac proinde æquales.

etiam FR, fb in triangulis RCF.,Å. Cum

vero recta FP contineat cum tangente eundem angu

lum , quem fP, adeoque eundem , quem FQ huic pa

£allela, triangulum PFO erit ifofcelés , & FO eqüa

lis FP. Qgare. Priamo quidcm in triangulis FAQ, FAP
O
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ob omnia latera equalia , anguli ad A erunt equales';

&c recta FA perpendicularis tangenti. Dcinde cum RF

ueturfb, & FO equetut FP in fig. 63 , fumma FP,

Pb, bf, 'que í„?.§ equatur axi tranfverfo, gqualis

erit fümmie OF, Pb, FR, five binis OR , Pb, quârum

fingule cum gquentur inter fe , & gquentur CA ob pa

rallelifmum, erit tam CA parallela fP , quam Phºe

qualis femiaxi tranfverfo CM: imo cum & triangulum

BPb fit ifofceles ob angulos ad B, & à gquales angu

lis alternis ad P, erit & PB equalis Pb , adeoque ipf?

femiaxi. In Hypcrbola vero in fig. 64 exceffus Pffu

pra FF, erit idem, ac (umma exceffuum Pf fupra 4f,

five FR, & ipfius FR fupra PF , five FO , que nimi

rum ęquabitur binis PB, OR equalibus inter fe , vel

duple AC. Cum igitur ille exceffus Pf fupra PF eque

tur pariter axi tranfverfo, gquabitur ejus dimidio tam

$^; quam P4 , & codem , quo in Ellipfi , argumen

to FB. - -

- Coroll. 5.

I 96. Perpendiculum, e foco im tamgemtem ductum, inci

dit in Ellipfi, & Hyperbola im concurfum tamgentis ip

fws cum circulo habentis pro diametro axem tramfúer

fum , im Parabola vero im rectam, axi perpendicularem in

ipfo vertice. - 1

. 197. Primum conftat ex precedenti , cum nimirum ;

in fig. 63 64 , ob rectam CA çqualem CM , circulus

centro C radio CM debeat tranfire per A . Secundum

f.65 patet, in fig 65 ex eo , quod fi tangens occurrat recte

FD in A, eam ibi fecabit bifariam, cum fecet bifariam

angulum ad P trianguli ifofcelis FPD. Ac proinde , fi

ducatur MA, ea ob FD, FE fcctas bifariam in A , & !

M. erit parallcla directrici ED , adcoque perpendicula- !

If8 aX1 .

Coroll. 6. - -

198. /m ipfa Parabola id perpendiculum eff medium, .

geometrice proportiomale inter quadramtem lateris recr;
\ i

primcipalis, & diffamtiam contactus a fòeo , ac maticar»

t: fa?.£;^z.
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i

μfeumque punfio contactus , eß im ratione fubduplicat4

aiffantiae ipfius. - -

199. Nam triangula reétangula FMA , FAPTfi-nilia

funt , cum habeant unum angulum reétum equalem ,

& angulus PFA gqualis PDA ob PD , PF équales ,

aequatur etiam alterno AFM, ac proinde FM ad FA ,

ut FA ad FP. Hinc autem quadratum FA æquatur re

&angulo fub FM, quæ (a. 68.) eft quarta pars lateris

re&i principalis, & FP, adeoque ob FM invariatam, ut

cumque mutetur. P , id quadratum eft, ut FP, nimirum

ipfa FPin ratione duplicata FA, & hæc in fubduplicata

illius, Coroll. 7,

2oo. Ia Parabola ipfa. mormalis terminata ad axem

eß dupla perpendiculi e foco im tamgemtem demiff? : di

famtia foci tam a normali, quam a tangente computata

in ipfo axe, equalis diffantie comtaëius a foco , fùbtam

gemj dupla abfciffe , fubmormalis dimidia lateris re£t£

primcipalis ; mormalis ad tamgemtem , ut latus reétum ad

ordimatam .

2oI. Nam nomine Tamgemtir, Normalis , Subtam

gentis , Submormalis , intelligitur PQ intercepta inter

conta&um & axem; PI perpendicularis tangenti pari

ter terminata ad axem ; QR fegmentum axis inter;

tangentem, & ordinatam ; RI fegmentum ejufdcm in

ter normaletw, & ordinatam. Porro primo PI æqua

tur FD ob parallelas, adeoque eß dupla BA. Secundo

erit inde, ut IP dupla FA , ita IQ dupla FQ 5 adeo

que FQ, æqualis FI, five PD, nimirùm diftantiæ FP .

Tertio üt IP dupla FA, ita PQ dupla AQ, adcoque&

fubtangens RQ dupla MQ_, adeoque dupla etiam ab

fciffae refiduæ RM. Qgarto in tjangulis FED, RPgb.

laterum omnium parallelifimum fimilibus , &, ob RP,

ED æquales , aeqüalibus , erit fubnormalis RI æqualis

FE dimidio lateri re&to principali. Quinto demum ob

angulum ad 1 communem triangulis fectangulis IRP,

IPQ erit normalis IP ad tangentem PQ , ut IR ad fe

miordinatam RP, adeoque ut totum latus reétum ad
totam ordinatam.

Bofcovich. Tom. II/, F SCHQ
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3o2.P Roprietas , quam in hac propofitione demon

&' ftravimus eft una è potiffimis Se&ionum Co

nicarum proprietatibus , quæ nimirum ipfis focis no

men dedit. Nam radii lucis in fpeculüim incidentes ita

reflectuntur, ut angulum refiexionis faciant angulo in

cidcntiæ æqualem, qui anguli, ubi fpeculi fuperficies eft

curva, æftimantur penes tangentemi in ipfo incidentiae,

F.66 & reflexionis puncto . Nimirum in Ellipfi in fig. 66
67 radii omnes fP egreffi e foco f incidentes in perime- m.

68 trum debent refieéii ab F, & Viceverfa: in Parábola in !

fig. 67 radii omnes OP delati per rectas axi parallelas

debent pariter colligi in F, & radii egreffi ex F debet !abire paralleli . In Hyperbolâ in fig. 68. fi radii OP I

deferentur cum difectione tendente ad f debent pariter

colligi in F, & fi egrediantur ex F, debent abire tan

quam fi egreffi efferit ex f. Atque hoc paétó igne fa- !

tis valido excitato in f, poteft in magnâ diftantia ac- |

cendi ignis in F , ac fpeculo Paraboliço obverfó foli , |

cujus radii adveniunt ad fenfum paralleli , excitatur ig- '

ais in ejus foco F, ibidem vero âccenfa candela in ipfo

F, lumen fatis validum ad magnam diftantiam tranf

mitti poteft per radios poft reflexionem parallelos:

2o3. His perfpeétis regrediemur iterum ad cohftru

ctionem illatii noftram s & motum lineæ párallelæ, un

de aliam admodum infignem Sectionuih Conicarum

proprietatem eruemus , nimirum fecundas diamctros ,

quae chordas omnes parallclas bifariam fecant , ac ex

hac ipfa alia theoremata tanquàm ex novo quodam

ramo novos furculos quoquoverfum prorumpentes de

ducemus. Sed præmittemusLemma quoddam generale ,

cujus ufus etiam infra occurret , & in C eometria latepatet. i.

1.EM



È i E M E N T A. 63

:

L E M M A.

ae4. Q 1 tres reíie, PP, Qg, Tt in fig. 69 5. 7o com- F 62

veniamt in eodem pumtto F, & a bimis punélis 7o

H, h umius ex iis, ut Pp, ducamtur bine parallele HÀ,

ha ufque ad alteram e reliquit, Tt, & bime itidempa

rallelæ HR, hr, vel jacenter, vel nom jacentes cum iis

im direétum ufque ad alteram Qg , erit femper HA ad

HR, ut hâ ad hr , ac mutato utcumque pumêto H per

reííam Pp 3 manentibus re£tarum HA, HR direífiomi

4ur, manebit earum ratio comffam* . Comtra vero /? fue

rint Ha, hâ parallelæ inter fe , & HR , * r , /;/er fe ,

fuerit autem HA ad HR; ut ha ad hr, jacemtibus pum

áíis H, R ; h, r, vel ad eamdem plagam, ut im fig. 69.

vel ad oppofitas, ut in fg. 7o, prout HA, ha jacuerint.

ad eafdem, vel ad oppofitaj , rebte Qg , Pp » Tt du£ia

per extremâ parallelarum punëta H , h ; A , a 3 R, r ,

ze/ mufquam concurrent , vel fimul concurrent in eodem

pan&io F: & fi manente ratione HR ad HA, earumque

äire&iiome, bina punëtaH5 A excurrant per bimas reëtas ,

excurre, etiam, R per re$iam , /% ille coeunt , convergem.

tem} ad idem pumëtum, -

. 2o5 . Prima pars patet, quia triangula HFA, hFa ob

angulos parallelarum aequales erunt fcmpcr finilia , ut

& THFR , hFr. Qgare erit HA ad HF , ut ha ad hF

& HF adHR, ut hÊ ad hr, adeoque ex æqualitatc ordi

nata HA ad HR , ut ha ad hr . Secunda pars directe

facile dcmonftrari poteft, fed deducitur facilius e prima.

Si enim coeuntibus rectis Hh, Aa in F, recta per F, & r

duóta non tranfiret per R , tranfiret per aliud punétum

Q te&tæ HR , & effet HA ad HQ , ut ha ad hr, five

ex hypothefi ut HA ad HR , &proindeHO, HR, æqua

Hés » Pars , & totuim.

f 2 PRQ
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PROPOSITIO V. THEOREMA.

2o6.^ Hordas ommes parallelas inter fe bifariam ß.

cat diameter , quæ in Ellip/? , & Hyperbolâ

femper per centrum tranfit, im Parabola e/? direcriciper.

pemdicularis, five axi parallela, & data Se£tione Comi

ca, ac inclimatione ordinatarum, datur.

2o7. De chordis parallelis, vel perpendicularibus di

rectrici patet ex num 56, & 83 , per quos bifariam fe

cantur hæ ab axe conjugato , illæ ab axe tranfverfo .

f.71 De reliquis fic demonftratur. In fig. 71, 72 , 73 , 74.

72 quae conftructæ funt juxta num. I42 , & quarum pri- !

73 ma pertinet ad Ellipfim , fecunda ad Parabolam, tertia

74 ad chordas jungentes. in Hyperbola bina ejufdem rami

' ' puncta , quarta ad chordas jungentes in ipfa Hyperbo

la ramos oppofitos, agatur LV pcrpcndicularis ad chor

dam circuli Tt , quam & fecabit bifariam : produca

tur LO, qua opus eft , ut circulo ipfi occurrat in M,

, & m, fccetur chorda PP bifariam in R , ducaturque

per focum F chorda Pp ipfi parallela , occurrens dire

ctrici in Q_, erectaque FI ipfi perpendiculari, quæ ne- |

ceffario alicubi occurret directrici in I , ducatur IR'

ipfam pP' fecans bifariam in R , quæ (num. 134) in

Ellipfi , & Hyperbola tranfibit per centrum , in Pa

;;; erit perpcndicularis directrici , adeoque paralle
al aX1. • i

2o8. Jam vero cum fit HP ad HF, ut O Lad OT,

& HF ad Hp , ut Ot ad OL , erit ex æqualitate per

turbata HP aad Hp, ut Ot ad OT, & HR ipfarum

HP, Hp fetnifumma in prioribus tribus figuris , femi*

differentia in poftrema, ád priorem HP, ut OV parite;

femifumma , yel femidifferentia ipfarum Ot , OT ad

priorcm Ot, Quare cum ratio HR ad HA compona

iur ex tribus HR ad HP, HP ad HF, HF ad HA, &

prima fi; eadem ac OV ad Ot, fecunda eadem ac OL

ad QT , ag t£;tia , ob triangulorum rcctangulqrum

HAF,
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HAF, OVL fimilitudinem, cadem, ac OL ad OV, erit

ipfa ratio HR ad HA eadem, ac folidi fub rectis OV,

OL, OL ad folidum fub rectis Ot , OT, OV , nimi

rum ob VO communem, ut quadratum OL ad rectam

gulum TOt , five ad rectangulum MOim ipfi æquale

(Prop. 13. Geom.). Ea ratio eft conftans , utcumque

mutata pofitione chordæ Pp 3 dummodo ejus inclinatio

ad directricem fit femper eadem, manentibus nirfiirum

femper punctis O, M , L, m. Inde autem deducitur cx

num. 2o4, omnia puncta R fore femper in eadem re

cta: Cum nimirum maneat & directio rectarum HA ,

HR, & ratio ; ac puncta H , A excurrant per rectas

IH, IF, excurret etiam punctum R per rectam ex I du

ctam, &c chordæ omnes parallelæ *ab eadem diamctro

bifariam fecabuntur : Ea autem diameter erit illa ipfa

IR' , quæ chordain per focum tranfeuntem bifariam fe

cat. Atque id quidem patet ex eo, quod ea recta de

bet fecare bifariam chordam quamvis utcupique proxi

mam chordæ PRp, tranfeunti per focum F. Sed fic ac

curatiffime demonftratur ; nam demonftratio illa gene

ralis pro chordis omnibus non habet locum , pro ea ;

quæ per focum tranfit , licet facile ad eandem reduci

poffit . . . - - - - -

239. Ratio HR ad HA eft eadeiri, ác quadrati LO

ad rectangulum MOm (num. 2o8), nimirum (Coroli:

z , & 5. Prop. 13. Geom.) ad differentiam quadrato

rum OL, LM: Quare erit HR ad RA differentiam in

prioribus tribus figuris, fummam in quarta ipfarum HR,

HA$ ut quadratum OL ad quadratum LM , quod pa

riter provenit fi in illis á quadrato OL auferatur, dif

ferentia quadratorum OL, LM , & in poftrema figura

addatur , nimirum ut quadratum OL ad qüadratum

LT, vel ut quadratufn HP ad quadratum PF, five ut

quadratum QP ad quadratum PF ; & invertendo RA

ad RH in ratione duplicata FP' ad PQ_, in qua ipfa

ratione eft RF ad R'ù , cum (num. 134) R'F, RP.

RQ,fint continue in eâ ratione fimplici . Reéta igi

tur IR dcbet tranfire per R' (num. 2o4 ) . Cum vero

. -- - F 3 ipfa
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ipfa IR' in Ellipfi , & Hyperbola tranfeat per centrum

(num 134), in Parabola fit perpendicularis direcrici ,

patet chordas omnes parallelas habere fuam diametrum ,

quæ eas omnes bifariam fecet, & tranfeat in illis per

centrum, in hac fit perpendicularis directrici , & paral

lela axi , adeoque detur invento puncto I per rectam,

FA perpendicularem cuilibet ex hujufmodi chordis ,
Q. E. D, •

- £aroll. f.

2 Io. g# reëta per centrum tranfems in Ellipff ,

?, Hyperbola, præter falas fiyperbolæ afymptotgr, & pa

fallelâ axi. im Parabola , eff diameter füar habem* orai,

matas , quas bifariam fecat , c* quarum direétio da

tur, data Sectione Comica , & ipfa diametro , nec

præter axes ulla diameter fuis ordinatis perpendicula

.:* ris eß. - -

2 1 1. Rectam enim directrici parallelam , ac perpen*

dicularem, five axes ipfos, in Ellipfi & Hyperbola, quę

quidem ordinatis fuis perpendicularis fit, effe ejufmodi

eonftat ex num 56. , & 83 . Data autem quavis alia

recta, quæ per centrum C tranfeat in fig. 71 , 73 , 74,

ea directrici occurret in aliquo puncto I , ex quo duéta

recta ad focum JF , & per F recta QF perpendiculati

ipfi IF, ipfa IC fecabit' bifariam chördas 'omnes PP

parallelas ipfi QF, quæ num. 149 femper habebun

£; in fig. 71 in Ellipfi , ac in Hyperbola habebuntur

femper , praeter cafum , quo in fig. 73 , 74 recta FQ,

inclinetur ad directricem in angulo æqualitatis, quo fo-`

He cafu rectarum eam inclinationem habentium, altera

interfectio ita recedit in infinitum , ut nufquam jam

fit . At is cafus eft ille ipfe in quo CI eft alteru

tra ex afymptotis , & ipfi QF parallela . Nam in fig.

3o recta FHz eft perpendicularis afymptoto K 2 H?

stanfeunti per centrum , & rectæ K4FH4 habenti in

clinationerì £qualitatis ad directricem , 'juxta num,

136. In Paraböla vero in fig, 72 quævis recta pa

rallela axi franfverfo occurrit directrici alicubi in I ,

undc ducta recta HF , fetta FQ huie perpendicula
. ' ffS , ,

-^
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gis , non poterit effe perpendicularis direétrici , in

quo folo cafu re£tatum ipfi parallelarum altcra interfk

&io ita in infinitum recedit , ut nufquam jam fit : cum

que femper IF fit perpendicularis ordinate Pp, nufquam

erit ipfi pcrpcndicularis diameter IR. - -

· · · · Coroll. 2,

2 I 2. g# diameter im Ellipfi occurrit perimetro in

duobus Paífit , in Parabola quevis , in unico , in Hy.

perbola quævis im duobus pertinentibus ad binos ramior

oppofitos , vel in mullo , prout jacuerit in iifdem afym

protorum angulis , quot axis tranfverfus bifariam fecat ,

vel extra , que punéia diametrorum vertices dico ; ut in

axibus : ac reéfa per hos ipfos verticer du£ta ordinati;

parallela eß tangens. Porro cum diametri magnitudinem

jmom defmio , intelligo fegmentum ipfius interceptum bimis

verticibus , ac in Hyperbola diametror jacente? im angu

Iis afymptotorum, im quibus jacet exis tranfverfus , dico

primarias , quæ jacens extra, dico fecundarias , & hæ

juidem occurrumt bimis ramis Hyperbole comjugata , ac

eorum, quoque vertices , dico illa occurfuum pum&fa , pro

earum magnitudine affumems fegmentum imterceptum binis

verticibus. Im Ellipß autem quamvis diametrum prima

riam dico refpe£tu fuarum ordinatarum , ac in utraque

diametrum parallelam ordimatis alterius diametri , feù

tamgemtibus per ejus vertices ductis , dico ejus conjuga

tam . - - - ` .

213. Nam in primis in Ellipfi chordæ omnes (num.

149. ) , in quocumque angulo inclinentur, habent bi

nas tangentes parallelas , quibus clauduntur , in quâm

tangentem fi definat chorda PP in fig. 71 , dcbcnt binae^

femiordinatæ RP, RP, quæ nimirum femper æquantur*

inter fe , fimul evanefcere , punétis P, p ' fimul cum

punéto diametri R abeuntibus in ipfum conta&um. Eo

dem argumento in Parabola, in qua ordinatæ quæcum

que unicam tangentem fibi parallclam habent , diame

ter , quæ cum fit perpendicularis dirc&rici , in unico

pun£to debet occurrere curvæ , illi occurret in illo ip

£o contactu . At, in HyPcrbola ordinatæ omnes , quae

. * F 4 ad
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Ad direétricem inclinantur in angulo minore , quafd

fit angulus æqualitatis , habent binas tangentes paral

lelas , contaétibus pertinentibus ad ramos oppofitos ,

quæ in angulo majore nullas habent . Porro in fig.

f7575. fi CH`fit alterâ ex afymptotis , & diameter qu$

dam CI accedat ad perpendiculum CE magis , quam

ipfa ; Ci minus, ac ipfis FI , £H ; Fi perpendiculares

fint FO, FQ 3 Fo , ( num. I34 ) quæ num. 2 I I. erunt

parallelæ ordinatis diam etrorum CI, CH, Ci , fatis pa

tet , FO inclinari ad directricem in angulo minore ,

juam FQ , qug ipfi afymptoto parallela , ob angulum

È pariter reétum , inclinatur in angulo æqualitatis;

Fo in angulo majore y adeoque prout diameter acceffe

1 it magis , quam utravis ex afymptotis CH, Ch ad a

xem CEF, vel minus, nimirum prout jacuerit in eo

afymptotorum angulo HCh ; quem axis tranfverfus fe

cat, vel extra , habebit binas tangentes fuis erdinatis

paraIlelas, & pertinentes ad ramos oppofitos , vel nul

Has (nu. 149) , & in primo cafu per illos ipfos conta

<tus tranfire debebit , eodcm argumento , in fecundo

nufquam occurret perimetro , cui fi ufpiam occurreret,

habcretur ibi tangens ordinatis parallela ; deberet enim

ejus ordinata abire in tangentem , coeuntibus nimi

rum binis ejus extremis punétis , que fi non coirent ,

diameter ipfa ordinatam per idem punétum non fecaret
bifariam.

Coroll. 3.

214. Diameter aream Comicæ Se?iemi, terminatam

ordinata quavis, & totam in Ellipß aream bifariam fe
£4t.

215. Patet ex eo , quod fi concipiatùr ordinata a

ygrtice diametri motu continuo , & parallelo delata,

binæ femiordinatæ femper fibi æquales , & eadem ce

#: Progrcdicntes , generabunt areas femper æ
quales.

Corll. 4.



E L E M E N T À . * g9

*.-

Υ - _ _

Í Coroll. 4.

» 16. Chorde per bima extrema bimarum ordimatarum,

' puníta dutiae , ac tangentes per bina extrema du£ie ejuf
Zlem chordæ , ß parallelæ non funt , concurrunt im dia

hmetro : diameter vero per concurfum tamgentium du

&}a, habet pro ordimata chordam jungentem binos com

taétus. • • • - -

217. Cum eriim in Fig. 76, 77, ordinate A B ; ab F.7&

bifariam fecentur a diametro in E, & e , erit eb ad 77

&a, ut EB ad EA, adeoque binae recte. aA , bB debent

(num. 2o4) cQncurrere cum diametro Ee in eodem ejus

punéto D. Ubi autem coeuntibus ordinatis ab , AB,

fe&te AD, BD definunt in tangentes Ad , Bd , debe

bit punctum d manere in ipfa diametro • Hinc autemi

& poftremum fponte fiuit.

Coroll. 5.

218. Ellipfis centro, & utrique foco cavitatem obver

fit, Parabola foco cavitatem , Hyperbolæ ramus uterque

cemtro comvexitatem , foco vero ramus citerior cavitatem,

ulterior convexitatem.

219. Nam in Ellipfi chorde omnes, adeoque omnia

arcus puncta ( num. I49. ) jacent inter binas tangen

tes , inter quas & centrum jacet , quod fitum eft in

medio inter binos contactus , & focus üterque , cum

chordæ per eos ductæ debeant iifdem tangentibus con

tineri; adeoque Ellipfis & centro , & utrique foco ca

vitatem obvertit . ln parabola focus jacet ad eas par

tcs s ad quas chordæ jacent refpectu tangentis , & in

Hyperbola centrum inter binas tangentes , extra quas

chordg jacent cum arcubus s focus ad eam plagam ver

„fus quam ramus citerior protenditur , ramo ulteriore

vergente ad partes oppofitas . Patent igitur , qus pro- .

pofuimus etiam in iis.

~_ : ' SCHO
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A%q. Uod ad curvaturam pertinet refpe&u foco,

- rum , poterat crui etiam immediate ex nu.

149 ; fed `libuit potius huc refervare , ut fimul haberen

tur etiam ea , quae pcrtinent ad centra . Porro quo

- vergat curvatura refpe&tu foci & centri , neceffario de

- * monftrandum eft , cum inter cætera ubi in Mechanica

iaquiritur in vires , quibus Se&tiones Conicæ defcribi

poffunt , inde pendeat , utrum eæ tendere debeant ad

datum pun&um , an ab ipfo : nimirum utrum attraéîi.

væ effe debeant, an vero repulfivae. Jam vero faciemus

gradum ad proprietates quafdam Hyperbolæ relatæ ad

afymptotos, quæ ab hac diametrorum chordas bifariam

fecantium proprietate pendeát, & fœcundiffimæ iterum

funt, ac quædam etiam , quæ Hyperbola habet Ellipfi

quoque communia, fponte progignunt. -

Coroll. 6.

· 22 1. Am Hyperbola fegmentum chorde interceptum im

ter unum extremum , & unam afymptotum, aequatur feg*

mento intercepto inter alterum , & alteram , ac diame

ter , ubi ordimata* bifariam fecat , fecat etiam bifariam

earum, /? opus e/?, produtiarum fegmentum imterceptum a*

fymptoti*. * - -

• 222. Sit enim ejufmodi chorda Pp terminata ad eun

F.78 dcm ramum in fig. 78 , ad oppofitos in fig. 79 , quæ i
79 9ccurrat afymptotis in punétis H, h . Si PH , ph non

'^ funt æquales, erit altera, ut PH, major . Abfciffa PO

aquali pb , ex C pcr O ducatur reétâ, quæ (num.* 12)

occurret alicubi eidem ramo in P, ac reéta per P pa

rallcla chordæ priori occurrat afymptotis in H' , & h',

Hyperbolæ iterum in p'. Diameter quidem, quæ hujuf

modi. chordas pro, ordinatis habet, per centrum C tran

fibit, & ipfas chordas fecabit bifariam in R , & R':

( num. 2o6 ) , Cum igitur aequentur & RP, RP , &

PO » ph , erit & RO æqualis Rh ; adeoque ( n. 204)

£z RP', & Ah' æquales erunt , nimirum & Rp, R'h'

'. . . . æq;tsa

^



| E L E M E N T A. • . , y;

aequantur , pars » & totum ._Æquales igitur funt' ipfa

PH, ph , & adita communi PP , ip(k pH , Ph æquales

erunt, ac additis RP, RP £qualibus crunt & RH, Rh

% .£quales , - -IV, e a Coroll. 7.

1. 223. Tangeps Hyperbolae afymptatis terminata , fecan

! pur bifariam im ipfe contaétm , ac reéla ex ipfo conta&iu

$ Idu£}a parallela alteri afymptoto ufque ad alteram , erit

(! aimidi4 fegmenti afymptoti prioris iatercepti inter cem

$ trum & tam gentem, ac fecabit bifariam fegmentum ejuf
{ modi pofferioris. . •

- 224. Si enim in fig. 78 re£taHPph abeat in tangen

tem AIa , abeuntibus pun&is P, p in contaétuip l de

bcbit AI effe aequalis lat quare duéta præterea ID pa

rallela CA , donec occurrat C4 in P , erit & DC æ

! qualis Da : ac ob Ia dimidiam A4 , erit & ID dimi

1 dia AC,

Coroll, 8,

22 5. Si e bimis pun&is P, p quibufvis Hyperbole, in

fg. 83, 81 , inclineatur, ad íita: afymptotos bine re£te F.go

! PB , PO, & pb , pg im quibufvis binis , angulis datir, §;

£ reííam gulum BPO fùb bimis imclinatis ab uno punóto ,

β erit femper æquale re£iangulo bpo fub inclinatis, ab ali• ,

quod proinde mutato punčto P utcumque manehit femper

magnitudinis ejufdem, ' ;

zz6. Nam ob parallelas erit PB ad ph , ut PH ad

A.

%

j? pH , five fumptis æqualibus , ut ph ad Ph , nimirum ,

¢ 'ob parallelas , ut po ad PO : ac proinde re&angulum

} fub extremis PB, PO £quale re&angulo fub mcdiis

p4» pe , ' Coroll. 9. ' -

! T 227. Si e quovis pum&fo Hyperbole P ordinetur PD al- ;

j teri afymptoto , parallela alteri , retiangulum fub abfcif- '

a fe a centra CD, & ejufmodi ordinata erit femper con

, fiam*, quod re&fangulum dicitur Potentia Hyperbole ; a

j deoque mutato utcumque pumêto, erumt ordinatæ im ratione

; reciproca /implici abfciffarum, - . . • •

; 228. Nam fi PO, PB abeant in PD, PR parallelas

binis afymptotis , erit adhuc conftans rcctangülum fub

»:
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PD, PB, quæ abiens in PR evadit æqualis CD , laté

ri oppofito^parallelogtammi PRCD_._ Erit igitut con- '

ftans etiam reétangulum fub CD, DP, & refpeétu bi

norum pun&orum P. p, erit PD ad pd , ut cd ad CD.

s c H o L 1 U M II. 1

229. H£ conftans Hyperbolæ potentia eft ufia e

praecipuis proprietatibus Hyperbolarum , &

affumi folet pro determinatione naturæ ipfius Hyperbo

íæ relatæ ad afymptotos , ita ut curvæ , in quibus or

dinatæ funt in aliqua ratione multiplicata, vel fubmul

tiplicata reciproca âbfciffarum 3 ut hic funt, in fimplici,

appellentur Hyperbolæ altiores. Ex ea plurimæ proprie

tätes profluunt, quarum aliquas s ut monui eruam fe

quentibus Corollariis, tum fegrediar ad cas» quae eru

úntur e precedentibus Corollariis. , ex quibus etiam illa

ipfa potentia fponte profluxit.
- - Coroll. Io.

23o. Pofitis iifäem, area tam parallelogrammiCDPR,

quod comtimemt bimæ re&tae ordimate ab eodem Pun&to P

ad bimas afymptotos cum ipfi, afymptotis , quam triam

guli CDP | quam continet abfciffa; ordinata afymptoto,

& femidiameter ; ac area in fig. 78 ACa , quam com

timet tamgems ad afymptotos terminata cum ipfis afymp

ptotis , fumt magnitúdinis femper conffamtis.

' 231.7 Si ehim PB fit afymptoto perpendicularis ,

adhuc erit conftans re&tangulum fub PD , & PB ,

five fub CR , & PB , mimirum fa&tum ex bafi , &

altitudine parallelogrammi CDPR , adeoque tam ejus

F.78 area , quam area trianguli PCD ejus dimidii : Du

'/*&ta autem HD in fig. 78. parallela afymptoto AC ;

erit ob Aa fe&am bifariam in I ( numer. 223 ) , a

rea ACa dupla areæ ICa , adeoque , ob aC feétam

itidem bifariam in D » quadrupla areæ CDI con

ftantis .

Q'•-



------

-

_-i_- —===– – —=—

|
|

i}

Wr

.

E L E M E N T A. '73

Coroll. I I.

232. $i im fig. 8o. e. binis punëtis P, p ejufäem ra-F.8a

mi áyperbolæ ducantur binæ ordinata PD , pd ad alte

ram àfymptotum , & bine aliæ PR, pr ad alteram , a

rea DËpd claufa arcu, afymptoto , & prioribus bimi* or

,dinatis, æquabitur aree RPpr claufe eodem arcu , alte

ra afymptoto , &Å. bimis , ac earum fingu

le erumt equales aree feétoris PCp terminati ad cem

trum C. - /

233. Si enim PD , pr fibi mutuo occurrant in e ,

area Crpd gquabitur ( num. 23o ) areæ CRPD. Qua

re dempta communi CreD , & addita communi Pep ,

erit' area DPpd gqualis aree RPpr . Quoniam vero &

area trianguli CDP æquatur áreae trianguli Cdp , fi

PD , Cp fibi invicem occurrant in I , dempta com

muni CID , & addita communi PIp , erit area

fe&oris PCP æqualis areæ DPpd , adeoque & RPpr.

- Coroll. 12.

234. Comcurfus e ordinatae PD im fig. 82 ad alte

ram âfymptotum , cum ordinata rp ad alteram , & com

curfus TE ordimatæ RP cum ordimata dp fit in diame

tro primaria ICi habemte pro ordinata [chodam Pp , &:

J e "vertice I ejus diametri ducatur ordinata IM ad

Alteram afymptotum , erunt & abfeiffe CD , CM ,

Cd , & ordinatæ DP , MI , dp contimue proportio

nales -

235. Duétis enim Ce , CE , erit ( num. 227 ) CD

ad Cd , ut pd , five De ad DP , five dE. Quare ob

angulos CDe, CdE in parallelis equales , fimilia erunt

triangula CDe, CdE, & angulus DCe æqualis angu

lo dCE ac proptereà recta Öe fupra CE cadit : ipfa

autem Ee diameter parallelogrammi PepE bifariam fe

cat. alteram ejus diametrum Pp in B , ut facile

golligitur . Qgare cum Ee tranfeat pcr centrum C,

ipfa erit diaméter habens pro ordinata eandem Pp ,

qu£ fi occurrat perimetro in I , & ducatur IM

6rdinata ad afymptotum Cd , … erit ob ' trian

* - - gu!orum

„•*"

s

F.83
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guiorum fimilitudinem CD ad CM ; ut De , five ap

ad MI s nimirum ( num. 227. ) ut CM ad Cd, adeo'.

- que CD, CM ; Cd in continua proportione ; quibus

cum fint reciproce proportionales (num. 227 , PD, IM,

pd} erufft & ipfè in continuâ proportione.

- • Coroll. 13.

' 336. Si fùmantur abfciffe in altera afymptoto im com

tinua proportione geometrica , & erigantur ordinatæ alte

?i afymptoto parallelæ, areæ &laufe binis quibufvi; proxi

»;* ordinatis , arcù , & afymptoto erunt imter fè equa

Ies ; ac inter fe equales arée Se&torum termimatorum ad

centrum a bini, quibufvis proximis ordinatarum vertici

bus , conßituentibus progreffionem geometricam abfeiff* ,

vel ordinatis : area computata a data quavis ordinata ,

vel a data quavis femidiamutro per ordinatæ : verticem

duêía ufque ad fèquentes ordinata* } vel femidiametro*

crefcet în progreffíone arithmetica , & area claufa ordi

máta quavis , arcu , & afymptoto crefcet in infimitum ,

/í arcu, & afymptotus in infimitum producantur.

237. Nam exiftentibus CD , CM , Cd in continuâ

proportione geometíica , ut & DP, MI, dp , recta CI

num. 234) fecat bifariam chordam PP in B, & proini

á triangula PCB, PCB habentia bafes PB, pB gquales,

& eandem altitudinem in Chabent areas æquales, a qui

bus fi demantur are£ hyperbolicg PIB, pIB æquales (n.

z 14 ) remanebunt æquales etiam aree fe&tórüm PCl ,

IC5, adeoque & areg Hyperbolice PDMI , IMdp , qug

illis gquales funt ( num. 232 ) erunt inter fe equales.

Eodem autcm paéto fumpta Cm tertia poft CM , Cd ,

invenietur areâ feétoris pCi 5 vel quadrilinei dpim g

qualis prioribus , atque ita porro affumptis novis abfcif

fis ip continua proportione geometrica , ac remanenti

bus in eadem rcciproca ordinatis, areis fe&torum inci

Fientibus a quavis fcmâdiametro, CP , vel areis quadri

lineis incipientibus a quavis ordinata PD accedent mo

va incrementà fempcr aequalia , atque areæ proinde cre

fsent is, rationc arithmctica , Cumquc numerus ab

fcif
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;

;

1

fciffarum in geometrica proportione affumptarum auge

ri poffit in infinitum , poteft ctiam in infinitum auge

ri humerus incrementorum illorum æqualium ; quo

rum proinde fummâ,quamvis finitam magnitudinem ex

tedct ,

S c H o L I U M IIi.

238. H£ areæ in arithmetica progrefTione cre

fcentis proprietas , dum abfciffae crefcunt in

progreffione geometrica eft admoduminfignis & notatu

digna . Inde enim fit, ut areæ Hyperbolicæ haberi pof

fint pro logarithmis numerorum , quos exprimunt ab

{ciffae ; quin imo opc ipfius areæ Hyperbolicae compu

tatæ methodo , quæ ope calculi integralis facile inveni

tur , logarithmi quoque computántur , & computatis

fcmel lögarithmis; area Hyperbolæ claufa datis ordina

tis, & abfciffis facile invenitur : Sed hic geometricas,

nori arithmeticas proprietates perfequimur Sc&ionum

Conicarum . • , • • - -

- 239. Pergam igitur ad aliam proprietatem , quæ pa

riter ex conftanti illa potcntia Hyperbolæ deducitur, cuì

alias ex aliis prorumpentes adjiciam.

Coroll. 14.

24o. Re&ta alteri afymptoto parallela , occurrum, bimis

ramis Hyperbolarum conjiigatarüm , fecatur bifariam ab

altera afymptoto , ac Hyperbolarum conjugatarum potemi

ziæ æqualer fump. -

241. Sint enim in fig. 83 juxta num. 176 axes com*

munes Mm, Xx , communes afymptoti TB, tb occur

rent&s tangentibus per axium vertices duétis in T, ? »

B. ® . Re&ta MX parallela afymptoto T3 fecabitur ab
Ê bifariàm in O, ut TB in C. Si autem

quævis alia ipfi parallela IL occurrat Ct in D, erit ( n.

aa7 ) DI ad MÖ, ut CO ad CD , ut DL ad OX,

adeoque ob QM, OXæquales, æquabuntur & DI,DL.

lads vsro & rcctangula'CDI, CöL, quæ fùnt bina
- rufn •
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rum Hypcrbolarum conjugatorum potentiae , aequalia

funt •

Coroll. I 5 •

242. 7Tangem* afymptotis imtercepta æquatur diametro

?onjugate ejus diametri , que per conta&ium tramfit ,

a£ re&ta jumgems - im vertice binas diametror comjugatas,

& alteri afymptoto parallela ab altera fecatur bifa,

734m .

243. Si enim AIa fig. 83. fit ejufmodi tangens, erit

{num. 223 ) CA duplâ Dî, adeòque æqualis IL, cui

cum parallela fit , erunt & AI , CL equales , & pa

rallele adeoque & eorum dupla Aa, Ll`equalia. Dia

meter autem LCl cum parallela fit tangenti AIa , erit

f num. 212 ) conjugata diametri ICi, & recta IL jun

3cns earum diametrorum vertices, afymptoto TB paral

1cla, ab afymptoto bt bifariam fecatür.

- Coroll. I 6.

344. Diametri conjugate in Hyperbolis fumt /ά im

vicem conjugatæ quatuor tamgemtes per earum vertices du

£f* concurrunt im afyptotis , ubi parallelogramum confti

faunt infcriptum figúræ claufe quatuor Hyperbolarum ra

mis , cujus area eß femper conffam* , 4qualis mimi^

rum rectangulo fub axibus , ac parallelogrammum fe

midiametrorum comjugatarum rectangulo fub femiaxibus .

245. Ducta enim in fig. 83. aLQ patallela iCI, erit

fegmentum afymptoti CQJgquale IL , adeoque duplum

DL, ac proinde aLQ, tangens ( num. 223 ) , & ducta

1di, ac fumpta dq æquali dC , patet ob Cl, Ci, ae

quales CL, CI , fore & li æqualem LI , adeoque ae

qualem tam CA, quam CQJ, & proinde dl, di dimi

dias CA , CQJQgare Al , Q£ convergent ad idem

punétum qita, ut fit Cq dupla dq, & Aq Qg feétæ bifa

riam in l, i, adeoque tangentes . Erit igitur & dia

meter Ii parallela tangentibus duétis per vertices dia

metri Ll, adeoque ejus conjugata : & A aQ q erit pa

rallelogrammum, quatuor tangentium , cujus area con

ftanter æqualis erit areæ re&tanguliTtB&, cum fint qua- .

druplæ

:
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:

druple triangulorum ACa , TCt equalium / num. 22o)

& area CHaL parallelogrammi {emidiametrorum con

jugatarum , vcl area ACLI gui ea cquatur , gqualis 3:

réé TMCx 3 cum fint duplς triangulorum ACI,TCM

pariter çqualium. - -

Corell. 17.

246. Omnium diametrorum primariarum minima e/?

axis tramfverfur , fecundariarum comjwgatus ; quarum

verticer quo magis ab axe ipfè tramfverfo vel conjugata

recedumt , eo majores fumt , mec miß binæ binc imae im

æqualibus angulis imclinatæ æquales : primaria antem eff

major , equalis , vel minor refpečtu fue conjugatæ , ac

anguli afymptotorum, im quibus iacet axis tranfverfus ,

& Hyperbola, funt acuti reëìi, vel obtufi , prout axis

tranfverfus fuerit , major, æqualis , vel minor refpeéta

cemjugati. -

247. Nam quo magis femiordinata RI diftat a vcr

tice axis M*, co magis crefcit ( num. 79 ) & ipfa, ac

crefcente abfciffa a êentro CR , crefcit & fumma qua

gratorum utriufque , adeoque crefcit femidiameter CI.

Eo autem magis & IL reëcdit ab MX, adeoque L ab

X, & proinde eo magis crefcit femidiameter fecunda

ria CL, cum ea fit primaria Hyperbole$ . Bi

næ autem CI, CN, terminate ad pun&a I,N ordinat

£ííííííííííííííííííííííí
CR latus comimune, & RI, RN latera æqualia trian*,

gulorum re&angulorumCRl,CRN, æquales funt. Porro

cum in triangulisCOM, COX latus CO fit commune,

& OM , OX latera æqualia ( n, 24a) , prout (emia*

xis tranfverfus CM fuerit major , æqualis , vel miner

refpeétu conjugati CX , etiam angulus COM erit

major æqualis , vcl minor angulo COX , adeo

que » ob MX , IL parallelas , & CDI major, æqua

lis , vel minor CDL , & femidiameter primaria CF

major , aequalis , vel minor CL . Contra vero angu

afymptotorum TCt æqualis alterno COX erit mi

nor , aequalis , vel major OCB, qui equatur MOC ,

adcoque is angulus TCt afymptotórum , in quo jacet
Bofcovich. Tom, ///, G • axis

\

\
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axis tranfverfus & Hyperbola erit acutus , reétus , vel
obtufus. • • •

• • • • * • Coroll. 18., -

248. Differentia quadratorum bimarum femidiametro

£um comjugatarum e/? ad quadruplam potentiam Hyper

bole ipfius , ut co/inus anguli afymptotorum ad radium

adeoque femper conffamj , & æqualis differentiæ quadra

torum femiaxium,. . . . . . • • • •

F.;§ 249, Ducta enim in fig. 78 IV perpendiculari afym

ptoto Ca , differentia quadratorum femidiametri CI ,

& tangentis Ia que tangens æquatur ( num. 242 ) fe

midiametro conjugate diametri Ii erit fempcr eadem ,

ac differentia quadratorum CV , Va , cum ob angu

los ad V re&tos , quadratum , illius feinidiaimetri æ

quetur quadratis CV, VI fimul, & quadratuni Ia qua

dratis aV , VI fimul . Porro quadrãtum CV excedit

bina quadrata CD, DV per binia reétangula CDV , &

quadratum aV deficit a binis quadratis Da , DV per

bina reétangula VDa , five à binis quadratis illis ip

fis CD , DV per bina illa ipfa rectangula CDV. Igi

tur differentia quadratorum CV 3 Va æquatur quadru

plo re&tangulo fub CD , DV. Eft autem re&tangulum

fub CD , DV ad reétangulum fub CD, DI , five ad |

potentiam Hyperbolæ in ratione DV ad DI, nimirum i

ut cofinus anguli VDI, , five interni , & oppofiti aCA

ad radium , adeoque conftans ; & cum axes ipfi fint

diametri conjugate , erit æqualis differentiæ quadrato

tum femiaxium.

S C H O L I U M IV. '

25o. H'j jam ex conftanti illa Hyperbolæ pd*

tentia deductis redeuridum ad n. 223 , ex

quo potentia ipfa conftans dedücta eft , ut alium fur

- culum inde fimul cum ea prorumpentem. perfequamur,

qui tamen minus fœcundus eft • -

» Co
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*. Coroll. 19. . - **

35 1. Si chorda occurrat afymptoti , ra$angula fa#

vtravis interfeétione cum afymptoto , & binis cum peri

metro Hyperbale , vel utrajis ex his ; & illis Hirtis ,

aqualia erunt inter fe , & mutata utcumque pofitione

charde ; dùmzmzodo maneae directio , erunt femper ma

gnitudinis conßantis , æqualia mimirum femper, quadra

to Jemidiametri parallelæ ipfis chordi* $ ac ubi chorda

ad umicum ramum terminatur , quadrato etiam tam;em

ti* imterceptæ comtactu , & utravis afymptoto , & /?

ipfâ chorda occurrat etiam Hyperbalis comj:gatis ,

ejufmodi reétângula imter fe æqualia , & ro^/fantia erumt

aëto.

, 353. Cum enim fint iii fig. 78, 79 equales inter F.#3

fe ( num. 22 I. ) HP, ph ; & Hp , hP , , æqualia erunt 79

quatuor rectangulâ HPh, Hph, PHp , Php , & manen

tibus directionibus PH ; Ph ad afymptotos , rc&angu

lum HPh erit femper magnitudinis conftantis ( num.

225 ). Abeuntibus autem iri fig. 78 punctis P , p in

contaétu Is abit reétangulum PHP in quadratum tan

gentis AI ; cui æqualis eft ( num. 242 ) femidiame

ter parallela ipfi; & chordis Pp : ac in fig. 79 abeun

tibus punctis H, h in centurm C , abit rectangulum

HPh in quadratum femidiametri CI. Hinc autem fi in

fig. 84 fint iI; Ll diatnetri conjügatæ , & ipfâ chorda

PP occuirat præterea Hyperbole conjugate iii N , m ,

tum quatuor illa tectangulâ HPh , Hph , PHp , Php. ,

tum quatuor NHm. Nhm, HNh, Hmh crunt æqualiaei

dem quadrato femidiametri CL.

Coroll. zo. - -

353. Si fig. 84 e vertice p femidiametri primariæ in

quamvis diametrum primariam ICi ducatur femiordina

ra pR , & e vertice D femidiametri CD ejus conjuga

pa rectæ DE ip/î pR parallela ; erit quadra tum CE ab

/ciffe a ven:ro per pofferiorem, æquale re:tam gulo fub

IR., Ri abfciffis a bimis verticibus per priorem , &

differentia binorum quadratorum bimarum abfciffarum

a centro CE, CR æquabitur quadrato femidiametri CI,

G 2 im
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ím quam femiordinata eff demiffa : differentia vere

quadratorum, femiordinatæ pR , & parallelæ DE qua

drato femidiametri CL conjugate ipfius CI , & idem

habebitur ß ea femiordinata , & ejus parallela duca*-

tur im diametrum fecundariam , fed ibi quadratum

abfciffe a centro per ordimatam æquabitur reétamgulo fub

abfeiffs a bimis verticibus per parallelam. -

' 254. Nam fi Cp, CD fint femidiametri conjugatae ,

pD erit parallela afymptoto AQ ( num. 242 ) , & fe

άa bifariam a Ca in V, Quare fi Rp occurrat afym

ptotis in, H, h, & ducatur hD , quae occurrat afym

ptoto HC in H' , erit ( n. ao4 ) etiam HH' fe&ta bi

fariam in C, & cum Hh fecetur bifariam in R ( nu,

22 1 ) erit hH' parallela CR, adeoque ordinata diame

tri lCL, & ab ea fe&ta bifariam in R!.

255. Jam yero reétangulum hDH' ( quod eft æqua

!e (num. 25 1 ) quadrato CI ) una cum quadrato R*D,

five CE equatur quadrato R'h , five CR , vel quadra

to CI, & rectangulo IRi ; adeoque dempto utrobique

quadrato CI , quadratum CE gquatur veétangulo IRi.

Pariter cum quadrata CE, CI fimul aequentur quadra

to CR , erit quadratum CI differentia quadratorum

CR, CE; quadratorum vero ED, Rp , five Rb , Rp

differentia eft reétangulum hpH , five ( num. 25 1)qua

dratum CL. Demum ut Cp, CI funt femidiametri pri

gmarig , CD, CL fecundarie refpe&u Hyperbole PIp, illg

funt fecundariæ, he primariæ refpectuHyperbolæ DL .

Qgare patent tam quæ de primariis , quam , quæ de

fecundariis diametris affirmaveram. ' ' -

Coroll. 21,

256. Quadratum femiordimate , ad differemtiam, qua

dratorum Ju« femidiametri, & abfciffe á cemtro im dia

tnetrí* primariis , fummam in fecumdariis , & ad re&iam.

gulum in illis fub bivit abfeiffs a binis diametri ver

ficibus eff ut quadratum femidiametri, vel diametricom

igata ad quadratum, illiu* ip/ius fue femidiametri, vtidiamgtri, * ... , - • . • • • - - -

256. Si

—_
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33j. Si enim præterea diameter primaria Ii occurrat

friæ ordinatæ in R, erit quadratum Rh , five quadra

tum Rp cum re&tangulo Hph, nimirum bina quadra

ta Rp, CL ad quadratum Iä; five CL, ut, quadratum

CR , five quadratum Ci cum re&angüdo IRi adqua

dratum Ci ; ac dividendo quadratum Rp ad quadra

tum CL; ut diff;rentia quadratorum CR 3. CI, ,Tfive ut
reétangulum IRi ad quadratum CI 5 vel alternando

quadraturii RP ad differentiam quadratorum CR , CI,

vel ad rectangulum HRi ; ut quadratum CL adquadra

tum Ci , velut quadratum totius Ll ad quadratum to

tius Ii. -
-

258. Qgod fi diámeter fecundatia ii dccurrat in R'

fuae ordinátæ PP', afymptotis autem in h, H', erit qua

dratum R'h ad quadratum La , five CI, ut quadratüm

CR' ad quadratum CL , & componendo , quadratum.

R'h cum quadrato CH, five cum re&angu lo p'bP', (n.

15 1) nimirum quadratuni R? ad quadra tum CI , ur

fumma quadratorum CR', CL ad quadr a tum CL, &

alternando quadratum R'P' ad fummam quadratorum;

CR', CL, ut quadratum CI ad quadratum – CL , five

üt quadratum totius Ii ad quadratum totius Ll.

§ C H 6 L i U M v.

359. H'É deduétis geheraliter pro quavis Hyper

- bolarum fpecie , addam hîc poftremo íion.

nulla, quæ pertinent ad Hyperbolam aequilateram, qú.

nimirum habsr latüs rectum aequale , axi tranfverfo, A.

deoque & ipfos axes æqualcs , & juxta num. 246 an

gulos afymptotorum rectos . Pleraq tie , quae ad ipfam

Hyperbolam æquilateram pertinent , deducuntur e& iis,

quæ hic pro Hyperbolis in genere . demonftravimus ,

adeoque hic pariter locum fibi vind icant . Hnterea n61

tandum illud : Hyperbolam æquilateram effc id inter

Hyperbolas, quod cft circulus inter Ellipfes . Nam Ei.

lipfis , cujus axes zqualcs fint , jam in circulum mi.

grat.

G 3 Coroll. aa.

\ L~ .
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, '. Coroll. 22.

26o. Hyperbola , que axem tranfverfam habet «quae,

lgm conjugato , habet primo latus reëihm equale axi

tramf erfo , umde & æquilatera dicitur : Secundo quaea

ararum diffamtiae foci a centro duplum quadrati aaeis

vtriuslibet : Tertio angulos afymptotorum reífos : Quarto

potentiam «qualem dimidio quadrato femiaxis ut}iusli

?et : Quinto quafvis diametros conjugatas eguales : Se*

to quadratum cujufvis femiordinate cujuslibet diametrâ

primariæ æquale reéfam gulo fub binis abfeiff r a bimi*

zerticibus : Septimo quadratum, cujufvis femiordimatæ ca

juslibet diametri fecundariæ æquale fummae quadrato

rum femidiametri ipfius vel primariae , vel ejus conjuga

ta , & abfciffe a centro : 0£lavo ipfam fem»iordim*- .

tam ad axem conjugatum «qualem diffamtie fhi eon

curfus cum ipfo axe a vertice axis tranfverfi : Vono

e biwis diametris primariis , vel e bimis fecunda»ii*

«qualibus , habet alteram alterius comjugatæ perpendicu

larem. - - - - - - -

261. Primum patet , cum fit ( num. 71 ) latus re

€tum tertium proportionale poft binos axes. Secun

dum deducitur ex num. 64. cum : quadratufn diftantiæ

foci a centro aequetur fumme quadratorum binorum

femiaxium , adeoque ubi ii equales furtt , duplo qua

drato utriuslibet . Tertium demonftratum cft num. 246.

„F.83 Quartum patct in fig. 83. Nam fi angulus TCt fue

rit in ea re&us & COM ac MCO femire&us , &

OC £qualis OM, adeoque re&angulum fub CO , &

OM, quod ( num. 227 , dicitur potentia Hyperbolæ,

acquabitur quadrato utriuslibet CO , vel OM , nimi

rum dimidio quadrato CM, vel CX. Quintum demon

ftratum eft n. 246, & eruitur etiam ex n. 248 : cùm

quadratorum differentia nulla fit in axibus , adeoque

nulla in quibufvis diafnetris conjugatis . Sextum dedu

gitur:ex quinto, & ex num. 256 , curn nimirum qua

dratum femiordinatè ad ré&tangulum fùb iis abfciffis

debeat efîè ut quadratum femidiametri- conjugate , ad

quadratum ejus £nidiametri primariæ , quæ in Hy
*. - . . • - per



E L E M E N T A. 83

perbola , aequilatcra eft ratio æqualitatis. Septimum

patet ex eodem numero , nam in diamctris fecunda

fiis quadratum femiordinátæ eodem argumento erit ad

fummam quadratorum ejus femidia:metri , & abfciffe

a centro pariter in ratione æqualitatis . Oétavum pa

tet ex feptimo & tertio . Nam ex feptimo fi in fig. \

84. Ii, Ll fint axes , erit quadratum RP æquale quì- F.84

dratis CR', CI , & ex tertio angulus ICR' reétus ,

adeoque fi concipiatur R'I , erit ejus quadratum æqua

le pariter quadratis CI , CR' adeoque quadrato R?',

ac proinde ipfa R'p' ipfi R'I æqualis . Nonum facile

deducitur e quinto : nam in fig. 83 fi CN fit equa- F.83

lis CI erit & angulus NCR æqualis ICR ('nu. 245).

adeoque & NCG, æqualis, ICD, qui 9b omnia latera

triangulorum CDI, CDL æqualia , erit æqualis angu

lo DCL . Quare addito NCD communi erit NCL æ

qualis reéto GCD . Sunt autem NC , IC femidiame

tri primariæ refpeétu Hyperbolæ NMI , & CL conju

gata pofterioris, ac eædem funt fecundariae refpeétu Hy

perbolæ LX , adeoque valet idem pro utroquej diame

trorum genere. " - -

*• • , Coroll. 23.

262. Si e binis verticibus V, u in fig. 85 cujufvis

diametri primariæ Hyperbolæ æquilatere', ducantur bin«

reëtæ ad quodvis punélum P ejus perimetri ,& per zwerticem

V ejufdem rami tangens VI occurrems ipß üP in I, an

gulus Vup æquabitur angulo VPR , vel PVI , adeoque

quadratum choraae VP æquabitur. re&fangulo u!PI ; diffe

remtia amgulorum ad bafim Vu triamguli VPu conffan

ter æquabitur angulo uVI, quem continet tangens VI cum.

diametro Vu. ' . -

263. Duéta enim femiordinata PR, quæ erit paral

lela tangenti VI, erit ( num. 26o ) quadratum ipfius

PR æqualc reétangulo μRV , adeoque uR ad PR, ut

PR ad RV, nimirum ab angulum ad R communem

fimilia triangula VRP, PRu, & angulus RuP æqualis

ángulo VPR , adeoque & aftcrno PVI. Qgare ob an

gulum ad P communem, etiam triangula IVP, PwV rc
G 4 ma



84 s£cfIoNtJM coNICARUM
manent fimilia, & IP ad, PV, ut PV ad Pu, acquadrá

tüm VP æquale re&tangulo WPI. Eft autem angulus w

differetitia anguli uVP ab angulo IVP , five WwP;

S C H O L I U M Vf.

.^ 364. A Tqüé hoe , quidem pa&ô èx confttu&iorie

problematis tertii eruimus primariam prò
prietatem diametrorum 9rdinatas^ fuas fecahtium öifa

fiam, & inde Hyperbolæ ad afymptotos relate proprie

tates deduximus alias nihilo minus fœcundas , âc Hy

perbole demum cquilaterç naturam , & proprietates

plerafqüe . In hac Poftrema habctur, etiam alia quç

äam élegaris analogia ipfius Hyperbole æqüilatcr£ cuin

circula, & conftruótio locigcometrici, cujüs üfus non

nunquam occurrit. *,

F.s4 365. Conftat ex primis Gegmetriae elementis in cif

cülo fupra chordam quamvis, Vu in fig. 8é ád quod

vis peripheriæ ponétum P ad eandem `ab ipfa chorda

tem jacentis du&as binas r&άas , continerel angu

um VFu femper æqualem, cujùs nimirum mcnfura'eft

arcus dimidius VHm , cui infiftit , five qui ab eâdemi

chorda fubtenditur ad partem oppofitam ? Quare in cir

culo reliquorùm angulorum PVw, PuV fumma eft fem

yer conftäns , équalis nimirum complemerito anguli

Pu duos re&os 5 qui cüm fit çqualis, angulo wVI ,

quem tangens Vi ad Partem opppfitam duéta contiget

êum ipfa chorda s.erit.fumma illa angulorum PVu s

PuV æqualis angulo VI, quem ea chörda ad eándem

partem continet cum tangente VI ; dum in Hyperbola,

hon fùmma, fed differéntia angulorum Pyw, fuV æ*
quatur angulo uVI, quem diamieter wV cóntinet pari

ter cum tangente Vl ad eandem partem. - -

266. Hinc fi queratur hujufmódi Problema , fùper

data baß conffituere triangulum ita , nt fùmma , vet

differentia angulorum ad ba/m equetur angulo dato ; u

trumque Problema erit indeterminatum , infinitas ni

mirum folutioncs admittcns ». quas omnes idem con

… ' tinuus



E L E M E N T A.; $85

iindus laeus geometricus compleétitur , qui pro füm*

ma erit arcus circuli , pro differentia crus infinitum

Hyperbolæ · Pro utreque autem conftruétio eft hujuf

modi . Ad punótum V extremnm date bafi, fiat angu

lus uVI æqualis date fumme , vel differentiae. Tumpro F.8¢

ìmma im fig. 86 conffruatur arcus circuli VPu habens 86

VI pro tangente, Vu pro chorda , & pro differentia in

fg. 86. arcus Hyperbole aquilatere VÉ indefinite produ

äus habens pariter VI pro tamgemte , & Vu pro dia

metro primaria , & ad quodvis pum&fum 'P eorum ar

tuum duéfis reéiis VP , Pu habebitur folutio problema

*i3 ; -, • - -

267. Porro circulus cum iis conditionibus admo

dum facilc defcribitur . Ducatur VC perpehdiculatis

äd VI, ac fe&a bifariam Vu in O , etigatur OC per

pendicularis ad Vu 3 d9pcc occurrat, in C ptiori per

pendiculo , ac centro C intervallo GV, vel Cw , quas

jatet fore æquales , fiat circulus , quem patct dcôcre

tranfire per §; u , & habere pro tafigente VI perpen*

• •larem ejus rádio . Ac eâdem conftruétio eífeí, á

quæ, aetur , quod cédem recidit, punétum Pita, utan

gulus VPu effet aequalis date. Tum nimirum faciendus

effet angulus uWi ad partes oppofitas P æqualis dato ,

& peraéta reliqua conftruétione haberetur , quod qü¢

febáür : äc cödemi pariter redit Problema , quo ? -

pcr data Vu qüaeratur fegmcntum circuli capiens am

gülum VPu æquálem däto. . : -->

268. Hyperbola vero æquilatera facilc pariter deter

ininatur data diametro primaria Vu , & tangente VI.

Secta enim diamefto ipfa yu bifatiam in C, & a&a

per C re&à parallela targejiti s in qua capiantur CB,

Cb æquales femidiametris CV, Cu , erit Bb diamcter

conjugata æqualis primafiae Vu , ac datis binis diame

irisĘ datur Hyperbola. -

269. Nam iri primis éx num. szt eruitur expeditif

fima methodus défcribendi Hyperboiarii per pun&a da

tò punóto P & afymptotis äoncurrentibus in C in

£g. 87. Circumdu£ta ciica P regula, quae ipfis afymptc£F.37,v . - t£§-^

.*
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tis occurrat in H, h , fumatur ferhper hp æqualis Hp

direétione contraria eritque p ad Hyperbolam , cujus

uterque ramus facile defcribitur. Datis autern binis dia

F.84 metris conjugatis It , Ll in fig. 84 fácile inveniuntur

P.38 88. bine re£te CR,$ equales

afymptoti (num. 244 ) ducendo per I , i, 1, L re&as

ipfis parallelas ac per punéta, A, Q,, a g , in quibus

concürrunt, afymptotos, quibus dátis , & dato pun

&ö f jam dantur omnia punéta per expofitam conftru.

&ionem. , '

s c H o L 1 U M vii.

376.iT X eadem proÉÉÉÉÉÉÉ; ex qua ejuf.
37e T, modi£££ i£í: ,;& illud'Ä;

pöteft, admodum facile per concurfum Hyperbolæ datæ

çum dato circulo invenifi binas, medias cóntinue pro

portionales inter binas rectas datas , cujus Problematis

cafus particularis eft etiam celebris illa cubi dupficatio

ab Apolline olim præfcripta, quod Problema idcirco Ve

teres ufque adeo forfit , & tandiu' fruftra per planam.

Geometriam, five pcr reétarum interfeétiones inter fe,

vel cum circulo eft quæfitufi. * ..; ;

* 37r. Capiantur im lateribus £;!; re&#£ HCh in fig.

• • _ • datis ,.& completo're

&fagulo RPrC,ducatur CP , qua affùwpta pro diametra

defcribatur circulus, qui ob amgulos ad R, £ re&os tran

fbit per ipfa puníta R, r : per pun£tum autem P, afym

ptotis HC, Ch defcribatur Hyperbola ; que ubi circulo;

occurret iterum in p folvetÂ£, duëia enim pi .per

pendiculari 9h » erunt ip, Ci medie continue pröportio

maler imter Cr, CR. ` . - - .

272. Duóta enim per P, p recta s quæ$i;OC

ciirrat in H, h , erit ex natura Hypçíbole í ? æqualis

ph» & Hp æqualis Ph adeoque &'C, æqualis ih . Ex

natura yero Circuli recta C£erit perpendiculatis Pp, ac
triangula reétangula Cip, pih fimiliâ toti Cph , âdee

que & inter fe . Erit igitur, Cr ad C;, ut HP ad Hp,

five fumptis æqualibus, ut hp ad hP, five ut ip ad rè.· · · - - - •. Erit
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Erit autem & hi ad ip, ut ip âd Ci ; quamobrem &e

Cr ad ip erit, ut ip ad Ci , ádeoque eâdem erit , ratid

Cr ad ip , ip ad Ci, Ci ad fP, vel CR, & Cr, ip ,

Ci, CR continuè proportionales. - .

273. Verum etiam fine totius Hyperbolé conftructio-,

né fitis erit defcripto circulo unicüm ejüs putictum p

aeterminare, circumducendo regulam circa P donéé dé

prehendatur PH æqualis ph ; quin iiiio etiam fine cir

culo fecta PC bifariam in O fatis erit regulam circuffi

ducere, donec deprehendatur OH çqualis Oh ; ductis

enim OB, Cp perpendicularibus ad Hh ob trianguluffì

HOh ifofceliiim erit H3 æqualis Bh , & ob PO , OC

aequales , etit PB æquális Bp , adeoque & PH æqua

lis ph. Sed determinatam problematis folutiönern dat bi

norum locorum geometticorum circulis , & Hyper

boolae concurfus, ubi fe continui eorufm dtcus interfe

cant. · · · - * * _

274. Circuli patiter & Hyperbole interfectio exhibét

etiam admodum expeditam methodufii trifectionis afil.

guli, qund Problemà pariter diu a Geometris per pla*

nam Geoimetriam nequicquam quæfitum , quami nirhi

rum tranfcendit prorfus; ac ex ipfa conftructione pate

bit, fieri omnino non poffe , ut pcr circulum, & rectati,

linearn folvatur unquam . Satis autem conftat , angú

lum quernvis fecari in partes æquales tres, fi fecetur ifi

tres partes æquales arcus circuli habentis centrum ira

anguli vertice, & interceptus inter anguli ipfius crura,
feu latéra. • . . . . ?

• 275. Sit igitur arcus cireuli FBm fg. 89 fecandus in p 89

parte;. acjualer tres. Chorda maF fecetur bifariam in E.****

Agatur per E recta AB ipfè perpendiculari , que tram/€-

bit per centrum C. Foco F, directrice AB, ratione de«

termìimamte 2 ad 1 fit Hyperbola, que arcui circuli dc

currat in P, eritque FP pars tertia arcus FBm ita , dt

ducta PO parallela Fm , que ipß directrici occurrat in

D arcus in binis pumctir P, O fectus fit in tres partes

¢qualer. - - -

* I 276. Demonftratio- eft admodum facilis , Qgoniaiit
- . chor
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ehorda PO eft diametro AB perpendicularis , ab ea

fecatur bifariam. Eft autem FP ad PD in ratione de

terminante. 2 ad r . Qgare FP £ft dupla PD , adeoque

aequalis PO, & proinde arcus FP , PO æquales. Öb

chordas autem Fm, PO parallelas ,. etiam, FP eft ae

qualis mO. Quare tres partes FP4_PO , Om funt in

ter fe æquales, ut opportebat. Qgoniam agitem eft

& Fm ad mE , ut 2 ad 1 , patet m fore alterum a

xis tranfverfi verticem : Qgod fi alter vertex fit M,

erit FM dupla ME , , & affumpta m V verfus . M , æ

quali FM, erit & mV dupla VE , adeoque VE, ME

zquales, & FM æqualis, MV, five FM, MV y. Vm, æ

quales: nimirum divifa Fm in M, & V in partes tres,

eruht, M, m vertices axis tranfverfi , V centrum Hy

perbolae. , * , , , * * , » . . >

z77. Porro idem ramus Hyperbolæ fecabit , circulum

etiam alicubi in p, ac ramus oppofitüs alicubi in P ;

& erit Fp dupla pd, aequalis po , ac tres chordæ, & ar

cus FP, po, om æquales, ac, pariter FP dupla PD, æ

qualiSTO, que étiam ob PÒ , m F parallélas erit æ

quafis O'm. Qyare tres chordæ, & arcus FP, PO .

6'm æques. Nimirum ficut FP erit pars tertia arcus

FBm, ita FBP, erit pars tertia arcus FBP'.„FBm-AFBm , five

ipfius Fm integro circula aucti , & FBmAp erit pars

vertia arcus FBmAfBmAFBm»!, five arcus Fm, aucti 6inis

circulis , & e contrario arcus Fp erit tertia pars arcus

fAm ; FAP erit tertia pars FAmBFAm , ejufàgm FAm.

circulo aucti FAmBP pars tertia ÉÉÉÉÉÉ, ejuf

\dem aucti binis circulis , & cum FP fit tertia pars

arcus FBm , & FP tertia arcus FAm , erit Pfp 'ter

tia totius circuli : cumque FP fit tertia FBm , &:

FBP tertia FBmAFBm , }: ipfius FBm circulo aucti ,

erit PP' pars itidem tertia circuli totius, & puncta p ,

P, P' totum circulum divident in partes æquales tres.

278. Id autem femper continget in quavis folutione

geometrica, qua quaeratur pars tertia arcus cujufpiam ,

Semper omnino inveniri debebunt puncta tria, qug

votum circulum dividant ia partcs £quales tres , nec

©QIuna

:

|
y
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eorum punctorum inveniri umquam poterit unum , fi

ne reliquis binis . Ratio ejus eft ipfa circuli natu

ta in fe ipfum redeuntis in infinitum , infinito quo

dam quarumdam veluti fpirarum numero , quarum

nulla prima , nulla ultima . Semper autem ipfe circu

Ius ita fibi fimilis erit , ut quafcumque proprietates

habuerit quivis ejus arcus binis punctis interceptus ge

nerales , & pendentes unice ab eo , quod fingula ejus

puncta gque diftent a centro eodem , eafdem habe

re debeat tam arcus , qui ab altero ex iis punctis

incipiens definat in alterum in eadem fpira , quam

qui definat poft unam integram converfionem pera

ctam, tam qui poft duas , täm qui poft earum nume

rum quemcumque , idque tam prògrediendo ab eo pun

cto verfus unam plagam, quam tendendo verfus oppo

fitam . Qgare ubi queritur pars tertia arcus inci

pientis ab F , & definentis in m , fieri omnino non

poteft , ut aliqua geometrica conftruótione determine

tur pars tertia arcus FBm , non vero fimul & arcus

EBmAFBm , & ita porro quocumque numero integra

rum converfionum affumpto. Qgin imo eadem fimu!

conftructione invenienda erit pars tertia omnium o

mnino arcuum , qui pergendo ab F verfus A definune

in m , five in eadem affumatur fpira punctum m , fi

ve in quavis quotcumque integris converfionibus di4

fiuncta.

279. Quamobrem licet eo problemate videatur re

quiri unica pars tertia unici arcus , revera requiruntur

innumere innumerorum arcuum , quod prima fron

te videretur factu impoffibile non folum per circulum.

& rectam lineam , fed per curvas in immenfum ma

gis compofitas . Sed illud perquam commode accidit •

ut omnium illorum numero infinitorum arcuum tri

fectiones habeantur in illis ipfis tribus punctis P .

P' , p , a fe invicem diftantibus per tertiam circu-*

li partem • Si enim FP fit tertia pars arcus FBms ;

addendo huic integrum circulum , âddenda erit par

ti tertiæ priori pars circuli tertia POP' , , & habebitur

pro
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pro parte tertia totius FBmAFBw arcus jFPP : additj

toti arcui trifecando alio integro circulo : addenda erit

parti tertiæ iterüm pars tertia circuli, PP , & jam pars

tertia, arcus trifecandi erit FPPp: adderìdo vero iterum

alium circulum ; addenda grit parti tertiæ iterüm pars

tertia circuli tótius PP s eritque pars tertia arcüs trif

candi FBmAFP, &, ita porro, novis advcnientibus cir

gulis arcui trifccando , novi, femper accedent parti ter

tiae trientcs circuli , & trifectionum punctâ femper di

{current per P; P', P in infinitum. Exiftente autem pa

titer FP parte tertia arcus FAm , ac novis integris ad

jectis circulis trifectiones difcurrent per P, P, P in in

finitum. Quamobrem tria requiruntur ad hoc Proble

ima circuli puncta, & cum recta, vel circulus circulum

nonnifi in duobus pufictis fccare poffit , id Problema

folvere omnino non poterunt: poierit Hyperbola, quæ

poteft in tribus punctis circulo occurrere; immo potíet

etiam fi quatüor puncta requirercntur , ac in applica

tione Algebræ ad, Geometriam oftendemus biniâs quaf

vis Sectioncs Conicas Problemati folvendo fufficëre ;

vgl.Š cum $irculo.Sed hifce omiffis regredien

irâ eft jam ad illam noftram generalemfî
çonftructionem. ; • ' - -

s C H o i I U M vIii.

seUi ex generali conftrutione Propofitionis ter

tie novos& fatis uberes capiamus fructus ,

punctum illud L , quod ibi affumpferamus ubicumque ,

F.9oàffumamus jam in fig. 90, 9 1 s 92 in ipfa recta data

91 KH; cujus concurfus quæritur cum Conica Sectione .

92 Patet punctum O fig. 41 debere hic abire in H ; cum

ibi recta LO ducta fit parallela ipfi KH ; adeoque &

illius rectam OZ , quæ ibidemf erat parallela rectæ HF;

abire in ipfam HF hujus: Jare jam conftructio eva

det multo fimplicior. Sumpto radio LM, qui ad perperi

diculum dcmiffum ex L in dircctriccm fit in ration:
- t deter
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determinante, & defcripto circulo , fi is alicubi occur

rat rectæ ÉÉ, T, t, rectæ FP , FP parallelæ ipfis

LT, Lt deferiminabunt Puncta P » P ad Conicam Sc
ctionem,"ac fiĘ t coeuntibus tectâ HF cón,

tigerit circulum , etiàm puncta P, p coibunt, & recta

Hi. Seciignem Conicam continget . Qgod fi præterea

punctum £abeat in aliquod perimétri puncturii P , u;

in fig. 93 , pàtet etiam Pi* fig. go, 91, 93 debcrc abi

re in LT fibi, parâllelam , circulo tranfcurite pcr focum,

ubi coibunt bina punctâ F , T. At fi L fúerit cxtra F93

Ellipfim, vel Parábolam, ve! inter binos Hyperbolæ

ramos oppofitos, focus F jacebit extta circulüiii, fi ve

ro L affümatur intra Ellipfim , vcl Parabolam , vel, ü

trumvis Hyperbolæ ramum, focus cadct intra circulum,

quod fic etiam accuratiffime demonftrari poteft. T. I,

281. Sit in fig. 94, 95 § 96 P in periiiietro Sectio.F.49

nis Conicæ citra directricem , & ducta PH perpendi- 95

culari ad direttricem ipfám, ac producta tantundem ad 96

partes oppofitas ita, ut PQ,gquetur PH , per H , P,

Q ducantur ex F rectæ indefinire ad partes H, P, Q,

&Tvel neutra rectarum FP, FQ, incidet in directricem.

ut in fig. 94, vel incidet FP in I $ ut in fig. 95 , vel

etiam FQ in h, ut in fig. 96. Affumpto in FP quovis

Puncto I. 3 agatur recta. AIa parallgla HQ occürrens

directrici in S» rectis, FH, FQ in A , a , ac ipfis'pa

rallela in fig. 96 fit hpq occurrëns rectis FH, FP iniq,

p , & patet fore femper, FL ad LA, vel La , ut FP ad

PH ; vel PQ ipfi æqualem , nimirùm in ratione de

terminante , ac in eadem ratione fore FP ad ph in

fig. 96 coeuntibus ibi punctis a • S cum h, ubi Lcon

gruat cum p. • • -

282. Inde vero patet » folum in fig. 96 punctum p

fore iterum ad Sectionem Conicam exifterité Fp. ad ph

in ratione determinante, cum nimirum in nullo pun

cto L haberi poffit FL ad LS in ea ratione, nifi id vel

congruat cum P congruentibus A, S cum H, vel abeat

in P- congrucntibus a, S cum h . Erit igitur punctum

L extra Ellipfim, Parabolam , & utrumque Hyperbolæ

ramuun a
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*amum, fi affumatur in fig. 94, 95 ubicumque ultra
P, & in fig. 96 inter P, p, erit autcm intra illas, vel

intra alterum hujus ramum , fi affumatur citra P inter

ipfum & F, vel in fig. 96 ultra p. -

283. Porro cum radius circuli affumi debeat ad LS

in ratione determinante, in qua femper eft LF ad LA,

vel La patet, ipfum fore majórem, æqualem , vel mi

morem refpectum LF, prout LS fuerit major, æqualis,

vel minor refpeétu LA, vel La . Patet autem affum

pto LI ubicumque inter F, & P, fore L1S1 majorem,

quam LrAi , affumpto L in P, fore LS aequalem LA,

& eodem affumpto in fig. 96 in p fore LS æqualein

ILa; affumpto autem Lz ubicumque ultra P in fig. 94,

& inter P ac I in reliquis, fore LzSz minorern quam

LzAx , fi L affumeretur in ipfa dire&ricc in I evane

fcente LS, evanefcit & circulus, ac in pun&um abit ,

at affumpto L3 ubicumque ultra I in fig. 95, & inter

I, ac p in fig. 96, fore L3S3 minorem, quam L3a3 ,

ac demurm affumpto L4. ubicumque ultra p in fig. 96 ,

fore iterum L4S4 majorem quam L4a4. Quare radius

circuli erit major, æqualis, vel minor, quaim diftantia

LF a foco , prout pun&tum L affumptum fuerit intra

Ellipfim, Parabolam, utrumlibet Hyperbolæ ramum, vel

in -perimetro, vel extra: Q. E. D.

284, Inde autem facile eruitur primo illud . Si af

fumatur punétum imtra Ellipfim, Parabolam, vel utrum

bibet ramum Hyperbolæ, mullam reétam imde poffe duci ,

que Sectionem, Comicam comtingat , & quamvis re£tams

per ipfum ductam debere ipfam fecare bis , præter recta *

parallelas axi im Parabola, vel utrilibet afymptoto ix.

Hyperbola, quarum altera interfeétio ita in infinitum re

cedit, ut mufquam jam /Ît. /

285. Nam in hoc cafu pun&um F , ut in fig. 91 .

cadet intra circulum , nec ulla ex eo duci poterit re

£ta FH, quae circulum tangat, quaevis ex iis, quae per

ipfum ducatur, circulo occurret bis pun&is T, • adeo

que & HL Se&ioni Conicae occurret in binis pun&is

P, p, nifi forte altcrum cx iis ita in infinitum recedat.

ur\

C,

€0

\
\

\
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*ut nufquam jam fit, quod in iis cafibus poffe fieri pa

tet ex num. I49.

286. Quod f pumEtum affumatur im perimetro Se&ignis
comica , ìnica e rectis omnibus per ipfum tranfeumtibus,

comtimget ibidem ipfam Seétionem Comicam, reliquæ omnes

ipfì occurremt iterum , præter recias parallelas axi Para

bola, vel Hyperbolæ afymptotis.

287. Nam in eo cafu focus F jaccbit, ut in fig. 93F9;

in circuli peripheria, adeoque unica e rectis per ipfum

tranfeuntibus, ut FH3 ipfum circulum continget , reli

quis fecantibus iterum: unde confequitur unicam P3H3

e rectis tranfeuntibus per P debere Sectionem Conicam

contingere ibidem in P , reliquis extra expofitos cafus

occurrentibus ipfi iterum.

288. Si vero punéhum affumatur extra Ellipfìm , Pa

rabolam , vel utrumque Hyperbole ramum, binæ e re

£tis per ipfum tranfèuntibus Se&fiomem Conicam contin

gemt , reliquarum omnium eæ, quæ jacebumt im iir tamgem

tium angulis, im quibus focus facet, occurremt bir,, altero

tamem occurfu im reéti, axi Parabole, vel utrilibet afym

ptoto Hyperbolæ parallelis, abeunte im infinitum ita , ut

imufquam jam fit , utroque autem occurfu im Hyperbola

pertimemte ad eumdem ramum, vel ad oppofitos, prout re

&fa imclimabitur ad dire&iricem im angulo mimore quam

afymptoti, vel majore ; bini vero contaéius jacebunw in

eodem Hyperbolæ ramo , vel im oppo/îtis , prout punétum

ipfum jacuerit in iis afymptotorum angulis , im quibus

faci jacent , vel extra 5 & im priore cafu terminabum

tur ad eum ramum , qui jacet in eodem afymptotorum,

amgulo cum punéto affumpto. Sed cadente puncta im al

teram afymptotum , alter contaétur in imfimitum rece

det, eo cadente in centrum , recedet uterqne , nec ufquam

jam erat.

289. Nam in eo cafu focus F jacebit, ut in fig. 97,

98 s 99 extra circulum , adeoque binae ad ipfum ex F

$angentes duci poterunt FQH1 , FqH2 que binas LI,

Li Sectionis Conicae tangentes determinabunt. Ex re

ctis vero omnibus tranfeuntibus per F, cæ omnes, que

Bofcovich. Tom. ///, H trltm

`—
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• \

tranfibunt per quodvis directricis punctum H3 jacens

intcr punéta H 13 H* , circulum fecabunt bis', ' quae

vis tranfiens hinc inde per punctâ H4 5 H5 , nuf

quam circulo occurret . Quare idem accidet & rectis

tranfeuntibus per L refpectu Sectionis Conicae , & pá

tet punétüm H3 fore in iis re&arum LI, Li produéta

rum, qua opus eft , angulis, in quibtis jacet focus F ;

ut in fig. 97, 985 in angulo H ILH2 , qui in illa eft

ipfi ILi ad verticem oppofitus ; in hac eft ipfe IL; , at

in fig. 99 in angulo ILHz , quem continet tangens

IL, cum tangente iL producta. Quod autem attinet ad

punctum interfectionis P, vel p recedens in infinitum ;

jam toties vidimus ex numi 149 . Puncta veto conta

ctuiim I3 i jacebunt in ramo citeriori vel ulteriori , vel

ita in infinitum recedent, ut nufquám jam fint , prout

puncta Q , q jacuerint refpectu directricis in arcü cir

culi fecti a directrice ipfâ in N , & m eodem cum ceri

tro L 3 vel in oppofito, vel inciderint in illa ipfa pun

' êta N 3 m . - - · · · · · · · ·

, 29o. Concipiatur autem centrum circuli Lr pofitum

citra directricem , vel Lx ultra deferri ex parte A di

rectricis verfus B ita , ut, interfectio N ipfius circuli

f„.5cum directrice primo quidem iri fig. Ioo diftet a pun

,.,,Tcto axis £ rnagis , quam interfectio H afymptoti CH

,.,. pafallele ipfi LN ; tum in fig. Ior abeat L in ipfami

afymptotum CH , adeoque N in H , ac demum in

fig. Iox tranfcurrat ultra ad partes B, ac arcus qui

dem NOm jaceat ad eandem directricis partem cumi

centro L, arcus Nom ad oppofitam, & rectâ VNu per

petuo tangat ipfum circulum in N. Quoniain ea re

ctum angulum continiet cum NL , & FH cum HC

(num. I64) , patet, ipfam Vu fore parallelam ipfi FH j

ac focum F relinquere in fig. Ioo ad partes B , in

ipfum incidere in fig: Io I , eum relinqüere ad par

tes A in fig. Io3. Qgare etiam tangens Fq jacebit in

primo cafu in arcu Non s abibit in fccundo in N ; ja

cebit in tertio in N©* , & contactus Hyperbolæ ref

pondens ipfi 4 in primo cafu jacebit in räino ulteriore,

1I1
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in fecundo abibit in infinitum ita , ut nufquam jaii.

fit, in tertio jacebit in ramo citeriore : Cumque idem!

debeat pariter evenire contaótui Q , ubi centrum cir

culi deveniat ex parte B vcrfus A ; patct , productis

afymptotis HC, hC in D, d ; donec punctum L erit

in angulo HCd , vel hCD ; binos contactus terminari

ad binos ramos oppofitós illo exiftente in angu!6 HCh,

útrumque contaétum dcbcre jacere in ramo citeriori ,

illo jacerite in dCD , utrumgue jacere in ramo ulte

riori'; illo vero abeunte in alteram afymptotum ,

alterum contactum dcbcre abire , in infinitum , alte

ium remanere in eo ramo , ad quem id afympto

ti punétum accedit s at illo demum a$cuntc in cen

trüm; utrumque contaétum itâ removcri , ut nufquam

jam fit ., , , , , , , , , , • •. -

39 1. Ex hifce autem omnibus plurima fponte confe

quuntur, quorum pauca utiliora attingemus . Ex num.

384 conftat, Ellipfim Parabolam , ramum Hyperbole u

trumvis cavitatem obvertere quaquaverfus cuicumque pum

&fo intra ipfas fito 3 convexitatem aliquo faltem arcu

punétis fitis extra . Nam fi aliqua ex parte pun&to in

tra fito convexitateni obverteret, arcus aliquis , poffct

pcrgendo verfus eum deveniri ad locum, ex quo ad. il

lum tangens duci poffct. Non poteft âutcm punctis in

tra fitis obvertere cavitatem ; nifi obvertat convexitatem

fitis extra. *a · · · · · * . • • -

39i. Ex num. 286 patet in quovis pum:fo , perimetri

Seëtionis Comicæ nommifi unicam tangemtem haberi poffè .

Facile áutem demonftrari poTet , ibi arcu;m curvæ utrim

que circa co//ta&tum jacere femper ad ea.dem tam genti,

partem , quod tamen & ex htim. i49 ; & ex num.

288 fpqnte fiuit ; cum nimirum recta ibi motu pa

rallelo delata , hic circumvoluta circa puri&um fitüm

extra , ScCtiufiem Conicam primum incipiat cam con

tingere , tum in binis hinc inde a contactu pun£tis fe

care .. Inde autem confequitur Se£tionem conicam mul

libi f:xum mutare , fed perpetuo in eadem plagam im

¢w7?3r;. - -

- H 2 293. Ofe



98 SE CT I ON UM CONI CA R U M.

293. Ope ipfius num. 286 facile demonftratur & if.

lud , licet reëta Comicam Seéiiomem compingat in amica

pumêto, nullam aliam rectam duci poffè in angulo, quem,

eæ bimæ lineæ im ipfo contactu conßituunt. Nam in fig.

93 , in qua KP3H3 eft tangens , fit quævis FH1 ,

F. 93 FH5 utcumque parum inclinata ad tangentem circu

li FH3 , & ea circulum fecabit iterum alicubi in T 1 ,

vel T5 , & recta H1P3 , vcf H5P3 Seétionem Coni

cam in aliqufo puncto PI , vel P5 . Sumatur jam pun

ctum quodvis P2, vel P4 ipfi P3 propius , & puncto

T2 , vel T4 jacente in arcu FTI , vel FTy , ac re

cta FH2 , vel FH4. fubeunte angulum tangentis circu

li H3F, productæ , fi opus eft , verfus chordam , cum

ipfa chorda , FT1 , vel FT5 , fubibit H2P3, vel H4P2

angulum , quem continet tangens Sectionis Conicæ

KP3H3 cum illa FHI , vel FH5 , & jacebit in arcu

P3 pr , vel P3P5 , adeoque ut arcus circuli aliquis

FT2T1 , vel FT4T5 hinc inde a contactu fubit fem

per inter tangentem , & rectam quamvis tangenti ut

cumque proximam , ita idem in Scctionibus Conicis

evenut .

294. Patet inde quo pacto dato puncto im Sectionis

Comicægit? duci poffit tamgems , ducendo nimi

rum inde ad focum rectam P3F , tum huic perpendi

cularem FH3 ufque ad directricem , ag jungendo pun

cta H3 , P3 , quod quidem jam ex num. 173 innotue

rat . At hîc præterea ex num. 288 eruitur methodus

admodum expedita ducemdi tamgemtem ad Sectionem C

nicam e puncto L ubivis dato extra ipfam . Centro L

F.97 in fig. 97 , 98 , 99 , intervallo , quod ad perpendicu

98 lum demiffum ex L in directricem fit in ratione de

99 terminante , dcfcribatur circulus, ad quem ducantur re

ctæ FQ , Fq tangentes , quae occurrant directrici alicu

bi in HI , & H2. Rectæ ductæ per ea puncta, & per

L contingent Sectionem Conicam , &c puncta conta

ctuum I , i invenientur ductis FI , Fi perpendiculari- ;

bus ad FH 1 , FH2 , quæ femper invenientur , præter

cafum , quo L Cagat in Hyperbolæ afymptotos : ©god íí

ί \

{§
11 iCAT
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fi forte altera e tangentibus circuli FQ , Fq cvadcrct

parallela directrici, puncto H1 ; H2 abeunte in infini

íum ita, ut nufquam jam fit , ipfa quoque LI , vel Li

evadet directrici parallela, & contactus I, vel i abibit in

verticem axis tranfverfi. Si vero punctum detur in di

rectrice , ut H in fig. 53 , 54, circulus quidem evane- F. 5 3

fcet, fed ducta ad focum HF, & chorda Pp per focum 54

ipfi perpendiculari, habebuntur binæ tangentes Hp, HP,

juxta num. 177. , _, . - -

295. Præterea facile deducitur & illud , rectam ,

guæ ex comcurfa bimarum tangentium ad focum duci

fur, fecare bifariam angulum , quem ibi comtinent bi

mi radii foci ducti ad bimor contactus , vel , ubi bi

mi contactus jacent im binis ramis oppo/tis , alter ex

ii, cum altero producto . Nam in fig. 97 fi angulis F.gj

H1FI , H2Fi rectis, ( num 173 ), auferantur anguli 9$

LFH1 , LFHx æquales ob laterâ triangulorum FLO , 3a,

fLq æqualia , relinquentur anguli, LFI , LFi æquá

les . In fig. 98 a rectis QFI , gFi demptis, æquali

bus QFL , qFL relinquuntur ęquales LFI, LFi : àt in

fig. 99`producta IF ifi O , a réctis QFO, gFi dcmptis

Cj£L, qEL æqualibus , pariter remanent LFO , LF;

æquales •, . . . . . I .1 • .• - - - - -

… £;; Pofíet hic etiam facile deduci , in Ellipß quam

vis rectam per centrum ductam bis occurrere Ellipß himc

inde a centro S. Hyperbole autem, bis , vel mumquam ,

prout jaceat in illis afyptotorum angulis , quos axis fe

cat, vel im reliquit ; deducendo primum ex nurn. 284,

cum nimirum centrum intra Ellipfim jaceat , fecundum

vero ex num. 288} quorum utrumque.jam a num.2 12

deduximus; quin imò affumpto centro Ellipfeos vel Hy

perbolæ pro centro circuli L , cujus radius effet ipfe

femiaxis tranfverfus , ut innuimus, num. 145 , deduci

poffent multa ex iis , quæ ia fig. 63, 64 demonftravi

mus num. 195. . -

297. Sed admodum elegans eft ratio , qua hinc di

recta demonftratione deducatur illa Hyperbolæ ad afym

Ptotos relatæ ProPrietas , quam num. 22 1 deduximus

- - H 3 eX



gs SE CTIONUM CONI CARUM

ex natura diametrorum per reductionem ad abfutdum: {

F.uo3nimirum / chorda Pp im fig Io3 , Io4, occurrat afym- | j

Ig4 ptotis im L, L, fore PL , æqualem pL'. Si enim afym- i

' ptoti occurrant directrici in punctis R, r , & pro cen

tro circuli affumatur tam L , quam L', patet (num. 9

29o) debere circulos tranfire illum per R, hunc per r, d

& contingi ibidem ab FR , Fr æqualibus inter fe cum ?

hic puncta R, r fint illa interfectio afymptoti cum di- -

rectrice, quæ in fig. 1oI eft in H , quæ chorda fi de

more occurrat directrici in H, ac recta HF circulis in

T, t, T, t', erit FP parallela tam LT, quam. L T",

& Fp' tam Lt , quam L' t', ac rectangulâ Ti t, TFe' .

æqualia erunt quadtatis æqualibus FR , Fr . Qgare j.

erit FT* ad FT, five PL', ad PL, ut Ft ad Ft', five ut \.

pL ad pJ. , & componendo in fig. Io3 , dividendo in j

fig. 1 o4 erit LL' ad LP, ut ipfa LL' ad pL, & proinde .

LP, Lp æquales. • ` , - -

298. Atque ex his omnibus jam patet , quam foecun

da fit hæc conftructio . At multa , & multo graviora

fuperfunt , ac ipfa iterum ita fœcunda , ut quocumque

te vertas novi femper ex eodem veluti trunco rami , e

fingulis ramis ranenta alia, furculi , frondes quoquo

verfum prorumpant , atque profiliant . Sequenti Propo

fitione praecipuam quandam, & fœcundiffimam Seétio

num Conicarum proprietatem ex eadem conftructione

deducemus. - - -

PROPOSITIO VI. THEOREMA.

299. IX re&fit omnibus tramfeuntibus per pumetum ala

tum quodcumque , & Se&fiomi Comice b;, occur- I ,

rentibus , rectamgula , que comtimemtur fub bimi, di/?am- I i

tiis puncti ipfius a bimis occurfibus jíngularum Yecta

rum , fumt inter fe in ratione, que pendet a fòla ratio

ne determimamte fpeciem Sectionis Comicæ , & ;mcl;-

matione rectarum ipfarum , fubffituto etiam quadra

to tangentis , ubi bini occurfùs coeumtes abeant in

£entáctam. § manente vero i;'clinat;ome bimarum, re

- atta
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#arum, ac mutato utcumque ille pumêto im data Seétio

me comica manebit femper conffam* ratio unius reétangu

li, vel quadrati ad aliud,

3oo. Occurrat enim circulo recta KH in fig. 9o , F.go

9I, 92 in M , m , recta vero per L, & F ducta in PX, 9 I

a. Erit LP ad TF, utLH ad TH, & LP ad tF, ut LH 3*

ad tH , Igitur conjunctis rationibus erit rectangulum

PLp, ad rectangulum TFt, fivc ad rectangulum DFd ,

ut quadratum LH ad rectangulum THt , five MHm ,

nimirum ad differentiam quadratorum LH , LM . Jam

vero ratio LH ad LM five ad LT cft eadem, ac ratio

HP ad PF, five quam habet ordinata ad dircctricem

in angulo AHL ad foci radium FP, quæ pendct a fo

la ratione determinante fpeciem Scctionis Conice, &

inclinatione rectæ LH, cum fit FP ad PH ( num. 2.}

in ratione compofita ex ratione determinante , & ra

tione finus ejus inclinationis ad radium. Pendebit igi

tur ab iis folis etiam ratio quadrati HL ad quadratum

LM , & quadrati HL ad eorum quadratorum differen

tiam , adeoque & ratio rectanguli PLp ad rectangu

lum DFd. Sed fi quevis alia HL eodem modo occul

, rat in aliis punétis P, p manente puncto L, ratio quo

que rectanguli ejufdem DFd ad rectangulum novæ PLP

: pendebit a fola ratione determinante fpcciem Sectionis

, Conicæ, & inclinatione hujus novæ LH. Ergo & ra

tio unius rectanguli PLp ad quodvis aliud pendebit a

fola ratione illa determinante , & inclinatione recta

rum ipfarum . Quare fi jam illud punctum , per quod

£cctæ tranfeunt , mutetur utcumque , five ubicumque

1 accipiatur , & per ipfum tranfeant rectæ cum iifdem

', £imper inclinationibus , ea ratio rectanguli pertinen

% tis, a! unam ex iis rectis ad rectangulum pcrtinens

g ad; aliam in omnibus diverfis puncti pofitionibus ma-,

* nebit conftans, ac patet coeuntibus punctis P, pin fig. F.g?

? 97, vel 98 in I, adeoque in ipfo contactu factis LP, 98

LP æqualibus LI , rectangulum PLp debere abire ia ^

quadratum tangentis LI, quod illi rectangulo fubftitui

Poterit. Patet igitur quidqui derat propofitum.

, H 4 SCHQ
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3oI. S' rationem ipfam velimus expreffarn finibus

inclinationis , & algebraicis fignis, facile ob

tinebimus . Si nimirum ratio determinans dicatur P

ad Q_, finus autem inclinationis dicatur in priore S,

in pofteriore * , erit ratio rectae FP ad PH in priore

ratio SP ad Q, & in pofteriore gP ad Q. Quare ratio

primi rectanguli ad fecundum erit compofita ex ratio

nibus QQ ad QQ~SSPP , & QQ-*PP ad QQj

five QQ— *PP ad QQ.-SSPP , que quidem eft ex

preffio ejus rationis admodum fimplex.

3o2. Porro cum Se&tiones Conicæ poffint aliquan

do in reétas definere , proprietas rationis conftantis

re&tangulorum in re&tis datam dire&tionem habentibus

& fe interfccantibus communis eft etiarn , ubi eæ oc

currant binis anguli rectilinei lateribus , ut PP s Pp'

f.io5 in fig io5 , 1o6, vel binis reétis parallelis , ut in fig.

Io6 1o7. Id autem in iis cafibus multo facilius perfpicitur.

Io7 Nam manebunt femper anguli triangulorum PRP pRp'

adeoque & ratio reétæ RP ad RP ,& Rp ad Rp'erit

fempcr eadem : ac proinde ratio quoquc reétanguli

PRp ad reétangulum P'Rp 1

S C H O L I U M Ii;

3o3;DĘ: propofitionis cum pendeat d

conftruétione Problematis tertii , non ka

bet vim , ubi punétum detur in directrice ipfa , quo

cafu circulus evanefcit , hcc mbi re&a fit dire6trici pa

rallcla » vcl per focum tranfeat , ut notavimus iri ip

fa Problernatis conftruétione . Poffet quidetm & iis ca

fibus aptari demonftratio longiore ambitu; fed fatis erit

notare illud : cum ex generali conftru&ione Theore

ma locum habeat in cafibus omnibus , in quibus pun

&tum datum accedit ad directricem quantumlibet , &:

1 cctæ ad cas binas pofitiones paritcr acccdunt. quan

- - tl ÌÌl

N.
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\umlibet, oportet fane, ut & in iis cafibus fit vera ;

ia quos generalis conftructio definit , poftquam ultra

quofcunque limites,ad eos accefferit.

3o4. Sic etiam liceret ex propofitione ipfa deducere

haec bina Theoremata pro re&is axi , vel afymptoto

utrilibet parallelis in Parabola , vel Hyperbolâ , qua

rum nimirum altera interfeétio ita in infinitum rece

dit, ut rìufquam jam fit , confiderando , quid accidat

irectis ad eas directiones accedentibus ultra quofcum

que limites. Sed libet per finitam Geometriam hofce

cafus evolvere ex ipfâ conftructione , cum ex primo po

tiffimum pendeat diametrorum omnium natura in Pa

rabola, & afymptotorum in Hyperbola.

Coroll. I, - -

3o5. Si reëta per datum punétum tranffemj fit paral

lela axi is Parabola, & alteri afymptotô in Hyperbo

ta, quæ nimiram (num. 149. ) altera interfeétionë ita in

infinitam recedemte , ut mufquam jam fit , in amico pun

άo occurrat púrimetro ; im ea pro comffamti ratiome re

&#angulo fub bimir diffamtiis a bimi* gccurfibu* fubßitui

Potef? reétangulum fub diffamtia ah umico occurfu, & re

£hw qutvis conffanti in Parabola , vel illi ipfi afympto

to inclimata im Hyperbola ex ipfo dato punéte in angu

ie conffamti , & ratio illa comffam* pendebit præterea â

magnitudine reëtæ conf?amtir im Parabola , & reâa dä

tie in inclinatione ad afymptotum in Hyperbola. -

3o6. Nam fi in fig. 138, 1o9, 1 io, quarum primaF.io8

pertinet ad Parabolam, reliquae ad Hyperbolam, recta 109

HL occurrat bis in Pp perimetro Sectionis Conicae , I ■•

recta vero t L femel in P, recta t'FT' per focum tran

feat , erit recta FP', æqualis Pt', cum P'*' fit ordina

ta in angulo æqualitatis , & FP parallela TL. Ccri

tro F intervallo Ft' inveniatur in recta t'P' punctum I,

eritque triangulum ifofceles IFt' fimile ifofcelio FP'*' ,

cum habeant unum angulum ad bafim communem in

*', adeoquc & reliquos çquales . Qgare erit I*' ad *'F,

ut t'F ad t'P'; five ut FT' ad PL , 'adeoque rectangu

lum fub It' & P'L æqualc crit rcctangulo t'FT' five

rcctans
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pectangulo conftanti M F m , cui æquatur rectangu

ium TFt , & quod ad rectangulum PLP in data. Se

ctione Conica , in qua ratio determinans eft fem

per eadem, habet rationem pendentem a fola inclina

tione rectæ LH juxta Propofitionis demonftrationem.

3o7. Porro fi per F ducatur recta FO in fig. Io8

directrici parallela , & in fig. Io9 , I Io recta tendens

ad R occurfum directricis cum afymptoto parallela ipfi

£Lt', ea ipfam fecabit in O ad angulos rectos , cüm

&'P' fit perpendicularis directrici in fig. Io8 ex hypo

thefi, & FR occurrat afymptoto , CR ad angulos re

ctos ( num. I64 ) • Quare bafim t'I trianguli ifofce

lii t FI fecat bifariam in O . Eft autem t'O in fig.

'Io8 fempcr conftans , nimirum æqualis diftantias foci

F a directrice, qug (num. 62 ) eft dimidia. lateris re

cti principalis Parabolae , adeoque t'I femper æqualis

lateri recto principali, & rectangulum fub It', & P'L,

ad rectangulum füb P'L & quavis recta conftanti ha

bebit rationem conftantem , quam habebit latus ra

ctum principale ad illam rectam , quæ proinde pende

Bit a magnitudine ipfius rectae.

3o8. At in fig. Io9., I Io eft t'O adAOR , quæ g

quatur diftantiae perpendiculari puncti L ab afymptoto

CR, in ratione conftanti , nimirum ob fimilitudinem

trianguli rectanguli ROt' cum rectangulo FER , cum

quo habet angulumæqualem, vel eundem ad R, adeo

que cum triangulo rectangulo FRC, in ratione FR ad

RC, five ( num. I64, & 166 ) femiaxis conjugati ad

femiaxcm tranfverfum . Quare cum quævis recta in

quovis dato angulo inclinata ex L ad afymptotumCR

debeat habere ad rectam ex ipfo L perpendicularem

afymptoto ipfi, five ad diftantiam illam perpendicula

rcm , quæ æquatur OR , rationem conftantem , quae

pendebit ab inclinatione ejus rectae; illa ipfa Ot'& re

cta quoque ejus dupla It' habebunt ad quamvis incli

natam ex L in quovis angulo dato rationem conftan

tem pendentem ab ejus inclinatione , compofitam ex

binis conftantibus t'O vel t'I ad OR, & OR ad ean

dem
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gem inclinatam , adeoque & rectangulum fub It' &

P'L ad rectangulum fub P' L & ejufmodi recta inclina

ta in angulo conftanti habebit rationem conftantem

pendentem ab inclinationc ejus ipfius rectæ. -

- - - Coroll. 2.

' 3o9. Si e quovis punéto L in fig. 1 1 1 , 1 1» ducan-F.iI t

tur bime reëtae LP , Lp afymptotis parallel« , occurrem-' I 12,

tes perimetro im P, p, & ex punëtis P, p ducantur bi

mae re?e PD, pd in datis quibufvis angulis ad afym

ptotos altermas ; re&fangula LPD , Lpd erunt im ratione

¢onffamti , mutato utcumque punéto L , & ß inclimatio

mes reétarum PD, pd ad fuas afymptotos æquales fuerint,

ratio erit æqualitatis. - - -

3 Io. Nam fi per L ducatur quevis alia recta in da

to angulo, que nimirum occurrat perimctro in I , &

i, tam rectangulumj LPD, quam Lpd habebunt (num.

3o8 ) rationem conftantem ad ILi, cum ILi occurrat

perimetro bis , LP femcl, & tam PD, quam pd in da

tis angulis inclinentur ; adeoque habebunt rationem

conftantem etiam inter fe . Porrò cum ea ratio pen

deat ab inclinatione rectarum PD , pd ad afymptotos,

fi inclinatio fuerit utrobique eadem , ratio utriufque

rectanguli LPD, Lpd ad idem ILi erit eadem, adeoquc

ipfa erunt inter fe æqualia.

- *. 'Coroll. 3.

3 1 r. Si e quovis puméto P Hyperbole ducamtur bine

vectæ PG, PV fìngulæ parallelæ alteri afymptoto, có- ter

mimate ad alteram, comtinebunt reétamgulum magnitudi

mis femper comffamtir , & fé ex altero punéto p . ducam

tur pariter pu, pg, quarum Prior ßt parallela PG , po

ferior PV, erumt re?a Pp, Gg , Vu imter fe parallelæ,

& comcurrentibus GP, gP, im L; VP, up in 1, reéta

Ll tranfibit per centrum C, c* parallelogramma CGLg ,

CLVl, LPIp ßmilia erunt. - -

3 I 2. Erit enim ex Corollario præcedenti rectangu

lum LPV æquale rectangulo Lpu . Quare pu , five Cg

ad LP , five gV, ut PV five CG ad iP , five Gu : a

dcoque per converfionem rationis Cg ad CV, ut CG

ad
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ad Cü, & rectangulum fub Cr & Cu, five fub pg &

p*» equale rectangulo fub CG & GV; five fub PG &

PV, quod proinde manebit conftantis magnitudinis ,

utcunque mutato puncto P. . . . . . -

3 1 3. Jam vero proportionalium terminorum capien

doTiiminas, vel differentias , vel fubftituendo rectàs iis

parallelas, & gquales , patebit , fore LP ad LG , ut

1} ad Lg , adeoque PP , G* Parallelas, & CG ad Cu,

ut Cg ad CV , adeoque Gg s Vm parallelas, & , demum

inde CG ad Cu , ut LG ad lu , adeoque triangula GCL,

aCl fimilia , & eorum angulos ad C. æquales recta

Cl , fi producatu*» qua opus eft , abeunte in L, unde

patent omnia , -

S c H o L f U M IIi.

314. H$ quidem pacto delapfi fumus ad poteti

- tiam illam Hyperbolæ coriftantem , quatii

demonftravimus num. 2*7, cum nimirum hie habea

tur ccnftans rectangulum etiam fub CG , &. GP. Inde

autem facili regreffudemonftrarentur ea omnia, quæ ad

afymptotos pertinentia eruimus e próprietate diametro

ruin chordas bifariam fecantium a num. 22 1 , quae

quidem demonftrari potuiffent etiam ope num. 297 .

At quioniam ea jam demonftrata funt , hic progredie

mur ad Corollâria quaedam generália , quæ àb ipfa

Propofitione , vel ab hifce Corollariis fpönte confe

' quuntur .

Coroll. 4, A- * -

315. Si per quoddam punctum tranfeant bima , re&e

fecamter $eétionis Comice perimetrum , reëtamgula fub

&imis diffamtiis punéti ipfius a bimis fingularum interfe

' ctiomibus erunt inter fe , ut quadrata tangentium iispa

zallelarum , /íqua fumt, a comcurfu ad contactum , & ut

-quadrata femidiametrorum, parallelarum.

316. Primum patet ex ipfa enunciatione Propofitio

his y cujus eft cafus particularis. Nam fi ex uno pun

' &to ducantur binæ reátæ » & ex alio binae iis paralle

lς
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1æ : hæ habebunt ad dire&ricem eandem inclinationem

ac illæ . Quare fi illæ fecent bis , hæ tangant , illa

rum re&tangula ad fe invicem , erunt ut harum qua

drata . Secundum in omnibus diametris Ellipfeos , &

in diametris primariis Hyperbolarum patet ex eo, quod

ce femper ad perimetrum Se&ionis Conicæ terminen

tur, & fecentur bifariam in centro . Debebunt enim

re&angula fub binis femidiametris per idem centrum

du&is effe in eadem ratione , in qua funt rectangula

rectarum iis parallelarum tranfeuntium per illud alium

quodvis pun&um . Pro fecundariis Hyperbolæ dia

metris, quae non terminantur ad perimetrum Hyper

bolæ ejufdem, fed ad perimetrum eonjugatae , fic de

monftratur . Occurrat chorda Pp in fig. 1 1 3 eidem ra

mo PP' binis& utraque binis in fig. 1 14, prior autemF.113

utrobique alteri afymptoto in G , & per G ducatur 1 14,

chorda Ii parallela Pp'. Erit re&angulum PLp ad re

&tangulum PLp', ut rectangulum PGp ad rec&angulum

IGi ( num. 299 ). Sunt autem rectangula PGp , IGi

aequalia ( num. 25 1 ) quadratis femidiametrorum fibi

parallelarum,

Coroll. 5.

317. Si plures chorde , vel tangentes parallelæ ab

mma aliqua chorda tranfverfim fecentur, erunt quadra

ta tangentium ; & re&fangula fub fegmentis chorda

rum » ut reëiangula fub fegmentis chordæ tranfverfe.

318. Si enim in fig. I 1 5 , 1 16 chorde Vu occuf-F.11s

rant tangentes IA, ia inter fe parallele in A , a , &

%hordæ Pp, Pp' in L , L', opórtebit effe quadrata IA,

âa, & rectangula PLp, PL?`ad rectangula VAu ,Vau,

VLu • VL'u in eadem ratione , adeoqüe & illa inter

fe, ut hæc inter fe. -

Coroll. 6.

3 I9. Singula ejufmodi quadrata, vel re£famgula tans

gentium ; vel chordarum parallelarum , «quamtur fingulis

reëtangulis fub fegmento chordæ tranfverfe imtercepto im

fer alterum ejus extremum , ac tangentem , vel char

4am paralltlam , & fegmejit» tangentis, vel chorde pa
- rei'elit.
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Wallele intercepto inter ipfam chordam tranfverfam , &

aliam reëtam datam duëiam per alterum verticem chor

de tranfverfæ. v . . . . . _ • • . . . . . . . . • • °

... 32o. Si enim ex quovis pun&to chorde tranfverfae

R ducatur RS iis chordis , vel tangentibus parallela ;

quæ fit ad uR, in ea ratione data , in qua eft rectan

gulum PIp ad VLu $ & per u $ & S ducatur reétatan

gentibus occurrens in B s b , chordis in D , D' ; erit

rectangulum VLD ad rectangulum VLu, ut LD adLu;

five ut RS ad Ru, nempe ut rectangulüm PLp ad idem

illud VL . Quare illi rectangulo VLD equábitur , hoc

rectangulum PLP , five abeuntibus L in A 5. P ; p iri

contactum I, D in B, æquabitur, rcctangulo VAB quá

dratum AI.

- Coroll. 7. . . . . . . . . .

à 1 r. Si pro chorda tranfverfa fubftituatur tangens ;

quam reéte parallelæ fecemt , utrumque precedens Co

rollarium habebit locum ; dummodo reétangulo fegmen

torum chordæ tranfverfe fùiffituatur quadratum tangem

tis interceptæ àmter contaétum ; & parallela*. ..

322. Si nimirum in fig. I 17, tangens per V duάâ

occurrat chordis Pp, P'p' parallelis; & tangenti IA in

L , L' , A , erunt rectangula PLP, PLP , & quadra

tum AI ad fe invicem , ut quadrata VL , VL' , VA ;

( num. 317. ) & ex , puncto quovis R tangentis AL

ducta RS illis parallela , quæ fit ad VR in ratione

data rectanguli PLp ad quadratum LV § fi ducatur VS

illis rectis parällelis occurrens in D, D ; B, erunt re

stangula PLP, P'L'p'; & quadratum AI æqualia rectari

gulis VLD , VL'p', VAB. , .

{Coroll. 8. . . .

Fag 323. Si binis tangentibus IE, iE in fit. ii8 , 1 19

1 19 concurrentibus in E occurrat tangens duëia per V im A,

a, ejus fegmenta AV , aV erunt in ratione compo/îta

AI s ai , & Ei , EI. , . • • -

334. Si enim ex A ducatur recta parallela tangenti

Ei occurrens perimetro in P, p erit quadratum VA ad

quadratum Va , ut rectangulum PAP ad quadratum ai,

- - five

í; ir

ad Qu

Cutm

dratV

erìt

\Q%

{\ta

Al

7eéí

ta£

?;
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five in ratione compofita ex rationibus rectanguli PAp

ad quadratum AI, & quadrati AI ad quädratum ai '.

Curfi igitur, ( nu. 317) fit rectanguluín PAP ad qua

dratum Al 3 ut quadratum Ei ád quadratum ÈI ,

erit quadratum AV ad quadratum aV , in ratione com

pofita quadrati AI, ad quadratum ai , & quadrati Ei ad

çuadratüm EI ; adeoque AV ad Va in ratione compo

fita AI ad ai ; & Ei ad EI.

- - - - , Còroll. 9. • • . . ' '

, 335. Si tangens AVa fig. 12o, 12 i bimi, tamgemti.F.126

&us parallelis AI ,j ai occurrat , erit VA ad Va , at 121

AI ad ai ; que /? præterea in Ellipß fuerit parallela

*e&iæ jungenti contaótus bifariam fecabitur in ipfo com

taótu. - * * • • . . -

326. Erit enim quadratum VA ad quadratum AI ,

ut quadratum Va ad quadratum ai . Quare VA ad

AI , ut Va ad ai , & alternando VA ad Va , ut AI

ad ai . Qgod fi Ellipfi in fig. I2o fuerit Aa parallela

ΣI , erunt AI 3 ai gquales $ adeoque aequales & VA;

Va. . ' * , • • • • • • ' . . - _ - -

S C H O L I U M IV.

327. H'; ufque deduximus Corollaria ex ipfa

.* II Propofitione . . Hoc poftremum fponte ex

Hiberet aliud Theorema utiliffimum ac itidem fœcun

diffimuitm aliorurn quamplurium , quæ ex ultimo pari

ter profluunt. Sed ne- nimis late evagentur , id eruam

ex alio generaliori , 'quod refervo propofitioni integre

8 , ex qua ipfum cum fuis Corollariis pariter fluit .

In terea huc ufque deductis alia analoga , quæ a Co

irollario primo hujus propofitionis 6 deducuntur s per

feqüar , quæ nimirum pertinent ad cafum rationis

aequalitatis , in quo altera interfcctio in Parabo

la g & Hyperbola ita in infinitum recedit , ut nuf

quarm jam fit , ac fequentia quidem duo Corollaria

refpcjrident quinte & fexto e Propofitione deductis ;

nam quartum transferri non poteft ad rectas parallelas

axi in Parabola, directrici in Hyperbola, quæ nullam

tan*

-

v
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tangentem habent fibi parallclam , nec femidiametrum,

diametris nimirum omnibus in Parabola in infinitum

productis, & nulla diametro exiftente in Hypcrbola pa

rallcla afymptotis.

Coroll. Io. 3

328. Si plures ehorde , vel tangemte* parallele fè

, eemtur tranfùerfim a reéta axi parallela im Parabola ,

vel alteri afymptoto in Hyperbola, erunt quadrata tan

gemtium , & reétangula fub fegmentis chordarum , ut

fegmenta ejus parallele abfciffa ab ipfius concurfù cum

perimetro.

329. Si enim in fig. 122 , Iz 3 , quarum illa ad

f.122Parabolam , haec ad Hyperbolam pertinet , recte VL

123 parallelæ ibi axi, hic alteri afymptoto , quae quidcm

occurret perimetro in unico puncto V ( num, 149 ),

occurrant tangentes IA, ia inter {e parallclae in A, a,

& chordæ Pp, Pp' in L , L', oportebit num. 3o5 ) |

effe quadrata IA , ia , & rectangula PLp. P'L'P' adre

ctangula in Parabola quidcm fub quavis recta conftan

ti , in Hypcrbola vero fub recta ducta a punctis A ,

«, L, L'in dato quovis angulo ad afymptotum il

lam ipfi VL parallelam, quæ idcirco conftans pariter
erit, & abfciffis VA, Va, VL, VL'in ratione conftan- û

ti. Igitur erunt etiam illa quadrata, vel reétangula in- 3.

ter fe , ut hæc rectangula inter fe, quae ob recíam ik

lam conftantem funt , ut ipfae VA , Va, VL, VL'.

Coroll. 1 I.

33o. Singula •jufmodi quadrata , vel re£iangula æquan

tur fingulis retiamgulis fub ejufmodi abfciffis reííe illiu;

parallelæ axi, vel afymptote, & re&ta quadam data.

33 1. Si enim affumatur quarta proportionalis poft

quamvisVL , LP,LP, rectangulum fub VL, &ipfa æqua

bitur reétangulo PLp, reétangula autem fub VA,Va , VL', ;

& ipfa ad rectangulum fub ipfa, & VL erunt, utVA, Va,

VL' ad VL, five ut quadrata Al , ai,& reétangulum PL?'

ad reétangulum PLP, adeoque quadrata AI, ai ,& rectan

gulum PLp'pariter ęqualia rectangulis fubilla eadem quar

ta proportionali,& abfciffis VA, Va, VL'fingula fingulis.

- SCHO
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33».H Ujus Corollarii 1 I. rclatio ad Corollarium

6 facilius perfpicictur , fi affumpto pariter

„, fi in recta VL quovis puncto R , ducatur RS parallela

- tangentibus, vel chordis, & £qualis illi conttanti quar
|

%# / • - -

?j, tc proportionali, tum per S ducatur ipfi VL parallela:

II, , quæ occurrat tangentibus in B, b, chordis in D, D';

„ • £££; enim pariter quadrata AI • ai , & rcctangula PLp,
(M! PL} æqualia rectangulis VAB. Vab, VLD , VL'D'-

.4* ac figura 1 1 5 , vel I 16 abit in » I 22 vel 123 , fi pun

3: 1 cto u in illis ita in infinitum abeunte , ut nufquam

'i: jam fit , rectę VR , BS nufquam jam fibi occurrant ,
qu ], adeoque parallcle cvadant. '

; Ay Coroll. 12. . F.i24

3 333. Si in chordam Vu, vel tangentem IB im fig.'j 25

%$* I 23., 125 incurramt plures re£te LP, L'P' axi paralle

?o? le im Parabola, vel alteriafymptoto in Hyperbola, erunt

gr. retiamgula VLu , VL'u fub fegmentis chorde , vel qua
3(i5 ; drata IL, IL' tangemtis ibi, ut fegmemta LP , L'P' re

fuffi £ £tæ illius parallele intercepta imter chordam , vel tam

£. gemtem, & perimetrum , [hic ut reéiangula fub iifaem,

o* fegmemtir , & recta in quovis angulo dato ducta ex im

guli ; terfectiowe ipfius cum chorda , vel tamgemte , ad afym

ia? ptotum parallelam.

L'• 334. Patent ex ipfo Coroll. I , vel etiam I I. Sunt

eniin ibi quadrata IL, IL , vel rectangula VL • VL'l,

in Parabola, ut rectangula fub L'P'; L'P, & recta con

ftanti, qug rationem non nutat; hic ut rectangula fub
*,? • , ipfis LP, L'P' &c rectis cx L , & L' ductis ad afym

, p0 ptotum parallelam in quovis angulo dato. -

æq!' Coroll

yV . _ gorgi!. 33; . -

* V, 335. Segmenti Parabolici VMu im fig. 126. area effF.1>

b} ad aream trianguli VMu habemtis pro baß chordam,Vu,

f,3£ & verticem in M im vertice diametri MR , cujus ipfa

2 3° £ff ordimata , ut 4 ad 3 ; ad parallelogrammum vero

i£ VEeu claufum tangente per M aucta , & proinde ipß
jlii , Æofcovich. Tom. ///. ' I ' Vu
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Vu parallela , five ad rcctangulum fub ipfa chorda Vü, $
& perpendiculò im eam demiffo ex eodem vertice , ut i;

2 ad 2 . . • •. * - --- - • • • • • • • • *.

$£ Se&a enim bifariam MV in B, agatur per B

reéîâ parallela diametro MR5 occurrens chordæ uV in -

L, petirnetto Parabolæ in D • Patet fore LB adMR , %

ut WB ad VM3 ut f äd 3, vel ut 3 ad 4. . Erit aü

tem MR ad LD (n. 333) utre&ángulumVR4 ad re&tan

gulum VLu ; five in fàtione cómpófita VR ad LV , &

Ru ad Lu nimirüm, 2 ad I 3 & 3 ad 3 five ut 4 ad 3,

ac proinde BL ad ED, ut 2 ad 33 & BL ad BD tit[2.
ad 1 , Qgare & area trianguli IVL, duplã erit areae M.

BVD ob altitüdiriem corninunein in V § fumptis BL 3 i:

BD pro bafibus : Atea autem trianguli VDM pariter t
duplâ eft, areæ trianguli VDB ob . bafimi VM duplam QT,

bafeos VB. Igitur área trianguli VDM erit ęqualis a- ç

reæ BVL , quæ cum fit ad aream trianguli fimilis ià

MVR, ut qüädratum BV ad quadratum VM , erit , ut jl

1 ad 4: Eodein veto argumento area ttianguli Maii l;

erit quarta pars areæ MRu : Qgare totum triangulum Q

VMu ad bina triangulâ VDM, udM fimul, ut 4 ad 1 . \,

Eodem vero pa&to fectis bifariam chordis VD, DM 3

Ma , du habereritur quatüor triangula , ád quæ priora I

illa duo fimul effent, ut 4 ad 1 tum o&to alia, ad quæ -

illa quatuor effent páritet, ut 4 ad 1 3 & ita porro, ac I

feries re&tarum femper magis in infinitum accederet ad

perimetrum Parabolæ 5 & area ad aream fegnenti pa

rabolici, qua concluderetur omnis illa progreffio in in

finitum produéta , cujus progreffionis ptimus terminus

effet triangulum CMu$, & ratio primi termirii äd fe

cundum s ut 4 ad 1 : Quóniam igitut in progreffioni

bus geometrice decrefcentibus eft (c. 3. n. 1o. Arith.) dif

ferentia primi termini a fecundo ad prinum, ut primus

ad totam progreffioriis fummam : erit ut 3 differentia

4 ab I ad 4, ita illud triangulum ad aream fe&toris

parabolici. Parallelogrammum vero CEeu eft duplum

ejus trianguli, & æquale rectangulo, fub bafi Cu j &

altitudine MI. Igitur erit id parallelogrammum ,
-

id
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id re&angulum ad aream ipfius fectoris ut 4 ad + ;

{ìve ut 3 ad 3 :

S c H G i i Ü M vi;

337. N'§ fuprà demofiftrata fuiffet proprietas dfa
- metrorum chordas, omnes bifariam fecam

tium admodum facile hic ex hac ipfa, propofitiofie de

duci poffet pro, ómnibus diámetris, Ellipfeos , ac Para

bolæ, & pró fecundariis Hypcrbolae . . . . . • •

, 338. Si enim fint binae , tangentes IB ; ib parallelæ

in Ellipfi in fig. 117; vel in Hypcrbola in fig. 128 ,

ac iri eas incidat in L, 4 chorda Pp parallela Ii jun

genti contactus ,, dc5cburit re£tangula PLp, Pp ad qua

árata tangentitimi LI , li habere, fatiónem eandeim ;

cumque ipfæ IL $ il gquales effe debeant, erunt æqua

lia etiàm eâ re&angula ; adeoque Pl ad PL, ut pL ad

pl ; five cómponendo iri Ellipfi, dividendo in Hyperbo;

1a Ll ad PL, ut ipfa Ll ad pl adcoque P/j pl aequales.

Quare fi feétâ bifäriám iI in C agatur per C re&ta CR

ipfius tangentibus parallela, quae fiimirüm abfcindet re

&tás RL, Rl æquales rectis CI , Ci, adeoque & inter fe;

£a ipfà & chordâm Pp fecabit bifariami in eodem pun&o R.

339. Et eo qüidem pa£to habcretur proprictas dia

metrorum omnium iri Ellipfi; fi nimirum con cipiatur,

tangentes parallelas BI 3 bi in fig. i>7 convcrti circa or=

aemi Ellipfim, converfa cum iis [i, & pofitione chor

darum Pp. In Hyperbola vero habentur oiiììes diame

tri fecundariae , quæ folae tangentes habent fibi paralle

las . Sed pro primariis hoc pact 3 progredi licerêt. A'{.

fumpta in fig. 138 CR' æquali CR ; & ducta P'L'R'ip'

parallela rectè PLRlp 5 debcbunt effe æquales IL, IL';

adeoque æqualia rectangula PL?', PLP, quæ ad equa

iia quadrata IL', 1L eandem rationem babent. Effúnt

äutem æquales PL' p /'. Qgainobrem ob L'l' aequalerii

Ll, fi PL' effet major , vel minor PL, etiam Lp' efl

fet pariter refpectu LP : adeoque rectang.lüm D'L';'

aed erit gquale rectangulo PLp; nifi PL æqu« tur Pf.%.
- H zw' I`u-
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132 commune centrum C, & axer tranfverfi Cu, Cu' poß.

333 tione congruant; ac in fig. 133. bime Parabole «qualér,

, , . S E CT I ONUM CONI CAR UM -

Ducta igitur PP', quam CI fccet in r s ca erit paralle

la LL', & bifariam rectam in r, ut LL' in I, ac CI erit

diameter omnes chordas PP'parallelas tangenti LL'fecans

bifariam , & eadem efi demonftratio pro chordis pp.

F,j»9 34o. At in Parabola in fig. 129 fi fit quævis chorda

Pp, ac e contactu I tangentis ipfi parallelæ ducantur re

cta parallela axi, ca ipfam chordam fecabit bifariam

in R. Ductis enim PL, pl pariter axi parallelis, erunt

, quadrata, IlL, il ad fe invicem , ut ipfæ LP , lp, qua:

cum æquales effe debeant, erunt aequalia & ipfa qua.

drata , & rectæ IL, Il , & RP, & Rp ipfis aequales,

341. Porro jam ex ipfa hac demonftratione patet ,

in Parabola omnes diametros debere cffe axi parallelas:

ac in Ellipfi, & Hyperbola omnes debere tranfire per

centrum , demonftraretur ex eo , quod omnes cherdae

per centrum tranfeuntes in ipfo centro bifariam fecan

fut (n. 8 I , & diametri ejufmodi ckordas etiam fecare de

beant bifariam, adeoque per illud idem centrum tranfi

re. Atque hæc quidcm innuere libuit, ut pateret, quam

facile alio prorfus paéto ex cadem definitione feries pro

prietatum dcduci poffet , deduéta ante alias hac con

'ftanti ratione re£tangulorum fub chordarum fegmentis.

342. Sed iis omiffis contemplabimur hic potius

miram quandam analogiam , quam habcnt Ellipfes, &c

Hyperbolæ fimiles communi centro , & pofitione axis

tranfvcrfi , ac Parabolæ æquales communi pofitione a

xis, cum afymptotis Hyperbolarum, quæ profluit par

tim cx Próp, 5 , partim ex hac Prop. 6, & Corollariis,

S C H O L I U M VII,

F.130 343. S%£* im fig. 1 3o. binæ Ellipfes , & im fig.

A) 131 , 132 bime Hyperbolæ fimiles , quarum

comgruente axium pofítiome; ordimatarum, eamdem im utra

aue pofitionem babentium diametri pofitiome congruemt ,

*. 6* ß quadam alterius ordinata PP occurrat alteri in H,

- h ja

*-.
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h jacentibus P, p in fig. 131 in eodem ramo , im f?.

i3* in ramis oppofitis erunt femper «qualia fegmemt4

HP, hp, & Hp, hP imtercepta hinc inde inter interio *

rem ,& exteriorem. * _ .

,, 344. Si enim ducatur in fig. t3• 3 t 31 diametri

fi chordæ PP , quae alteri Ellipfi , & Hyperbolæ occu

rat in E, & •, tangentes per I, & E duc&ae , crunt pa

rallelæ (n. 1 19.). Quare cum ordinata Pp debcat cffe ,

parallela tangenti per `verticem fuae diametri I , erit &

Hk parallela tangenti duétae per verticem diametri E,

adeoque ipfius ordinata . In fig. vero 1 3 i fi ipfi PP

diamcter parallela Ii occurrat alteri Hyperbolae in A, a

diameter habens pro ordinata PP debet effe (n. 2 12.)

parallela tangenti duclae per verticem I. cüm debeat ef

fe conjugata diametri Ii , & pariter diameter ordina

tae Hh parallela tangenti duétae pef A . Cum igitur eae

tangentes parallele effe debeant, eandem habebunt d*-

re&ionem earum ordinatarum diametri , & cum de

bcant tranfire per idem centrum commune C, pofitio

ne congruent. Demum in fig. f33 fi concipiatur Pa

rabola HVh translata per axem ita, ut fegmentum a

xis VF abeat in, fegmentum axis V"F'fibi æquale , con

gruet tota cum illa Parabola fibi æquali ita , ut dia

'meter ER abeat in IR ' exiftente vertice I in eaderir

'iftantia ab axe, in qua erat, adcoque in ea dem re

' a priore crit diameter IR, &c quoniam adhuc tangens

. r I duéta cum diamctro eundem angulum contine

l , quem tangens per E, erunt hujufwodi tangen

t, parallelæ, & proinde communis directio ordina

tat, 'm utriufque diametri , & communis ordinatarun

cane em directrionem habentium diamcter. -

34 y. Igitur ia omnibus ejufmodi figuris a commu

ni diametro fecabuntur ambæ ordinatæ Pp , Hh bifariam

in R ; ac proinde erit HP æqualis hp, & Hp æqualis Ph.

346. /\4amente ordinatarum ejufmodi direétione quatuor

nectamgula HPh, PHp, Hph, Php femper erumt imter fe

<equalia, & magnitudimis comffantis , ac femper' aequa

/ía ín fig. 1 3o, 1 3 1 , 1 33 quadrato tangentis IA , vel

- 1 3 la da



-

-

-

- - - - - - $-•-i.

**« secTioNUM e9NICARUM -

fa ductæ per verticem ! diametri interioris , ac deter

minatæ contactu, & perimetro exteriori , ipfa tangem.

te Aa fecta bifariam, in I; im fg. vero i3* differentie

quadratorum femidiametrorum parallelarum CI, CA.

347, Ducta enim per P, & I recta , quae alteri cur.

vę occurrat in M, & N, erit & PM æqualis IN, &

MI æqualis PN. Qgare rectangulum MPN erit equa

ie rectangulo MIN. Eft autem , n. 299. ) rcctangulum

MPN ad rectangulum HiPh, ut MIN ad rectangulum

AIa. Igitur etiam rectangulum HPb erit gquale rectan

gulo AIa, Porro rectangula HPh, PHP, Hph, Php, pa

tet, æqualia eße ob PH, ph , & Hp, hP æquales, re

ctangulum autem AIa erit in fig. 13o, 13 1 , 133 æqua

Je quadrato AI, cum coeuntibus punctisP, p in I abeant

HP, hp æqualcs in AI , aI, & in fig. 132 ob diame

trum Aa fe&am bifariam in C erit rectangulum AIa

differentia quadratorum CI • Ca. -

348. Hic autem jam patet analogia Se&ionis Co

nicæ externae refpectu internae cum afymptotis . Seg

mcnta rectæ interceptae hac externa perimetro, & inter

na aequantur hic inter fe ( num. 345 ) , ut (n. 221)

fegmenta rectæ intercepte afymptotis , & Hyperbola ,

Ex ea æqualitate infertur hic ( num. 346 ) conftans

menfura illorum quatuor rectangulorum , quae conti

nentur fub diftantia alterius interfcctionis cum altera e

binis perimetris , & binis interfectionibus cum altera,

ut in afymptotis ( numer. 25 1 ) , & ut ibi , ita et

iam hic , ubi habetur tangens ordinatis rectis paral

lela , ea in ipfo contaétu fecatur bifariam , ac illa re

&tangula æquantur quadrato tangentis interceptæ con

tactu , & 'perimetro, exteriore , Ubi autem in fig.

132 non habetur tangens parallela , , aequantur illa re

ctangula differentie quadratorum CI , CA , quae ir,

afymptotis , ubi CA evanefcit , æquantur (num. 25 1 )

quadrato toti ipfius CI , At in eo etiam conveniunt.

Si enim axis Vu minuatur in infinitum ita , ut de

mum evanefcat , Hyperbola definit in binas rectas

tranfeuntes per C juxta numer. 16 & 1 1o , quae e
£Tu*n t
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runt ipfae afymptoti , quo cafu evancfcente AC, dif

fercntia quadratorum CI, CA cft idem, ac ipfum qua

dratum CI. • QUamobrem proprietatcs afymptotorum

funt generales in ° Hyperbola omnibus Hyperbolis .fi-

milibus cQmmuni ccntro , & axium pofitione, quae,

axe evanefcente , definunt demum in afymptotos ip

fas , in quibus generales illae proprietates manent`,

licet aliquae ex iis ita immutentur , ut remancant

accommodatæ ipfis rectis , & evanefcentiae axis tranf

verfi, ac ex natura re£tæ lineæ cum iis ipfis proprie

tatibus conjuncta deducantur alia Theoremata. "

349. Et quidem in cjufmodi fimilibus perimetris

analogia cum afymptotis in Hyperbola , & Parabola

ctiam ulterius progrcditur . Nam in iis , ubi in infi

nitum producuntur • Perimeter exterior ad interiorem

accedit ultra quofcunque limites, quin tamen unquam

fibi occurrant . In Ellipfi quidem perimetrorum di

ftantia eft femper finita , & quidem minima in ipfis

axium conjugatorum verticibus , maxima in vertici

bus tranfverforum . At in Hyperbola in fig. I3I , &

ia Parabola in fig. 133 recedente ordinata PP in in

finitum , crefcit ipfa in infinitum , adeoque crefcit in

infinitum & Hp ipfa major , & cum fit HP ad AI ,

ut IA ad pb , ob rcctangulum illud æquale quadrato

AI ipfa pb decrefcit pariter in infinitum . Scd.cum HP

nufquam abeat in infinitum ( nam omnes chordæ pa

rallelae alicui fecanti bis eundem ramum inclinantur

ad directricem ( num. 149) in angulo minore, quam

fit angulus æqualitatis ) , & proinde eam fkcant bis ,

ac omnes pariter in Parabola bis fccent ( n. 154) nw£

quam ph evanefcet. -

s c H o L I U M VIII,

35o. QEd jam regredicndum ad feriem Theorema

eo tum hifce fcholiis intcrruptam ac eruemus

proprietatem maxime notabilem, que licet fit quoddam

} 4. .ßm



* ag S£cTIONUM CONI CARtJM

fimplex veluti Corollarium ipfius Propofitionis 6 , tas

men hic nova Propofitione 7 enunciabitur cum nimi

rum naturam ipfam Sectionum Conicarum contineat ,

& ufum habeat frequentiffimum .

PROPOSITIO VII.THEOREMA.

35 I. Uadratum femiordimate cujufvis diametfipri

- mariæ im Ellipß & Hyperbola ad rectangw

1um fub abfeiff, a bimis verticibus eß im comffamtâ ra

tiome , mimirum ut quadratum diametri, vel femidiame

tri comjugatæ ad quadratum ejus diametri vel femi

diametri ßve /? , ut in axe , tertia comtimue prepor

fiomalis po/? diametrum ipfam , & diametrum conjuga

tam dicatur parameter , vel latus rectum , & ipfa dia

meter latur tram fzerfum , erit , ut latus rectum , vel

parameter ad latùs tramfverfum , vel diametrum illam

ipfam . /m Parabolae vero equatur rectamgulo fub abfci^

fa ab umico diametr; vertice , & recta conffamti, quam

dico parametrum ; vel latu* reélum , & quæ æquatwr

ordinatæ per focum du£fe , ac equatur quadruplæ

diffamtiæ ver#cir diametri a foco , vel a dire&#rice.,

F, 34. 352. Pro EIipfi , & diametris primariis Hyperbo

I 35 Iæ , in fig. I 34 , f 35 haberi rationem conftantem

j;? femiordinate LP, vel Lp ad rectangulum VLw

u6 binis abfciffis a binis verticibus V , u pater

ex Propofitionibus 5 , & & . Nam ex prop. 6 re

ctangufum PLp ad rectangulum VLu habet rationem

conftantem , mariente ordinatarum directione , &

ex Propofitione 5 recta Pp bifariam fecatur in L ,

adcoque rectangulurn PLp æquatur quadrato PL ,

vel pL . Idcm pro Hyperbola comftat etiam ex nu

jmer. 256.

353. Eam rationem effe eandem , quam parame

rri , vel lateris recti ad diametrum , vel latùs tranf

verfum , patcbit ex definitione perametri , fi demon

ftretur effe eandem, ac rationem quadrati diametri, vel

femi
^

f.

j34
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femidiametri conjugatae ad quadratum diamctri, vel femi*

diametri primariae . Id autem pro Ellipfi patet in fig.

34, cum diametri omnes in ea terminentur ad pcri

nietrum , adeoquc fi ACa fit diamcter conjugata , c£le

debeat in eadem illa ratione rectangulnm ACa ad re

&angulum VCù , five quadratum AC ad quadratum VC,

adeoque & quadratum Aa ad quadratum Vu. Pro Hy

perbola demonftratum eft num. 256. , - -

354. In Parabola vcrg in fig. 136 eùm rectangulump

PLp, five, quadratum PL fit pcr Coroll. I. Prop. 6 ad

rectangulum fub abfciffa VL 3 &c quavis recta conftantc

in ratione cohftanti , fi femel affumatur pro re&a illa

conftaiiti, five pro parametro tertia proportionalis po

aliquam abfciffam •, & ejus fcmiordinatam , jam qua

dratum femiordinatae fiet aequale rectangulo fub .abfcif

fa, & ea paramctro» adeoque ea ratio conftans in rcli

quis omnibus ordinatis erit ratio zqualitatis. -

I 355. Quod fi ordinata PLp' tranfeat per focum F,

& diameter LV occurrat dire&rici in H , erit ( num.

178) VL' dimidia L'H, & LH dimidia PP , ac proin

de æqualis PL'. Qgare erit LV ad L'P' ut LP' äd Pp,

& proinde ordinata PP per focum du&a crit illa para

meter conftans , quae crit quadrupla VH, adeóque &

quadrupla VF. Q. E. D.

s C H O L I U M I.

356. Um ex hac quoque Propofitione plurima cori

fectaria profluant , ordinem quemdam in iis

deducendis pcrfequar . In Prinis quæ omnes Sectiones

Conicæ communia habcnt in diametris omnibus cua

iis, quæ initio de axibus funtDemonftrata Corollario r

indicabo; tum dcducam bina , que Parabolc foli funt

propria, quibus demonftratis progrediar ad Theorema*

ta qucdam pertinentia ad Ellipfim , & Hyperbolam ge

neraliter : demum occafione nacta comparationis Elli

Pfeos cum circulo, plures ejus proprietates cvolvam.

Ce

.i36
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, re S£CTIONUM coNICARUM.
- Coroll. I. }

357. Que deducta funt pro ordimatis axis tramfùer. $.
f im Corollariis 8, 1o, 12 . 13 defimit. 2 num. 74, £A

79, 83. 85 , eadem locum habent im ordimatis diame- tur

trorum ommium , ß pro axe comjugato ponatur im bini; È
poffremit diameter conjugata. v
7 358. Demonftratio e$t cadem utrobique, petita pari- §

ter ex ratione conftanti , quam habet quadratum fe- t

miordinatae ad reétangulum fub abfciffis, & quod per

tinet ad Coroll. 13 demonftratum cft pro Hyper$olafum. 256, •.' v

- Coroll, 2.

359. Latur rectum cujufvis diametri im Parabola «- £

quatur lateri recto principali , & quadruplæ abfciffe a $

vertice axis per ordimatam ductam, ex ejus diametri ;vertice, v. - - - •

P.65 - 36o. Eft enim in fig. 65 parameter diametri tran- ?

* feuntis per P quadrupla (num. 35 1) PD, adeoque qua

drupla ER compofitae ex EM quarta parte lateris reâi !

principalis, & MR ejufmodi abfciffae a vertice. }
- ' Coroll. 3. tl

F.,,4. 361. Si e quovis pun£to L ghorde Wu Parabole in *

125 'fg. 124, vel tangentis IL im fg. I 25. ducatur LP axi

*'* parallela ufque ad perimetrum, erit ibi re&amgulum VLu.

}jc quadratum iL æquale rectangulo fub PL, & latere

recto ejus, diametri , cujus ibi ehorda Vu eß ordinata ,

& quæ hic tranfit per contratium I. *.

- 362. Se&ta enim in fig. 124 chorda Vu bifariam in

R , & erecta RM parallela axi, quæ erit (num. 2o6,

& 2 12 ) diameter ejus chordæ , erit quadratum VR ,

five reétangulum VRu ( num. 35 1 ) æquale re&tangulo

fub RM , & latere recto diametri ipfiüs. Erit autem

rectangulum VLu ad reétangulum VRu (num. 333) ut

reétangulum fub LP , & illa parametro affumpta pra

conftanti, ad rectangulum fub RM, & eadem parame

tro, adeoque & rectangulum WLM erit æquale rectan

gulo fub LP, & eadem parametro. Porre fi coeuntibus

V s u fccans LVu abcat in tangentem , quadratum

- ejus
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ejus tangentis debebit æquari re&angulo fub L'P, & ea

parametro. Sed idem in fig. 1*3. patebit, fi in diame

trum IR axi, adeoque ipfi PL parallelam ducatur fe

mioréinata PR , quae erit parallela , & æqualis Lk ,

Erit enim quadratum RP æquale re&angulo fub IR s

& parametro diametri HR , adeoque & quadraturn IL

sequale rectangulo fub LP, & eadem parametro, .

- Coroll. 4. -

363. Jm Ellipfi, & Hyperbola diamctri conjugate fùnt

fibi imvicem conjugata. ` ` - - -

364. Pro Hyperbola demonßratum eft etiam (m.244},

fed pro utraque fic evincitur communi demonftratione.

Sint in fig. 137 , _ 138 binae ordinatae Pp , PP' eidemf.i3*

diametro Yu æqualiter diftantes a centro C per CL , 133

Cl , & proinde aequales (num. 357, & 79 ). Si ducatur

per centrum C diameter ACa parallela ordinatis Pp ,

PP , ea fecabit chordas PP', pp bifariam , cum L'P .

L'P', & lp, l'p' debeant aequari æqualibus CL, Cl, ac

proinde habet ipfas chordas PP", pp' pro ordinatis. Igi

tur binæ diametri Vu , Aa ejufmódi funt , ut alterius

*ordinatae fint alteri mutuo parallelae , adeoque ( auam.

212) ipfae diametri fibi mutuo conjugatæ funt.

- Coroll, 5. '

365. Si commumem diametrum habeant plure* £llip

fes , vel plures Hyperbele eamdem primariam diametrum.

ordinate vero fint im quibufvis ' angulis imclimate ad

ipfas diametros ; femiordinatae ad idem diametripum

&fum pertimemter erumt im omnibus im comf?amti ratione

imter fe , quam habebumt diametri comjugate , & idem

ze/peé}u Ellip/um comtixgit femiordinatæ ad circulum, &

mrefpeéiu Hyperbolarum tamgenti ex eodem pum&o diame

tri duétæ ad circulum, ipfùm eadem diametro deferiptum,

habita ipfiu* circuli diámetro pro diametro ejufdem con

jugata, cui tamgenti femiordinata Hyperbole equilatere

Aequalis erit,
-

- -

366. Si enim in fig. I 39, i4o ejufmodi Ellipfiufn ,

yel Hypcrbolarum femiordinatæ fuerint LP, LP, erunt,

invcrtendo in proportione hujus Propofitionis 7 , qua

- - - - drata

-

F.i39

14o
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drata femiordinatarum LP LP' ad quadrata fuarum fe

midiaimetrorum conjungatarum in cadcm ratione com

munis rectanguli VLw ad quadratum communis femi

diametri CV, adeoque & LP ad fuam femidiametrum

conjugatam , ut LP ad fuam , ac proinde alternando

LP ad LP', ut altera femidiameter conjugata ad alteram.

367. Qgod fi in fig. I39 VPu fit circulus , in eo

quädratum LP aeqüatur rectangulo VLw , & fi in fig. 14o.

ducatur LT tangens ad circulum VTu , quadratum ip

fius, æquatur rectangulo VLu. Qgare etiam in iis crit

quadratum LP. figuræ 139 » & LT fig. 14o., ad quadra

tum femidiametri circuli, ut rectangulum VLm ad qua- .

dratum CV, nimirum in ratione æqualitatis , ac pro

inde manebit demonftratio . In Hyperbola vero æqui

latcra diametri conjugatae erunt æquales, (num. a6o) ;

adeoque ratio quadrati LP in fig. 14o ad redtangu

lum VLu, vel quadratum LT ratio æqualitatis, adeo

que LP æqualis LT.

Coroll. 6.

… 368. /m eodem cafu chorda Pp, Pp' du;ie per verti

cer[bimarum ordinatarum pertinentium ad bina communia

diametri puncta L, l, vel tangentes ductæ per bima ex

trema punëta P, P ordinatarum pertinentium ad commu

me diam.etri punéium L concurrent in ipfa diametro ali- '

cubi im Q. quod etiam im Ellipß cum, circulo eompara

ta comtingit, im qua iccirco erit abfciffa a centro ad fe

midiametrum, ut hsc ad diffantiam tam gentis a centre

comparatam in ipfa diametro. -

369. Patet ex lemmate generali num. 2o4. Erit enim

LP ad LP, ut lp ad lp', adeoque rectæ PP , Ll, Pf*

ad idem punctum Q.convergent. Accedent autem pufi

cto l ad L, donec cum ipfo congruat , cvanefcentibus

fimul chordis PP, PP', fimul ambæ fecantes pPQ,pPQ.

abibunt in tangentes , & adhuc ipfae tangentes in eo

dem diametri puncto Q concurrcnt. Porro fi in fig. 139

VPu fit circulus , & PQ, tangens, angulus CPQ erit re

ctus, & fimilia triangula CLP, CPQ,ob angulum ad

C communem , adeoque CL ad CP, five CV, ut CV

ad CQ. SCHO
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37o.PĘ: hinc Ellipfeos proprietates profiuunt fane
• • • elegantiffimae, tam quae'ad ejus diametros con

jugatas Pcrtinent » quam quæ ad ipfiüs comparationern

cum circulo , quae quidem Hyperôole vel fiullo modo

conveniunt , vel non omnino commünes funt. Eas ali

gugt Cgrollariis Pcrfcquar co ordine, quo alic ex aliis
oriuntur, -

- Coroll. 7

373. Ja. Ellipfihus , ammumerato ii, etiam circulo, ha.

bentibus diametrum communem, A ordinate ducte per
verticer bimarum diametrorum, quarum ßngulæ ad fingu

1a* pertimeant, tramfeamt per idem cujufvis diametri pun

ctum , tran/ibumt etiam ordinate duétæ per vertices dia

metrorum conjugatarum per aliud diametri punélum com
m/4me .

37*:.Sint enim in fig. 141 femidiametri CP , CP ?F.141

£ £$°finat£ ad commünem diametrumTvuTductc per

P. P tranfeant per idem diametri V, punctum L. Sit

quoque Cp femidiameter conjugata CP, adeoque paral

fera tangenti PQ , & ducta fìordítá pl , tum fe

miordinata lp', demonftrandum eft fore Cp' femidiamc

£um conjugatam CP". Sic autem facile démonftratur . .

Tangens dicta per P' termiûîâåìåéí punctum Qg

& 95 fimilia triangula plc, PLQ eft Cl ad lp , ut Q.

ad LP, & (num. 335) p ad lp , üt LP ad LP'. Quá

'° °* $qualitate ordinata Cl. ad p? ut qU ad Lp, àìo
$ue ob angulos QUP, C/y in parallelis ęquales, fimi

Hi erunt triangulaTJp', ö/}, & , Cp pâfallcla QP'•

adcoquc conjugata fèmidiarieti Cfi'. -

Coroll. 8. ®

.,373:.^/£llipß ß ad quamvis diametrum uv e verti

cibus P*, P. diametrorum quarumvi, comjugatarum ducan

far femiordimatæ PL, p'l, alterius abfciffa a centro CL

*'*, ^edia proportiomali, ìnte, „ire,j? abfciffas V1, ul

già * £i;;is vertiajbur, ac fumma quidem quadrätoriim binæ

7^;;^/;•
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rum abfciffarum a centro CL, CI æquabitur quadrata fé

* midiametri CV; in quam ee demiffe fumt , fumma vero

quadratorum femiordinatarum PLIPI qùadrato femidia

matri CA' comjugate ipfius CV. . . . . .

374. Si cnim eâdem giametro fit circulus VPM ; &

erigantur femigrdinátæ LP, lp erit (num. 371 ; Cppa.

sallcla taagenti QP 3 adeoque angulus PCp çquali§'al

wrno CPQ,recto in contactu: Quare bini anguli PCL;

pClfimulgqüantur rectd.Cum igitufgquentur recto& bini

PCL, CPL in triangulo re&taiigulo CLP, erit angulus

CPL equalis pCl 3 & proinde firnilia triangula CPL ,

gC', quç prçterea gb bafes CP , Cp gquales crufit g

Xqualia, âdeoqüe CL equalis lp medig pfoportionali iii.

ter Vl, ul ex circuli natura. Prgterea veró fummâ qua

dratorurn CL; Cl £quabitur quadrato CP; five qüadra

to CV; cumque fit Cl five PL ad LP, & CL, five lp

ad ip', ut femidiámeter CA ad femidiametrum CA cotì

jugatam CV; erit & fumma quadratorum Cl ; CL ad

íüfhmam quädratorum LP', lp',;ut quadratum GA, fed

CV gqualé illi primg fumimg ad quadratum CA, quod

proinde erit gquale fümme pofteriori;

*\. Coroll, 9: . ^ * • 1 •

375. Summa quadratorum diametrorùm , feu femidia

irorum, conjugatarum in Ellipß conffanter equatur fumme

quadratorum axium , vel femiaxium ; parallelogrammum ;

cujus latera femidiametri conjugatæ, re&fangulo fub femi

axibus; ac parallelogrammum Ellipfi circumfcriptum , quod

comeimem* tamgemter ductæ per diametrorum conjugatarum

*£rtices ractanguld fub axibus , cujus parallelogrãmimi am

gulorum, vertice* erunt femperjj Ellipfeor alte

rih* priori ßmilii; cujus latera ad éjus latera homológa e

_ , *nnt in raiione fubduplicata z ad i. , , . . T .

F.i4* 276. Nam ifi fig. 142: fi Vu fuerit axis Ellipfeos

VPus & diameter circuli VPu, & CP, CP femidiarne

tri conjugat&s ductis PLP, P'lp axi perpendicularibus uf

quc ad circuli peripheriam; tum CP, CP, erit quadra

tum CA ad quadratum CA , ut quadratumTLP ad l

quadratum LP': & quadratum lP ad quutat; 4P' *, |
- 2C!£O— *
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adeoque ut fumma quadratorum LP', lp ad fummari

quadratorum LP; lp', feu ob PL cqualem Cl ( num.

373 ) fumma quadratorum PL • pl aequatur fummeCl,

ip, five quadrato Cp, vel CA : Igitur & fumma qua

dratoruim LP', lp' aequatur quadtato CA'. Cum vero

etiata Cl æquetur LP3 adeoque bina quadrata Cl,CL

æquentur binis PL, CL , five quadratö CP, vel CV,

quatuor quadrata LP', lp', CL, Cl, five bina femidia

metrorum conjugatarum , CP', CP' zquabuntur binis

'quadratis femiaximi CA', CV $ adeoque & quadrata

diametrorum conjugatarum quadratis axium. -

377. Ductis autem pL 3 P'L , erunt, ut .CA adCA',

tarì areæ triangulorum PPL, P}'L, & PCL , P'CL ,

que, cum fint inter eafdem parallelas , futit ut báßes

LP, LP', quami areé triangulorum pLl s P1/, & pCl ,

P'Cl, quae pariter funt ut bafes Pl , p'l . Sunt igitur in

eadem ratione & tota quädrilinea PLlps P'Llp', & tri

angula PCL , P'CL, ac pCl , p'Cl; adeoque& refidua,

triängüla PCp , PCP', eft autem triangulum PCp re

crarigüluin äd G dirimidiurh rectanguli fub PC, CP ,

five fub VC, CA, & triangulum P'Cp' dimidium pa

rallelogrammi P'CpT • Qgare erit rectangulum fub

AC, & CV ad parallelogrammum P'Cp'T pariter, ut

CA ad CA', five ut idemi rectangulum fub AC , &c

CV ad rectangulum fub CA', & eademi CV , nimi

turm ad rectangulum, fub femiaxibus , cui proinde æ

quale, erit illud parallelograrnfnum.

7 378. At in fig. 143 fi QTqt fit parallelogrammumF.i,3

tangentium ductarum per vertices P, p',P,'p diametrò-T**

rum conjugatarum Pp' , Pp , fatis patet ob ipfarum

tangehtium parallelifmum cum, ipfis diametris ; fore

inter fè æqualia quatuor parallelogrammaCT , CQg

Ct , Cq; quorüm proinde cum fingula ut CT s ae

quentur rectangulo fub fefmiaxibus , fimul omnia æ•

ùuabuntut tectangulo fub axibus. Ducta vero, CQ,.

quæ Ellipfi occurrat in V , chordam Pp ea bifariam

fecabit in R , & ibidem ab ea bifariam fecabitur ;

cum fint bing diamctfi parallelogrammi sit,pp!
- Q.

-
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ordinata femidiametri V C , adeoque ( num. 368 )

CR ad CV , ut CV ad CQ , & CQ, ad CV, in

ratione fubduplicata CQ ad CR, five z ad I. Pariter

fi P?', CT fibi occurrant in r , & CT Ellipfi in B,

erit CT ad CB in ratione fubduplicata CT ad C, ,

five z ad 1 , adeoque Q , T ad hujufmodi Ellipfim per

num. 1 I9. - - -

Coroll. Io.

379. Piametrorum ommium im Ellip/? maxima eff a.

*f* tranfverfu*, mimima axis comjugatus , reliquarum ea

*ajor, que axis tramfverfo propior, ac bimae himc inde

Ε,14sin angulis cum ipfo æqualibus æquales.

38o. Nam in fig. 142 fi Vu fit axis tranfverfus, qut

conjugato femper cft major (num. 64), erit LP majór,

quam LP'in eadem ratione ; adeoqüe quadratum CP

æquale quadratis CL , PL érit majus quadrato CP ,

quod eft æquale quadratis CL , LP'; ac proinde CP ,

vel CV major quàm CP', -& axis tranfverfus duplus

CV major quavis diametro dupla CP'.

381. Porro quoniam quadratum PL ad quadratum

PL eft in confíanti ratiofie , in eadem ratione cre

fcent , & decrefcent & ipfa , & corum differentia .

Crcfcit autem femper finus PL in circulo , dum P ab

V ab A tendit , décrefcente CL, ac in A eft maximus,

adeoque & differentia quadratorum LP, LP quæ ea

dem eft , ac differentia quadratorum CP , CP', fem

per crefcit ab V ad A , vel A'; & proinde cum qua

dratum CP {it femper idem , decrefcet perpetuo CP ,

& abeunte P' in A' fiet minimum . Quare diametri

quoque quo magis' diftant ab axe tranfverfo eo mino

res funt, & axis conjugatus eft omnium minimus.

382. Demum fi Ellipfis completa occurrat ipfi PP'

jn I , erit LI æqualis LP', adeoque & CI æqualis

CP', & angulus, LCt æqualis LCP . Quare binæ fe

midiametri CP, CI hinc inde in gqualibus angulis ab

axe tranfverfo gquales , adeoque gqualcs & integre

diametri.

C'J-

383. Ni

4xtm h4)

diatum f

diamaj,
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Caroll. 1 1.

83. I)iameter per cujus verticem du£fa ordinata ad

axám habebit abfciffam a cemtre ejufmodi, ut ejus qua

dratum fit dimidium quadrati ejufdem femiaxis, habebit

diametrum conjugatam fibi «qualem , & ea , datis axi

4ur, faoila determinatur.

384. Si enim fuerint CP, CP, æquales, erunt æqua

les & anguli PCL, pCl, adeoque & CL , Cl , nimi

rum (fi CP fuerit conjugata CP') CL, LP, & quadra

tum CL dimidium quadrati CP, five CV. Dato autem

axe uV, fi fiat angulus VCP femirectus, tum capta CP.

aequali CV, ducatur PL' perpendicularis ipfi axi, & capia

tui. LP' ad LP in ratione femiaxis CA' ad femiaxem

CV, erit PC femidiametcr, quæ fuæ, conjugatæ æqua

lis crit .

Coroll. 12.

383. Si eodem axe fit Ellip/ù , & circulus ; erit a

rea' circuli ad aream Ellipfeor , ut is axis ad alterum ,

que ratio erit eadem, in fegmentis commumes abfciffas

#abentibus ; ac area totius Ellipfis erit media geometri

ce proportionalis inter areas. circulorum habentium pro.

diametris, binos ejus axes , five circuli circumfcripti &

ämfcripti , ac æquali, areæ circuli habentis diametrum

amediam geometrice proportiomalem, inter bimas axes.

386. Si enim. Vu fit jam axis uterlibet , & circulus

tectae PP'• occurrat in 1', erit PI'. ad IP, femper. ut PL

ad LP', five ut femiaxis. CV ad CA'., five ut totus a

xis Vu ad axem alterum . Quare & areae genitae eo

dem motu, earundem rectarum PI', IP erunt in ea

dem ratione , nimirum area fegumenti PVI' ad 'feg

mentum IVP', & area totius circuli ad aream totius,

Ellipfeos. '

387. Porro cum hinc area circuli habentis pro dia

fmetro axem tranfverfum fit ad arcam. Ellipfeos , ut a*

xis tranfverfus ad conjugatum , & area Ellipfeos ad

aream circuli habentis pro diametro, axem conjugatum

fit.itcrum , ut axis tranfverfus ad conjugatum, erit arca

Ellipfeos mcdia inter areas illorum circülorum, & cum

Bqfcovich. Tom. ///, K quae



nss secTioNUM coNICARUM

■

quævis femidiameter fit minor femiaxe tranfverfo, maä

jor femiaxe conjugato3 patet, circulum defcriptum, af

fumpto pro radio illo priores fore circumfcriptuiii, affurn

pto ver6 hoc pofterióre } fore infcriptum , Cumque aree

circulorum fit in ratione duplicata diametrorum} patet,

circulum pariter haberitem diametrum mediam geofnerri

ce proportiohalem inter binos axes 3 habiturum aream

pariter mediam iriter areas eorundcm illorum circulo:

rum , & æqualem areæ Ellipfeos.

S C H O L I U M IIi.

388. A$i hoc quidem pa&o multa deducimus ,

q.uae Ellipfi ita propria funt , ut ad Hyper

bolam faltem eodem pa&to transferti non poffint , licet

fuas habeat Hyperbola ipfa ptoptietätes , quæ earum

plerifquc refpoíideant. Sic nonnüllis eorum , quæ hic

propohuntur n. 373 s. 373 , 379 refpondent ; quae pro

Hyperbola propofita funt num. 253 s 348 s 244:

389. Ex ipfa Propofitione facile dedücitur, datis la

tere tranfverfo ; & re&io , ac dire&ioné ordinatarum», vel

datis im Ellipfi & Hyperbola bimi* diametrix cowjwgatis

magnitudine , & po/ìtiome , poffè imveniri omnia Se&tionis

Comice punëta . Affumpta enim quavis abfciffa in late

re tranfverfo ; & du&a reéta in ea dire&iöne , quam

habere debent ordinatæ , quæ nimirum iri Ellipfi , &

Hyperbola parallela cft diametro conjugatæ , fatis erit

pro Parabola affumete in ipfa hinc inde binas fefhior

dinatas medias proportionales inter abfciffam , & latus

re6tum, in Ellipfi, & Hyperbola affumpta media pro

portionali inter binas abfciffas a binis verticibus, fatis

erit affumere hinc & inde 6inas femiordinatas, qùæ ad

eam fint in ratione fimplici diamefri conjugatae ad dia

metrum illam, in qua affumpta eft ab(ciffa; five in ra

tione fubduplicata lateris reéti ad illam diametrum .

Habebitur cnim, ut patet, debitus femiordinatae valor,

& mutata, utcumque abfciffa, defcribetur omnis Seétio

C cnica per Puncta.

39 e. Sedi

.

\

\
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39o. Sed ut pro Hyperbola ex datis binis diamgttis

cofijugatis elegantiffimam , & expeditiffimam conftru

&tioriem habuinius humi. i69 ope regulæ gyrántis circa

datum punétum inter binas afymptotós, fic hic páriter

habemüs aliam nihilo minus expeditam , & elegantem

conftru&tionem Ellipfeos per punôtà , datis itidem bi

nis diametris, conjugatis ; idqüe pariter 9pe regulæ

aliâ quâdam data lege gyrantis inter datas binas rcctas.

39i. Sint binæ diamiétri conjugatæ in fig. 144, 145.
VCú, ACP. Ex alterius vertice A demiffo in áfferaiíf.i44

perperidiculo AB; cápiatur AD in cqdem , vcl ad par- '43

tes A produóto , ut in fig. 144 , vel verfus B , ut in

fig. 145 , AD æqualis femidiametro CV, ac per C, &

D du&ta indefinitâ EF, produétaque indefinite utrinque

Vu in G, & H; moveatur linea BD ita, ut pun&o B

excurrente per reétam GH; ac pun£to D per EF abeat

in db ; & punétum A abiens in a defcribet Ellipfim .

Düéta enini ex d re£ta parallela DB, quæ occurrat re

&tis AP, Vu in L, N; erit (nuni. 2o4) dL ad dN ,

üt DA ad DB } five ut da ad db : Quare duéta aL ,

erunt fimilia triangula adL, bdN ; adcôquc aL paralle

la diámetro VCu. Erit autem DA ad aL , ut AC ad

ILC, adeoque quadratum DA, five CV ad differentiam

quadratorum DA, dL, five da , dL, nimirum ad qua

dratum aL , ut quadratum AC ad differentiam quadra

torum AC, LC, five ad rectangulum fub abfciffis AL,

LP . Qgare alternando quadratum VC ad quadratum

AC, ut quadratum aL ad reétangulum ALP fub abfcif

fis , & proinde aL æqualis femiordinatæ , & pun&um

a ad Ellipfim. .

3gi. Qgod fi in fig. 146, 147 Vu, AP fuerint axes,F.146

çonftruétio evadet facilior. Sumpto cnim in axe CÄ 1},
fegmento AD vel ad partes óppofitas centri C , ut in

fig. 1463 vel verfus ipfum , ut in fig. 147 , & notatis

in regula punétis D s C, A, ipfa regula ita converta

tur , ut punctum C excurrat per axem VCu in c, pun

£to D excurrente per ACP iii d, ac punctum A iran

latum iri a difcritet Ellipfim. Ducta enim aL paralle.
K 2 la
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fa VC, erit da ad dL , ut ca ad CL, adeoque quadra

^ tum da, fivc CV ad differentiam quadratorum da , dL, £

five quadratum aL, ut quadratum ca , five CA ad dif- l(

ferentiam quadratorum ca , CL, five CA , CL s nimi- . C!

rum ad rectangulum ALP, adeoque alternando quadra- t\

tum CV ad quadratum CA, ut quadratum La ad re

ctangulum ALP, ut oportebat.

393. Quoniam vero illa puncta a, b, d in fig. 144

145 , vel a , c, d in fig. I46, 147 poffunt etiam no

tari in extremo rectilineo chartæ margine , & charta .

ipfa ita translata , ut puncta b , d , vel e , d fem

per fint in rectis GH, EF, notari, facile poffunt quot

cumque puncta a , & per ea duci linea continua ; ad

modum facile Ellipfis defcribitur . Solet autem & in

ftrumentum conftrui refpondens fig. 147, in quo virga

dca habeat in a ftylum, in c, & d binos pedes infer

tos ita crenis in lamina incavatis fecundum directiones

CV, Cu, CA , CP , ut per ipfas excurrant , ac ftylus

a motu continuo Ellipfim defcribat, & ut plurima El.

lipfium genera defcribi poffint, virga paratur longior ,

per quam ftylus a , & pedes c, d poffint excurrere, &

admoveri ad fe invicem, ac removeri ita , ut da fiat

æqualis femiaxi tranfverfo ca conjugato.

394. Ovalem lineam, quae referat Ellipfim , fic et

„giam ope circini licebit defcribere . Fiat in fig. 148.

"Trhombus quivis HDBE , cujus latera ad partes angulo

rum oppofitorum B , & H producantur : tum centris

B, & H, quovis, fed utrobique eodem intervahlo , de

*cribantur arcus circuli FG, IL , ac centris E , & D

reliqui FL • GI , qui apte connectentur cum prioribus

' in F, G , I , L cum perpendiculares fint iifdem EF ,

DG, DI, EL , habentibus eorum centra . Quin etiam

F.149% dentur in fig. 149. axis major VCu , & minor ACP ,

facile fic determinabitur rhombus HDBE, cujus ope e

jufmodi ovalis fiat . Centro C radiis Cu , ' CA ' fiant

quadrantes circuli uK, AS occurrentes in K , S ipfis

CA , Cu. Ducatur Am occurrens arcui AS in G , ' ac

per quodvis punctum I arcus DG ducatur recta CI oc

Cu!!T- \
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currens quadranti uK in L , ducanturque rectæ uL j

AI, per quarum concurfum F ducta recta parallela ip(i

LC, `quae occurrat rectis Cu , CP in B, E affumptifque

CH, CD verfus V , & A æqualibus CB, CE, habcbitur

rhombus quæfitus EBDH , Nam triangula FBu , FEA

erunt fimilia ifofccliis LC , JCA, adceque arcus circuli

radio Bu abibit in F, & radio EF in A.

395. Pro quovis rhombo fic facilius invenietur quadra

turfi.TSumatür AN verfus P æqualis uC , tum CM ver

fus u æqualis CN, ductaque MN , àc bifariami fecta

in R, fumantur MB, NE ad partes oppofitas C æqua

jles MR, vel NR, & CH, CD æquales ipfis CB, CE,

ac habebitur intentum . Patet enim HDBE fore qua

dratum, ob æqualia triangula BCD, DCH,HCE, ECB,

Ductis autem RB, RC, & RO parallela'NE, obCM, :

CB æquales CN, CE patet, MN , BE fore parallelas,

& proinde angulum RBO æqualem alternoMRB, five

MBR ob MB, MR æquales, velCBR , Angulus quoque

ROB æqualis eft femirecto NEO, five femirecto BCR,

& BR communis triangulis BRC , BRO , Igitur erit

«OB æqualis CB, & ducto arcu mf , erit OF æqualis

Cu, five NA. Quare additis EO, EN, æqualibus ei

dem NR, erit& EF æqualis EA, ac arcus radio EF abibit

in A. Scd haec conftrüctio locum non fiabet, ut* CN

differentia femiaxium fit ita magna, ut MB cvadat ma

jor , vel æqualis MW. -

s c H o L f U M IV, 2

396. p$ig; jam ad aliud Theorema dedu

cendum e Prop. 6 , ac pariter fœcundifTirnuih

plurimorum pertinehtium potiffimüm ad tangentes, quo

tum nonnulla etiam e Corollariis ipfius Prop.,6, dédu

£i Potcrant, ut monui num. 327. Ordinem dcductionis

indicabo in Scholiis interjectis.

*

k 3 pRQ.

- -- --•-•—•--•--•-• • • == - - -…
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PROPOSITIO VIII. THEOREMA.
t

#97. S', per concurfum Q.fig. 15o, 15 1 , 1 5 2 tangem.

^ ' J tis PQ cum diametro QR ducatur re£ta occurrem;

perimerro feétionis Comicæ in T,T t , & ordimate Pp ;m

K, erit Qß media harmonice proportiomalis inter ÖT ,

Qt im fig. TI 5o : I 5 t , in quibus T, t funt im eodem}a.

mò, vel KT, Kt in fig. I 52 , in qua eadem jacemt ;mramis oppofitir. - - - , • • • •

398. Diéta enim reéta Qp, agantur per T, t re&tae

F.,;•£3ra|el; ipfi Pp occurrentes re&is QP, QR , Qp in

I 5 I

I 52

, h, 1, i, L, l , & perimetro iterum in S, s. Quo

niam ordinatæ TS , t* a diametro pariter bifariam fe

* cantur in I, i , & (num. 2o4) reétæ HL, hl a reéta

QR debent fecari bifariam in I, ;, ut reéta Pp in R;

erunt & HS, hs, aequales TL, tl & re&tangula THS,

ths reétangulis HTL', htl . Porro cum fit HT ad ht ,

& TL ad tl, ut QT ad Q; ; erit quadratum QT. ad

quadratum Qt , ut rectangiilum HTL ad , rcctaffgulum

htl, five ut rectangulum THS ad regtafgulum th*, ni

mirum (num. 32 f) ut quadratum PH ad.quaggatum

Ph , vel ut quädratum KT ad quadratum Kt. Quare

QT ad Qt, ut KT ad Kt . Sunt autem QT • Qg. in

fig. i5o, 33 1 trium QT, QK, Qt extremæ , & KT ,

Κt differentiæ extremarum a media , ac in fig. 1 52 hæ

extremæ trium KT, KQ • Kt , illae differentiæ earundem

a media. Habctur igitur utrobique ratio harmonica

propofita. - -

S c H o L I U M I. '

399. Q I reéta QK fit parallela axi in Parabola , vel

. J alteri afymptoto in Hyperbola , puncto t ita

in infinitum recedente, ut nufquam jam fit , fiet juxta

num. 25 QT æqualis TK. Sed quoniam eo cafu in

Parabola Q.{ deberet congruere cum diametro QR ,

'cum ipfum cafum , qui nimirum ufui futurus eft ,
v • • ' aC€Ul
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accurate poß hoc Schelium per finitam Gcomctriam de

monftrabo. , - -

4oo. Qgod fi pun&um R abiret in centrum ; PP in

fig. 1 59» i 5 1 cvaderet diameter , & tangens PH dia

nietro RQ párallela, adeoque punótam Q abiret in in

finitum, quo cafu rc&aTt pariter parallela tangenti Hh,

effet orditiata diametri Pp, & ab ea bifariam fecaretur

in K , quod pariter congruit cum iis , quæ num. 25.

demonftrata funt de harmonicae proportionis ratione in

aequalitatem, definente , ubi alterum e quatuor pun&is

extremis abit in infinitum. ' - - .

4oI. In cafu vero, in quo QK evadat diameter, &

congruat cum QR, punétüm T ubique , & t in Elli

Pfi , ac Hyperbola evadit ejus vertex , adeoque evane

fcentibus TSs tt , fiunt HL, hl tangentes , & reótan

gula HTL , htl evadunt quadrata tangentium , quo ta

men cafu adhuc demonftratio vim habet , & in ca

fu Ellipfeos, ac Hyperbolæ coincidit cum dcmonftra

tione Coroll. 9. Propofitiónis 6. expofiti num. 325 »

ia qua fcriem quandam confe&ariorùm ejufdem Pro

pofitionis abrupimus, ut num. 327. monui , ne nimis

late evagaremur , huc refervatis iis , quæ jam dedu
cemus. ' • • • . • • • • • • -

- - - - Coroll. I. -

4o2. Tamgem* PQ in fig. 153 , 154, & ordinata per

idem punítum. P duítæ im Ellipß, & aliametri, Vu pri-p

amariis, Hyperbole, ìpfam diametrum fecamt in Q, & R

in eadem ratione direéta , & ad eamdem cemtri pàrtem ,

in Parabola in fig. 155, abfcindumt fegmenta WR, VQ,

a vertice equalia, ` ` ` `` `` ` ` ` ` `

4o3. Nam in fig. 153 , 154. &ta Q, V, R , *

refpondent „Ä“g; 3; ;:,::?.3;' Ac pro

inde eft VQ ad uQ, ut VR ad Ru. ldgm'autem crue

tur etiam ex illo Coroll. 9. Prop. 6: fi enim tangentes

Per V • & t, ductæ occurrant tangenti PQ, in A, & B,

crunt parallelæ, & per id Corollarium erit AV ad Bh»

ut AP ad PB, adeoque VQ ad Qg, ut VR ad Rw.

4o4. lnde autem fequitur punétâ QS & R debere ja

K 4 , cere

.153

154.

155
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cere ad eandem centri partem , quia bine diftafìriæ

VQ , VR ab eodem vertice V , qu£ funt primus &

tertius proportionis terminus , debent effe vel fimul

tmajores , vel fimul minores quam binæ diftantiæ ab

altero vertice u , adeoque jacere ad eandem , partem

centri.verticibus interjeeti , ad quam jacet vertex

propior .

4o5. In Parabola vero in fig. 155 fic per finitam

Geometriam demonftratur , fore QV , VR æquales .

Prgterea diameter ducta per P occurrat tangenti ducte

per V in M , ordinatæ in r , ac ex concurfu A bi

narum tangentium ducatur AN diametris , & axi pa

- rallela ufque ad perimetrum . Erunt ob parallelifmum

aequales QV, Pr , & VR , MP, adeoque etiam QR ;

- Mr . Erit autem ( num. 328 ) QV ad AN, ut qua

• dratum QP ; quadratum PA 5 five ut quadratum.

-QR ad quadfatum VR , & AN ad MP, five VR ut

•quadratum VA ad quadratumVM , five ut quadratum

*P ad quadratum rM, vel ut quadratuin Qv ad qua

dratum QR . Igitur ex æqualitate perturbata ».3rit

QV ad VR , uí'quadratum QV ad quadratum VR. ;

quod oftendit eami effe rationem aequalitatis; eritenim

rectangulum fub Qy & fe ipfa , nimiruin ejus, qua*

draturii, ad rectangülum fub QV_, & VR , ut ipfum

quadratum QV ad quadratum VR , adeoque rectan

gulum fub QV & WR æquale quadrato VR , five

QV æqualis VR.

' f ; . . όoroll. 3.

' 4o6. fm Ellipfi & diametris primariis Hyperbolefga

mehta diametri VR , VQ , quæ abfcindit ab altero ver

pice V ordimata PRp , & tangems PQ per idem pum?

&ium P du£ta , fumt' ut ejufmodi fegmenta abfciffa ab

altero vertice , & ea ratio im Ellipfi eff minoris , im

Hyperbola majoris imaqualitatis s in Parabola eqna

litatir. íedentis Corollarii propor

o7. Paret primus ex prccedentis C brollarii propor*
ά'. Nam fiú cft.VQ, ad VR 3 ut *$ad

-

*
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wR, five invertendo VR, ad VQ , ut uR ad úû :

Patet fecundum, quia ordinata PP fecat diametrum ih

R in Ellipfi inter vertices Vu, in Hyperbola extra ;

cum debeat ( num. 149 ) jacere ibi inter binas tan

gentes fibi parallelas tranfeuntes per diametri verti

çes ( num. 212 ) , hic extra . Iacebit igitur contra

Q ibi extra , hic intra , & in Ellipfi uR erit minor,

uam uQ , in Hyperbola major. In Parabola vero ex

iorollario fuperiore gquantur VQ_, VR.

- Coroll. 3. -

4o8. Si tangem* VM du&a per verticem, V diame

tri occurrat in M re&te tranfeumti per quodvis perime

iri punëtum P , & per alterum verticem u im Ellipß

ô Hyperbola , ac diametri parallelæ im Parabola , ea

fecabitur bifariam in A a tamgemte duéta per P , ac

im Parabola tangentes VM , PQ, duëtæ per bimos bina

rum, diametrorum, vertice* V, P , & termimat.e ad ip

fas diametror fe mutuo fecamt bifariam im A.

_4o9. Erit enim in fig. 153 , ■ 54 Bu ad AV , ut

uQ ad VQ , adeoque ( nu. 4o6) ut uR ad VR, ni

mirum ut uP ad PM , vel demum ut eadem Bu ad

AM-, adeoque AV, AM æquales . At in fig. 1 55 ob

QV dimidiam QR, erit VA dimidia PR , vel VM,

&OA dimidia QP , ac proindc æquales & AV, AM,
& AQ,s AP. -

- S c H δ L I Ü M mf, .

4ro. H£i! Propofitionis confe&ariâ quedam

1 deduxi , quae a rationis harmonicae pro

prietatibus non pendent . Nunc quoniam punéta quo

que Q, R, V, w in Ellipfi & Hyperbola harmoni

cam proportionem conftituunt , cüjus tum priora illa

— duo , tum hæc pofteriora alterna funt, deducam ea .

quae ex proprietatibus ejufdem harmonice proportionis

co ,fequuntur, fe&a diftantia binorum alternorum V,

*, bifariam a centro C, quorum bina potiffimum de

a-^^ftravi num. 22 , 26. Quod autem ibi in É 6.

unt
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funt punéta A, R, B, C, D , hoc hic in Ellipfi in

fig. 153. funt pun&a , u , C • R • V • Q , & inHy

perbola in fig. 154. u, C, Q. V • R • Primum aü

tem prioris proprietatis confeäaria , tum pofterioris

'perfequar, ' '

Coroll. 4. ' -

411. In Ellipfi , & Hyperbola diametrix primarii,

fèmidiameter Cu, vel CV eß media geomtrice propor

tionalis inter CQ , CR diffamtias ordinate Pp , &

pangentis PQ_im eadem diametro affumptas , que adeamdem centri partem jacent ambæ. - v.

412. Patet primum ex num. 22. ob proportionem

harmonicam pun&orum Q, R, V, u : quorum al

terna funt V, u, & eorum diftantia fe&a eft bifariam

in C Debere autem R, & Qjaccrc ad candem par-.

tem centri C patct ex num, 432. ` ` ` ` * '

- , Coroll. 5._

413. Jn iifâem eff CR abfciffa, 4 cemtro ad Ru ab

feiff.m ab uno verfice , ut VR abfciffa ab altero , aa

RQ fubtangentem, ' . _ ' -

4T4. Cum enim fit CR ad CV , ut QV ad CQ,

erit ifi eadem ratione & RV differentia ipfarum CR,

CV ad vQ differentiam ipfarum CV, CQj adeoque

CR, ad CV, ut VR ad VQ , & proinde CR ad

Ru priorum fummam, ut VR ad RQ fummam pofteriorum. Coroll. 6, *. v.

Fu;6T£i;. In Hyperbola in fig. jy6. femidiameter quo
que fècumdaria CV » vel Cu eff media geometrice pro

portiomalis imter CR, CQ diffamtias ordimatæ Pp, &

tamgemtir PQ im eadem diametro affumptas , fed ee

ad partes oppo/ita/ jacemt , & tamgems , ac ordinata

diametrum ipfam conjugatam fecant in eadem ratione,

fed reciproca. - -

416. Si enim diametro primariæ Dd conjugatæ ip

fius Vu occurrat tangens PQ in I , femiordinata fua

PE parallela ipfi Vu in E, erunt EP , EC ęquales

RC, RP, eritque RQ ad CQ , ut RP, five CE ad

CI , nimirum ob CI, CD, CE (continue proportio
- t1Omá
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tionales ( num. 41 1 ) , ut quadratum CE vel RP ad

quadratum CD. Qgare dividcndo RC ad CQ , ut

differentia quadratorum, RP, CD ad quadratumTCD.

E$t autem ( num, 35 I ) quadratum CP , vel CR ad

re&angulum DE4, five differentiam quadratorum CD,

CE, vel CD, RP, ut quadratum CY ad quadratum

CD , adeoque alternando quadratum CR ad quadra

tum CV in eadem illa ratione differentiae quadrato

rum RP, CD ad quadratum CD. Igitur erit RC ad

CQ , ut quadratum RC ad quadratum CV, adeoque

RC, CV, CQ funtcontinue proportionales.

417. Jacebit autem CQ ad `partes oppofitas CR ,

quia curn CI, CE jaceant ad cafdem partes ( num.

41 I ) tangens PQ prius incidet in diametrum prima

riam CD, quam in fecundariam Vu, ac, proinde je

cebit Q ultra centrum refpe&u PR. - ' .

418. Jam vero fi capiatur Cq ęqualis , &c contra

ria CQ , ob CR, CV , Cq continue proportiona

les , & Cu æqualem CV, quatuor pun&a q, V, R,

u conftituent proportionem hormonicam ( num. 24 }

adeoque erit VR ad Ru , ut V4 ad qu , five ut

ad QV, & diameter Vu feéta in Q , & in R in ea

dem ratione , fed reciproca. -

Coroll. 7.

419. Semidiameter quevis im £llipff & Hyperbola

ef? ` media proportiomalis inter femiordimatam diametri.

£p/? comjugatæ , & fuum fegmentum interceptum imte*

eemtrum , ac tangentem per extremum femiordinate

elu£tam. - -

429. Si enim in fig. 153 , 154 fit PE femiordina-p.

ta ad diametrum CD conjugatam CV , erit æqualis

CR , adeoque erit ( num. 41 I ) ipfa EP ad CV •

ut CV ad CQJi vero in' fi. 15* femidiameter CD

producatur ufqüe ad tangentcm QP in H , cum fit.

pariter CE æqualis femiördinatæ PR , erit CD me

gia inter CE , CH ( num. 41 1 ) , adeoque inter

PR , CH. Jn figura vcto 1 54 cum CV fit mcdia in
- tct

-<

-

— -. - -

---…- - ---
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i

ter CR , CQ, , erit media inter femiordinata EP ;

& fegmentum CQ.

Coroll, 8. -

42 1. /m quavi* Se&iome Comica tamgemter du&}æ per

*extrema pum&#a cujufvis ordinatæ, coeumt im aliquopum

êio ejus diametri , cujus ea eff ordinata , ac fi plures

Ellipfes ammumerato iis etiam circulo , vel plùres Hy

perbolæ commumem habeamt diametrum , tangemtes dú

άe per extrema paméta ordinatarum eamdem abfciffam

kabentium convergemt ad idem ejufäem diamefri pum

έtum . Si autem Hyperbola communem cum Ellip/î ,

z/el circulo habeat diametrum primariam , & hujus tam

&em* cum illius ordinata congruat im , ipfa diametro ,

eoncurret etiam hujus ordimata cum illius tangemte.

422. Tangentes per extrema ordinatæ punéta du

&as concurrere ia diametro , demonftratum eft etiam

num. 2 16 ; tangentes Ellipfium & circuli, vel Hyper

Bolarum communem habentium diametrum , & abfcif.

fam , concurrere in eodem diametri punóto , demon

ftratum eft num. 368. Idem hic patet» quia in Para

bola diftantia conçurfus cum diametro utriufque tan

gentis duétæ per bina cxtrema puncta ordinatæ ayer

tice ipfius diaimetri debebit cffe aequalis eidem abfcif

fæ, ac in reliquis omnibus cafibus Ellipfium, & Hy

perbolarum exiftente abfciffa a centro , & femidia

jmetro communi, debcbit effe communisetiam diftan

tia concurfus tangentis cum diametro ab ipfo centro,

F.iy7& ad eandem partem jacere . Pro circulo autem eft

itidem manifeftum; quia fi in fig. 1 57. PQ fit tan

gens, PR femiordinata circuli ; in triangulis reétan

gulis fimilibus CRP, CPQ, eritCR ad CP, ut CP ad

CQ_, adeoque CP, five CV inedia itidem intcr ab

fciffam CR, & diftantiam CQ, a tangentc.

423. Qgod fi fuerit VPu vel circulus , vel Ellipfis

& VP Hyperbola eadem diametro primaria Vu , &

RP femiordinata prioris , ac Rp pofterioris tangens

pertineat ad idem diametri punétum R , etiam prio

ris tangeas ducta per P, ac poftcrioris femiordinata

Per

.
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. -

,, per p debent convergere ad idem pun£tum Q dia

imetíi , cum pro utraque dcbcat cffe illa CQ tertia

poft CR , CV

Coroll. 9.

424. Targens Aa, «t, BB in fg, 353 , 134 , . 135Fis*
' per' diametri verticem V , vel u äää , & termimata 154,

£ ad tamgemtes PQ , PQ dubias per extrema pumëta or- 155

? dinate Pp im ipfo vertice fecatur bifariam , & bima

: re£fe Ba , bA jungente* in Ellipfi , & Hyperbola am

gulor oppo/tos quadrilinei AabB earum, quatuor tam

gemtium , tranfeumt per comcurfùm R ordinatæ cwm .
aliametro. • • •

425. Patet primum ( num. 2o4. ) , cum Pp fece

' tur bifariam in R, & reétæ PQ , RQ PQ per idem

punétum Q tranfeant . Secundüm fic demönftratur.

* Cum fit Va æqualis VA , erit ipfa ad Bu , ut VA

£ ad ipfam Bu , five ut VQ ad Gg , vel ut VR , ad

£ wR : adeoque ob angulosTRVa` RuB in parallclis

: aequales, fimilia triangula RVa , RuB , & anguli ad

}

;

i

R æquales , ac proinde reéta aR produéta ex par

te R _in fig. I 53 » ex parte a in fig. 154 congruet

eum RB,

É S C H O L I U M III.

* 426. |H*í quidem profluxerunt ex illa prima

- proprietate proportionis harmonicæ indi

?', cata num. 4 ro , & propofita num. 22; nunc progre

1° diar ad alteram ibidem indicatam , & propofitam n.

* 26 nihilo minus fœcundam. -

: Coroll. Io.

f . 427. //, Efiipfi , &, Hyperbola im fg. 453. 134
* fumt geometricè proportiomales tum, quàtuor ^ âiffamtie

. QV » QR , QC Qg comcurfus Q tangemtis cum dia

i? metro a vertice V , ab occurju ordinata R , a centro

' Q , & ab altere vertice ü ; tum quatuor RQ, RV,

£ Ru» RC, occurfus ordimatæ R ab occurfu targentis

» « vertice V , ab altero vertice u , & a cen

y tro C. 428
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438. Eft proprietas (, numcr. 33 ) proportioais

Éónic£ qüatüor pünötorum **,V : 8; Qj quo

āíiía VíTa ,'& eorum diftantia,gividitur bi

ÅÅTc , àdeoque Q,& R funt reliquâ binâ in

ti£&tione non affumpta , & Q eft extremum in fig.

. . iyà , & 134- .. . , _ • Coroll. I i. .

… . 429: $i tangens du£ia per extremum ordidate pumi

iiui. P in fig, 158 3 359 occurrat tangentibus duétis

per verficei' àiametri V3 3, i* A • & a, c* femi

Ἀ, conjugatæ CD in H; erunt tam RP, GHme
fii§£ licetmon comtimue proportionale*; quam femidiameter

íá CD media continue proportionalis inter bimas tamgem

*5? t£, VA, uà , ..... -

43o. Nam VA, RP. CH , au erunt ad fe invi

ceíí öy, QÉ, Qg , Gg , que ( auT;£7?
funt iri geometricaPropórtione, quamo8ter, inter VA;

aú erunt mediæ RP, CH, adeqque erit etiam mediâ

CD; qug ( num., 419) eft mediâ in ipfas PR & HC,

fcmiordinatam nimirum j &fegmentumi diâtnetri con

jugatæ intcrceptum êïóc, äc tangente PQ;

- Coroll. I2. · · · · · ·

431. Reífangula • qul comtimentur, fub binis tangen

ii}}ariiieli VA • ua *££?** inter contaétus ,

& quamvis alia? tangentem, QP, ac fub binis hujus

fegmemtis PA ; Pa intercepti;, inter illar , & conta

ÄT.quamtur qiiadr* femidiametrorum parallelarum*

§;'% tangentibus alterum alteri . . . - •

T434. Cum enim i ntim. 429 ) CD fit media, inter

tangéntes AV 3 au , erit ejus quadratum æquale re

&afigulo fub iifgem 3 Qgo! fi CI fit femidiamete;

pätailcla targenti QP, erit, (n. 315) tam AV ad AP,

Άuam au adTaP; utTCDad CI;, adeoque re&tangulum

ÈSAv, … à tôëangulum APa , ut quadratum GP
Ad quadratum CI. Cùm igitur, rectangulum,fub AV ,

au æquetur quadrato CD, etiam reétangulum APa

£quabitur quadrato CI: Coroll. I 3. -

. 433. Re&iangulum QPH fub fegméntis tangentis, £*-
jufùíí interceptis inter comtaítum , φ binas quasliber

di2*

-
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diametros conjugatas eff equale quadrato femidiarìetri

CI parallele ipfî tangenti. * * , -

434. Cum enim fit (num. 437 ) VR ad RQ , ut

CRTäd Ru , erit etiam AP ad PQ,, ut HP adTÉa :

adcoque rectangulum QPH_æquale rc&angulo APa .

fivé (num. 431) qüadrato CI.

S C H O L I U M IV.

435. Is deduétis progrediendum ad alia, quæ in
• • . de profluunt , fi confideretur præterea per

pendiculum duétum e ccntro in tangentem; vel e fiun

&to contaétus ad tangentem, ipfam ufque ad axem u

trumvis , nimirum ad pröprietates perpefidiculi in tan

gentem , & normalium teruminatarum ad axes ipfos ,

ubi cum diametris & áxibus comparantur, quae & ele

gantes funt per fefc s & fummi faepe ufus iii Aftrono

mia , ac Phyfica. , , . . . . . . .- .

436. At interea in binis Scholiis ad alia quaedam

nihilo minus ütilia digrediemur . In primis notan

dum illüd , ope hujus poftremi Corollarii admodum;

facile definiri axes ' datis binis diametri, conjugatis .

Si enim fint in fig. i6o 3 161 diamctri cgnjugatæ;g,

PGP3 Igi s & duââ per P, re&a indefinita HQ Bá-*íá,
fallela Ii, quæ nimiruin debct effe Ellipfeos , & Hy- *T*

perbolæ tangens s ac fumpta PS aequali dimidio, late

ri recto diametri PP in Ellipfi in fig. i6o in CP pro

duóta , in Hyperbola in fig. i6i vérfus C , fe&tàque

bifariam CS in T » agatur TG perpendicularis ipfi

CS , donec occurrat HQ in G, ad cénto G intervàl

lo GC , GS, quae intervalla patet fere æqualia, in

veniantur in ipfa tangerite pufi&a Q, H ; rectæ CV,

CH; determinabünt pofitiones axium ,.& fumpta CV

media geonietrice proportionali inter CQ. CR. , .&

CD, inter CEs CH , tùm fumptis Cu , ipfis ae

qualibus ad partes oppofitas, häbebuntur axes Vu, Dd.

437. Cüm enim circulus tranfire debeat per pun*
£ta'C, S, Q, H» crit rc&angulum siºg.*::gIς•

.Ct3JON*•

*
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* &angulo CPS, adeoque quadrato CI mediae nimirum

ĘCp,& dimidium latus re&um ; angulus HYG

*£ìs érit , ut oportebat , in axibus » & CD • CV

âïíçíá inter CE, CH, & CR • CQ * quæ ni

ìnThaberi debebant in ejufmodi Ellipfi, vel Hyper:
ôôïÀI, exiftente HPQ, tangente parallela diametri A£

conjugatc PP.

438. Èrit autem in fig. 169 axis tranfverfus is »

qui evadet longior • in fig. 161 is , cujus occurfus

&um tangente ut Q.eft propior conta&ui P. Inventis

Axibus fîile ( numT 1»4, & 125) inveniuntur foci :

&Idatis focis , ac axe tranfverfò invenitur ( pu- 9o)

dire&rix, atque adeo Conica Se£tio ex definitione »

qua ab initi6 ufi fùmus . Porro defcripta iis axibus

$ectione conica , ea neceffario tranfibit per punétum

p, & habebit Pp , li pro diametris conjugatis. Erit

enim quadratum CV five re&angulum fub CR • CQg

ad re&angulum VRw» five differentiam quadrati CR

a quadratö CV , five a rectangulo fub CR , & CQ_>

jíïíéêïàngùiùí åôÜRCT& RO . • . ut $9.*'
RQ, five CH ad RP, vel ad CE, nimirum ( num.

- 41 IT) ut quadratum CD ad quadratum CE , five ad

„ quadratum' RP , adeoque alternando quadratum CV

ad quadratum CD , ut re&angulum VRu ad quadra

tum`RP; ac proinde ipfa KP.erit femiordinata » &

perimere? Aiifiíper P : cujus tangens erit (nT).
31 1 ) HTQ ob C$ , CV • CQ continue proportio- !

íales, & CI, C; femidiameter conjugata » cum tan- !

genti parallela fit, & ejus quadratum çquetur rccta*

gulo HPQ , juxta n. 433• -

439. Hinc inde illud confequi;ur : fí in quadam

figurâ re£te Bb im dato angu! inclimatæ ad datam re

F,ig;$tam Vu fecemmur bifariam ab ipfa in K, vel interpum

ΚΤόia V , u », ut in fig. 162 ; vel extra ut im fig. 163 ,

* ac fimt' quadrata BKT, ut reëtangula VKu , ££.3 quod

\

. eodem redit , quadratum KB ad re&langulum VKu in

- data ratione ; ea figura erit Ellipfis im prima cafu ,

Hyperbola in fecuhdo , Sc£ta cnim bifariam Vä in C

- & du
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& du&a per C recta ICi in eodem illo angulo ita ,

ut quadrata CI, Ci ad quadratum CV fint in illa ea

deni ratione, ac conftructis Ellipfi & Hyperbola , que

habeant ipfas Vu , Ii pro diametris conjugatis, ejus El

lipfeos, vel Hyperbolæ femiordinata quævis pertinens

aà punctum K debebit congruere cum KB , vel Kb ,

cum debeat effe parallela Ii (n. 2 12) & debeat (n. 35 1)

ejus quadratum ad rectangulum VKu effe in eadem il

là ratione quadrati VC ad quadratum CI , adeoque

ejus figure puncta omnia congruent cum punctis ejuf

modi Ellipfeos, vel Hyperbolæ.

44o. Id vero fummo ufui erit infra , ubi demon

ftrandum erit , Cono non per verticem fecto , -obve

nire unam e tribus Conicis fectionibus initio defini

tis , & proinde habere, omnes proprietates , quas ex

illa definitione deduximus . Sed praeterea addendum ,

illud, / im fig. 164. quadrata femiordinatarum BKfue-f.164

rimt, ut abfciff& PK a vertice diametri PK, curvam,

fore A'arabolam, cujus parameter tertia contimue propor

iionali. po/? quamvis obfciffam , & fuam femiordina

tam BK . Nam in ea curva productum fub parame

tro , & quavis alia abfciffa erit æquale quadrato fuae

femiordinatae, cum hoc aliud quadratum ad illud prius

debeat effe , ut rectangulum fub fua abfciffa, & illa

resta ad rectangulum fub abfciffa }riore , & recta ea.

dem. Data, autem diametro PK , & directione ordi

natarum Bb, ac magnitudine unius ex iis , vel para

metro, tertia poft abfciffam PK , & femiordinatam

KB, determinatur focus , & directrix Parabolæ , qui

bus datis» datur Parabola ipfa, quam debere congrue

re cum ejufmodi curva, facile demonftratur. -

44 I. Producta nimirum diametro KP , donec fit

PM quarta parametri pars, recta AMipfi.PM perpendi

cularis erit directrix . Ducta vero PQ parallela ordi

aatis » &. facto angulo QPF æquali QPM , ac recta

PF æquali PM, erit F focus : Si enim foco F , di

securic* AM defcribatur Parabola , erit ( num. 1 ) P
Bofcovich. Tom III. I. ad
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;

ad ipfam ob PF æqualem PM: erit PQ tangens (nu. '

181 ) ob angulum MPF fectum bifariam a PJ ; erit

PK diameter ( num. 2o6 ) , & ejus parameter ( nu.

25 1 ) quadrupla PM . Quare ejus ordinata congruet

cum Bb & directione , & magnitudine , curm debeat

effe parallcla tangenti P 2 , & femiordinate jtiädta

tum æquale ( num. 35 r ) rectangulo fub PK3 & pa

rametro, adeoque equale quadrato KB , vel Kb :

S C H O L I U M v.

443. ' C Odem pacto plurima alia Problematâ èx

IC / demonftratis Theorematis folvi facile pof

funt, in quibus vel fe quifque , vel Tyronem Prcce

ptor exercere poterit . Nonnulla hic innuam , ex qui

bus conftent , datis 5 punéti* determimari Se&ionem»

Comicam , ac proinde bimas Seéliones mom poffè occur

rere /îbi mutuo , vel circulo ; qui imter Ellipfes emus

merari poteff , im pluribus , quam im quatuor pum&ir.

443. In primis datis bimi* thordis parallelis, patet,

dari direétionem umius diametri , fectis himirum ipfis

chordis bifariam , & per fectionum puncta ducta re

cta indefinita , Hinc autem dato arcu Seélionis Comicæ

facile poteff imvemiri ejus cemtrum. Si nimirum ducan

i!t bina paria chordarum parallelarum ; quaruim fin

gula determinabunt fuarum diametrorum directionem,

quae proinde diametri , fi concurrant , determinabunt

centrum ipfius Sectionis , quæ fi diametri evaferint

parallelæ erit Parabola , centro in ea in infinitum

abeunte } & ubi eæ convergunt , ac centrum de

terininant , arcus ille Ellipfim , ve! Hyperbolam per

tincbit , ( num. 83 ) prout ipfum centtum fuerit pro

pius longiori e binis chordis parallelis , vel breviori»

quæ fi forte æquales evaferint , fatis erit aliam chor

dam ducere aliquando priorem centro , quam fit al

tera e ductis , & videre , an chorda ipfa priore lon

gior evaferit an brevior. Quanquam idem patebit eu»

AafJ*
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iatm (nu. 2 18), videndo , an arcus centro cavitatcm ,

an convexitatem obvertat.

444. Datis. binis chordis parallelis in«qualiter , a

centro diffamtibus , adeoqne inæqualibuj ( num. 8 3 ). ,

& centro , facile inveniri poffunt binæ `diametri fibi

invicem, conjugate , vel /^ centro in in finitum abeunte

comffet , Se&ionem Conicam debere e ffe Parabolam ,

facile invenietur unius diametri vertex. , & parameter,

3uibus datis cum ipfa ordinatarum pofitio me , datur(m.

436, 438, 441 ) Se6tio Comica.

445. Sint in fig. 165 § 166, t67 ; binæ chorde Pp.

PP', & centrum C jaceat in primia ad partes majo

ris ; in reliquis ad partes minoris , ac fi inter utram

que jaceret res effet prorfus eadem , dummodo in illâ

effet majori propius , in hac minori , ut illa Ellip

feos cafum referat, hæc Hyperbolæ binos cafus , in

quarum priore chordæ datg fint ordinatae ad diame

trum primariam , in pofteriore ad fecundariam. Sectis

bifariam ipfis chordis in R. R' habebitur directio dia

metri Vu eas habentis pro fuis ordinatis , ignotis aÆ.

huc cjus verticibus, & ducta per centrum C recta ;;s

parallela , ea exhibebit pofitionem diametri Bb ejus

conjugate , cujus pariter vertices B, b adhuc ignorán

tur . Ducta vero pgr l' recta parallela RR',`quæ oc.

currat Pp' in I, Bb in H, fi fumatur in ea HA A.

qualis , & contraria HP » patet CA fore ordinatam

diametro Bb : &c proinde A ad Sectionem ConiÅ

Debebit autem effe (n. 299 ) rectangulum datum p'f,

ad rectangulum datum PlA in fig. 165 , 166 , ut ;

ctangulum PRp, five quadratum PR datum , A3 ;£

ctangulum VRu five ad differentiam quadratorum,CÈ

CV, & in fig. 167 ut fcctangulum BHb, five di£

rentia, quadratorum CH £ CB ad quadratum HPTi.

ve CR datum. Dabitur igitur utröbique ea quâ; *

torum differentia , & data præterea CR in 2.

365 , 166 , ac CH in fig. I67 , dabitur ibi Cy &z
Cu, hîc CB, & Cb. * - » C

4+6. Conftruétio autem erit hujufmodi . Ca„, .
H. 2, Pta in

fig

fig. -

z^
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fig. i65, media proportionali inter PT , Ip', tum in

per AI, IP inveniatur quarta poft ipfas , & PR , cui

aequalis ad angulos re&os cum CR erigatur RQ, &

centro C intervallo CQ_, invenientur pμnéta V, u .

Erit enim quadratum primae mediæ ad quadratum fe

cunde, five re&angulum P'Ip' ad reétangulum AIP, ut

quadratum PR ad quadratum RQ , quod proinde de

Éebit effe çquale differentiæ quadratorum CR, CV e

xiftente CV majore ,`& erit, cum fit differentia qua

dratorum CR, CQ,. .

447. In fig. 166 inventa eodem paéto quarta illa,

erigatur CQ èx C ipfi æqualis , & ad angulos reétos

efdem CR, tum centro Q_ intervallo GR. invenian

tur vertices V, u, & demonftratio erit eadem. Sed fi

CQ, evaferit æqualis CR, pun&a V, u abibunt in C

evanefcet diameter Vu, & Hyperbola abibit in re&am

lineam, ut numer. 1 Io. Erit enim eo. cafu PIP dif

ferentia quadratorum P'R', RT, five P'R', PR ad re

&tangulum PIA, five differentiam quadratorum HI ,

HP, vel CR', CR, ut quadratum PR ad quadratum

CR 5 adeoque additis proportionalibus etiam quadra

tum PR ad quadratum CR , ut quadratum P'R', ad

iquadratum CR', adeoque fi ducerentur CP, CP*, an

gulus ad C in triangulis R'CP', RCP effet idem , &c

pun£ta C, P, P' in dire&um •

448. Qgod fi quarta illa proportionalis obvenerit

major quam CR in fig. 166 , centro Q. intervallo

R non poterunt inveniri pun&a V, u , & tum ca

fus pertinebit ad fig. I67 , & Vu non erit diameter

primaria , fed fecundaria. Nimirum faétis ut media ìm

ter PI, IA ad mediam inter P'I, Ip', ita HP, five CR.

ad quartum, debebit obvenire reéta minor, quam CH,

£'j£'; cum nimirum re&a major , quam CR ha

uerit in priore cafu ad PR £am rationem, quamme

dia inter PI, IA ad mcdiam inter P'I , Ip' . Ere&ta

igitur CQ perpendiculari ad HC æquali quartae im

ventæ, centro Q , intervallo CH, vél RP determina

buntur vcrtiges 3, b diametri primariæ conjugatæ ipfius
{£ >
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vu, cum debeat quadratum illius quartae aequari dif

fcrentiae quadratorum CH, CB. -

$ 449. Inventa autem diámetro primaria V*. in fig.

165, i66, & Bb, in fig. i67, admodum facile inve

nitur diameter ejus cohjugata. In illis enim fiimenda e

rit CB adCV, üt PR ad mediam inter VR , Ru^, in

hac CV ad CB, ut HP ad mediam inter BH,Hb; cum

nimirum (n. 35 1 ) quadratum femidiametri conjugatæ

fiu ad quadratum femidiametri primariæ, ut quadratum

femiordinatæ ad rectangulum fub abfciffis. - -

45o. In parabola autem in fig. 168 duéta PI paral-F.16è

lelâTRR', fi capiatur media inter PT , Ip , tum ter

tiá poft ipfam , & PR , erit illa media ad hanc ter

tiam , ut PI ad R'V fumendam in dire&um cum RR*

ad partem ordinatae minoris . Erit enim PI ad R'V ,

ut quadratum illius medig, five reétangulum PIP' ad

quadratum PR, fèu re&angulum PRp üt debet effe per

num. 361.

451. Datis aütem binis diametris conjugatis, & cen

tro determinatur Ellipfis, vel Hyperbola ( num. 436,

438), & dato vertice, ac directione diametri , & una

quavis ordinata, adeoque & latere reéto tertio poft ab

fciffam, & femierdinatam , ac ordinatarum directione

datur Parabola num. 44o.

452. Quod fi bina chorde date aquales /înt , Proble

ma erit indeterminatum, vel impoffibile, prout aqualiter,

vel inæqualiter a centro diffiterint . In eo cafu pun

€tum I cadet in P, & affumpta alia chorda parallela

, binis illis æqualibus magnitudinis cujufcumqüe , pcr

eam, & per alteram e datis determinata Se&ione Co

(| nica, ea debebit habere pro chorda fua illam etiam al

*: -teram e binis æqualibus datis , quæ fi a centro aeque

$ -nen diftiterint Problema impoffibile, erit, cum quævis

$ Sectio Conica debeat haberé ordinatas, quæ inæquali

ter a centro diftant, inæquales , & pertinebit cafus ad

;? Ellipfim definentem in bifias re&tas parallelas , ubi axe

conjugato manente , & æquali ipfis ckordis datis ,

axis tranfverfus concipiatur excrefcere in infinituna

3 4tâ
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ita , ut ejus vertices jam nufquam fint , in quas &

Parabola abibit , fi binæ ejus ordinatæ æquales fint ,

yertice V in fig. 168 ita in infinitum abeunte , ut nuf

quam jam fit. -

F.169 453. Demtur jam in fig. 169 , 17® quimque pum&fas

179A, P, p, B, P , per quæ oporteat Seétionem Comicam

determinare . Conjungantur bina quævis paria puncto

rum rectis , at BA, PP , quæ fi fuerint parallelæ , jam

definicnt unius diamctri pofitione ( muni. 443 ) , fi

non fuerint parallelæ concurrent alicubi in Q . Duάa

per quintum punctum P' recta alteri ex iis , ut Pp pa

fallela occurrens alteri , fi opus eft productae in I , |

fiat ut media inter AQ , QB ad mediam inter QP,

Q p , ita mcdia inter AI , IB ad quartum . Tum ca- !

piatur tertia continue proportionalis poft PT & quar

tum terminum inventum , cui in ipfa reéta P'I pro

duéta , fi opus cft, capiatur aequalis IP ad partes P s ,

( vel ad oppofitas ita, ut fi punctum Q fuerit vel fimul

intra utramquc AB , Pp , vel fimul cxtra utramque

etiam I vcl fit fimul inter utramque AB , P? , ve!

* fimul extra utramque , fi vero illud fuerit intet altc- !

ram , & extra utramque , fi vcro illud fuerit intra

alteram ex his , & cxtra alteram, eritque etiam p' ad

eandem $ectionem Conicam . Erit enim rectangulum

AQB ad rectangulum PQP , ut rectangulum AIB ad

rectangulum PTp' : ac binæ chordæ Pp , Pp' paralle- |

' lae determinabunt unius diametri pofitionem . Eodem !

^ modo conjunctis AP , PB , & ducta Pi parallela Ap.

determinabitur ia , & alterum par chordarum paral

lclarum Pa , Ap , ac per ipfas altera diameter . Si bi

' nae diametri fuerint parallelae , Sectio Conica erit Para

bola, & per binas chordas parallelas determinabiturjux

ta nu. 45o : fi concurrant alicubi , determinabunt cen

trum, ac per ipfum, & binas chordas parallelas dcfinie

tur Ellipfis, vel Hyperbola juxta n. 444. Quod fi forte

binæ ordinatæ, ut PP,Ę; aequalcs , & æqua

}iter a centro ciftantcs , ad carum diametrum ex utro

vis reliquorum datorum punctorum A, B ducta recta \
• . ^ pa
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;

parallela iis ufque ad diametrum , & producta tantum

dem , jam habcbitur alia chorda incqualiter a cento

diftans, & Problemati determinando par.

– –==LE=--**_

454. In fig. 169 punctum Q erat cxtra, utramquc£.169

Pp' AB, crat i intra A3 , affumenda fuit Ip' ad par

t€s oppofitas refpcctu IP', ut I . remaneret fimul: intra

utramque AB ; PP', & codcm pacto quoniam q fuit

intra utramque Ap, BP, & i intra AB , affumpta cft

äa ad partes oppofitas iP'. At in fig. 17o erat Q in-F.i;o

tra Pp , fcd extra BA . Quare cum I fuerit intra AB,

affumenda fuit IP ad partes IP", ut I jaceret extra Pp.

Et cum q figerit intra PB , fed extra AP , & i extra

BA , affumenda fuit contra ia ad partes oppofitas iP',

ut à remaneret intra alP' . Id autem femper neceffario

habendum præ oculis . Nam ubi agitur de Ellipfi, &

Parabola , femper concurfus, binarum chordarum ha

bebitur inter utramque , vel extra utramque , prout id

punctum jacuerit intra Sectionem Conicam , vel ex

tra . In Hyperbola vero, fi utraque recta, vcl fimul in

clinetur, dircctrici in angulo majore , quam fit angu

lus gqualitatis , vel fimul in angulo minore , utra

que vel binos conjunget ramos oppofitos , vel cjuf

dem rami puncta , & concurfus utriufque in. primo

cafu habcbitur intra utramque chordam , fi id pun

ctum jaguçrit inter utramque ramum , habcbitur ve

το extra , fi jacuerit intra utrumvis ramum ; in fe

cundo vcro cafu habebitur, intra utramque , fi jaccat

intra eum ramum, » extra utramque , fi extra eum ja

ceat. At fi altera inclinetur in angulo majore, altera

in minore 5 illa conjunget utrumque ramum , haec

cjufdem rami bina puncta ». quo cafu concurfus necef¬

fario, jacebit femper intra alteram , & extra alteram.

Quare generaliter hoc verum erit im bimi; Paribus

¢hordarum , quarum priores bime pofferioribus binis fume

Parallelae , debere utrumque comcurfum , vel /imul effe

intra utramque » vel fimul extra utramque , vel ßmul

intra alteram , & extra alteram , qui poffremus cafu*

; folum habebitur in Hyperbola, ubi alterâ chorda debeat

- L.
\

4. QTq./2-

\

'
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eonjungere bimo* ramor oppofitos ; altera bina punëia ejuf
aem rami.

455. Infinitum effet perfequi omnes cafus, in quibus

conftructio rectas lineas pro Sectionibus Conicis exhi

bebit. Verum id generaliter licebit etiam ante conftru

ctioncm deprehendere. Sectio cnjg) Copica nonhifi in ,

unam rectain, vel duas abire potéft. Quamobrem niß :

faltem tria puncta in directum jaceant , in rectas nos i

incidetur , quæ fi jacuerint in directum , rectæ lineæ

omnino habebuntur. Pariter fi pro binis punctis detur

tangens cum ipfo contactu, res eodem redibit , confi

derato puncto dato pro duplici, ut fi puncta P, p coi

rent, & recta QPp abiret in tangentem ; ac iccirco fi

detur tangens cum contactu, & tria puncta praeterea ,

vel dentur binae tangentescum binis contactibus,& aliud

punctum , eodem pariter res rediret : fed ifta , & alia

cjufmodi perfequi, ut ubi dantur tangentes fine conta

ctu, infinitum effet , quorum nonnullos cafus Nevvto

nus elegantiffime folvit principiorurn lib. I. -

456.Illud unum fatis erit inferre , quod fupra in

nuimus, Se&iowem Comicam alteri Seélioni Comice nom |

poffe occurrere , miß in quatuor pumélis . Si enim quin- |

que punéta congruant , congruit jam tota Conica Se- i

ctio cum toga. Porro fi bing interfectionescoeant habe- I,
tur contacfùs , fi tertia iis accedat habetur contactus a

arctior extra verticei axium, qui, ut infra patebit , fiet

id, quod ofculum dicimus: ubi autem omnes concur

runt in unicum punctum , evadit ofculum adhuc ar*

ctius in axium vérticibus. Sed hæc non funt hujuslo- 1

ci , & poft excurfum fufiorem ad folutionem Proble

matum pertinentium ad determinationem Scctionum

Conicarum exquibufdam datis, regrediemur ad feriem

Corollariorum interruptam numero 435 , perfequen

tes ca , quæ pertinent ad normalem , ac perpendicu

$um c ccntro in tangentcm adjccta reliquis antc coa
-{idcratis.

Co
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Coroll. 14.

457. Re&iangulum fub bimi* normalibus PM , Pm i»

fig.T71 , 172 ad quodvis puntium P pertinentibus , acF.171

fírminatis ad binos axes equatur tam Tretiangulo HPQ, 17*

Jub bini* fegmentis QH tangentis per idem punétum

ÌP du£te & terminate ad binos axes Vu , DdT, quam

quadrato femidiametri CI parallele ipfi tamgenti , &

comjugate diametri tranfeumtis per idem punëtnm P.

458. Sunt enim fimilia bina triangula rectangula

MPQL, mPH , cum ob angulum qd Q_in fig. i7r

communem triangulis rectangulis MPQ , HCQ , & in

£g. 172 angulos ad verticem Q ; oppofitos æquales fit

ipfum MPQ fimile HCQ , ac ob angulam ad H com

munem fit eidcm HCQ . fimile mPH. Quare erit MP

ad PQ, ut PH ad Pm , & rectangulum fub MP , &c

Pm aeqüale rectangulo fub HP , & PQL , adeoque et

iam (num. 433 / quadrato CI.

Coroll. 15.

459. Reétangulum fub perpendiculo CL du&o • cemtr•

dm tamgentem , ac mormali PM, vel Pm ad alterum ae

xem, Vu , vel. Dd terminata equatur quadrato femia

xix alterius CD , vel CV , & bimæ mormales inter fè

funt im ratione reciproca duplicata axium , ad quor ter

mimamtur , perpemdicula vero e centre in tangemtem ,

matato utcumque punéto contaéhur im ratione reciprocamor

malis utriuslibet.

46o. Ductis enim femiordinati PR, PE ad axes Vu,

Dd, erunt fimilia triangula rectangula CLH, PRM ob

angulos ad C, & P a parallclis contentos æquales, &

pariter fimilia CLQ_, PmE. Erit igitur CL ad CH ,

ut PR ad PM , adeoque rectangulum fub CL , &

PM æquale rectangulo fub CH, & PR , five ( num.

419 ) quadrato femiaxis conjugati CD , ac pariter

CL ad CQ , ut PF ad mP, adeoq; rectangulum fubCL.

& mP æquále rectangulo fub CQ, & PE : five (nu.

419. ) quadrato femiaxis CV.

461. Hinc autem ob CL utrique rectangulo com*

muncm, erunt PM, Pm, vt quadtata CD, CV • o*
1'I12v

-'-

- ... - -
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magnitudinem vero conftantem rectanguli fub CL, &

utravis normali , ipfum perpendiculum CL augebitur ,

vel minuetur in eadem ratione , in qua contra minue-&

tur, vel augebitur normalis ipfa. -

Coroll. 16.

462. Subnormalis ad abfciffam a centro im utroque

exe eff , ut quadratum alterius axis ad quadratum

ipfius , & in axe tranfverfo abfciffa eß ad diffamtiam

occurfus mormalis cum axe ipfo a centro , ut quadra

tum femiaxis tranfwer/? ad quadratum diffamtia faci u

triuslibet a centro. .

463. Eft enim in iifdem triangulis tam fubnormalis

MR ad PE, five RC, quam PR ad fubnormalem Em,

ut PM ad Pm , five ( num. 459. ) ut quadratum fe

miaxis CD ad quadratum femiaxis CV. Hinc autem

erit CR ad CM differentiam in. Ellipfi , fummam iri

Hyperbola ipfarum CR, RM, ut quadratum femiaxi.

tranfverfi ad quadratum diftantie foci a centro , qu6

( num. 64 ) in Ellipfi aequatur differcntiæ in Hypcr

bola fumm£ quadratorum femiaxium. -

Coroll. 17.

F.173 464. Si per verticem axis V im fig. 173 , 174

1747 175 , 176 , ducantur refta VO perpendicularis axis &

175 equalis dimidio lateri recto ipfius axis, tumCO. im Ellip/?

173 im fig. 173, ac im Hyperbola im fig. 174, 175 per ceg

trum , & im Parabola im fig. 176 OI parallela axi •

occurrem ordimata RP in D, erit RD æqualis fubor

2omalis RM.

465. Erit enim Ellipfi in Hyperbola RD ad ab

fciffam CR , ut dimidium latus rectum VO ad femia

xem CV, nimirum ut quadratum alterius axis ad qua

dratum axis Vu , five ( num. 462 ) , ut RM ad ip

fam RC. In Parabola vero in fig. 176 erit RD æqua

lis dimidio lateri recto VO , adeoque ( num. 2oo )

fubnormali RM.

Coroll. 18.

466. Rectangulum fub femidiametro CI ;*^
e7ra?-
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femidiametri CP im fig. 17 1 , 172, & perpendiculo, velF.171

PO e vertice P diametri ejus comjugatæ demiffo im ipfam, 17*

vel CL e centro C in tamgemtem per P duęfam equatur

re{hamgulo fub femiaxibus , & femidiametri, vel diametr

omnes fumt im ratione reciproca ejufmodi perpendiculorum.

467. Eft enim tam quadratum CL ad rectangulum

fub CL, & PM , quam rectangulum fub CL , & Pm

ad rectangulum fub PM, & Pm , ut CL ad PM , ob

CL communem in utroque termino primae rationis, &

Pm in utroque fecundæ . Quare cum & num. 459 )

rectangulum fub CL, & PM æquetur quadrato femia

xis CD, rectangulum vero fub CL , & Pm quadrato

femiaxis C.V ; rectanguhum fub PM , & Pm ( num,

457) quadrato CI , erit quadratum CL ad quadratum

CD , ut quadratum GV ad quadratum CI , adeoque

CL ad CE), ut CV ad CI, & rectagulum fub CL, &c

CI, vel fub Ci , & PO æquali ipfi CL in paralle

logrammo CLPO æqualc rcctangulo fub femiaxibus

CD, CV. -

468. Porro cum rectangulum fub eo perpendiculo ,

& CI conftanter æquetur eidem rectangulo fub femia

xibus, mutato ipfo pcrpendiculo , mutabitur Ci in ra*

tione ejus reciproca. -

S C H O L I U M VI.

469. P Offet hîc jam admodum facile communi de

- -1 monftratione pro Ellipfi, & Hyperbolaeruit,

illud parallelogrammum circumfcriptum Ellipfi , vel in

fcriptum quatuor ramis Hyperbolarum conjugatarum ,

quod continetur rectis ductis per vertices alterius e dia

Imetris conjugatis parallelis alteri, aequari rectangulo fub

binis axibus , quod pro Hyperbola `demonftravi num.

a445 pro Ellipfi num. 375. Nam parallelogrammum »

quod poteft continerc femidiameter Cl cum femidiame

tro CP in fuo angulo, effet ejus pars quarta, & æqua

tur rectangulo fub bafi CI , & altitudinc CL , nimi

fum rectangulo fub fęmiaxibus. Sed ad alia pergendum

nondum eruta. Co
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:

. Coroll. 19. , , , i £;

. 47o. guevis femidiameter eff ad mormalem du£iam .

£er `verticem ejus conjugate , & terminatam ad alterum, íá

Qaxem, ut is femiaxi* , vel axi*, ad alterum , & omne,

femidiametri funt , ut ejufmódi normales.

47i. Eft enim IC ad PM, vel Pm, ut re&angulum

£ub IC, & CL , five (num. 466) fub CD , CV ad re

aangulum fub CL $. PM , y£!.Pm ; nimirum (num. i
459) ad quadratum CD, vel CV, adcoque ut CV ad

CD, vel ut CD ad- CV. Cumque ea ratio fit conftans,

autabúntur codem Pacto ipfae CI, PM, Pm.

s c H o L 1 U M vii. |

Mt;

§\

47*. H? ufque perfequuti fumus precipuas pro- |

prictates » quae ex illa harmonica tangëntis |

proportione profluunt , confiderando prius éjus unius

confe&aria, tum introducendo confiderationem centri ,

& diametrorum conjugatarum, ac deinde normales ad

curvam, & perpendiculam e centro in tangentem.Nunc

etiam focos inducemus, quofum relationem ad tangen

tem vidimus num. 181 , cum nimirum radii foci ad

centaétum duóti debeant cum ipfa tangente continere

angulos aequales , adeoque & cum normali , & aliam

ibidem habuimus proportionem harmonicam (num. 189)

dcfinitam a tangente , normali, & binis focis. Qgo ta

men plures affumuntur termini comparandi , eo plures

etiam combinationes Proveniunt , quibus animus dcfa

tigatur, atque obruitur. Qgamobrem multis omiffis ,

quas perfequi infinitum eífet , praecipuas tantummodo

delibabimus.

Coroll, 2o. -

F.177 473. Diameter Mm im fig. 177, 178, 179 eff media

178 proportiomalis inter cordam PP duciam per fècum , & a

179 xem tramfwerfum.

474. Si enim ipfi Mm occurrat tangens per P du&a

in A, & fcmiordinata in D, ac ordinatam Pp fua dia

mster ipfi PD Parallcla fkcct in H, erit (num.T194) CA
. v - acqua

* -.
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aequalis femiaxi tranfverfo CV ob fuum parallelifmura

cum FP ducta pcr.fQcum , PI vero dimidia PP erit æ

qualis CD. Qum igitur (num. 41 1 , & 41 5 7 fit CM

fhedia inter CA, CD, erit tota Mm média intcr Vu

duplam CA, & PP.

- ' Coroll, 2 I.

475. Si in fig. 18o, 181 im Ellipß , & HyperbelaF.i8e

ex occurfu M mormalis termimate ad axem tranfverfum 181

Vu cum axe ipfo, ducatur perpendiculum, MT in re£tam,

e foco F duëtam ad pun&um P perimetri, e* quo morma

li, ducitur , id im ipfa ab eodem pum&io abfcindet feg

mentum PT æquale dimidio lateri recto principali , quod

& im Parabola locum habet.

476. Ducta enim per Cdiametro Ii parallela tangen

ti PQ , ea a recta PF abfcindet (num. 194) fegmentum

- PD æquale femiaxi tranfverfo; & in normaliTPM feg

mentum PO æquale perpendiculo CL ex centro C du

cto in tangentem PQ , eritque ( num, 459 ) rectangu

lum OPM æquale quadratò femiaxis conjugati . Erunt

autem fimilia triangula rectangula PTM, POD , adeo

que erit PD ad PO, ut PM ad PT , & rectangulum

fub PT , & PD femiaxe tranfverfo æquale rectangulo

fub PM, & PO, five quadrato femiaxis conjugati, ni

mirum PT tertia poft femiaxem tranfverfum, & conju

gatum, five aequalis dimidio lateri recto principali. In

Parabola yero in fig. 176 ductâ MT perpendiculati adF;i7&

PF æqualia erunt triangula, rectangula PTM, MRP ,

cum ob latera FP, FM æqualia (num. 2oo) fint æqua

Ies anguli FPM, FMP, & PM communis. Quare erit

PT aequalis fubnormali RM, five (num. soo) dimidio

lateri recto principali.

Coroll, 22.

' 477. Dimidium latus reëium principale ad momalem

axi tramfwerfo ef?, ut perpendiculum e cemtro in tamgen

tem ad femiaxem ipfum tramfwerfum.

478. Eft enim fig. 18o, 181 PT ad PM, ut PD ae-fags

Qualis femiaxi tranfverfo ad PO aequalem perpendicu- j3;

lo CL. Poterat etiam dcduci ex nuih. 459,`ex quo re

CI2rA
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ètangulum fub PM, & CL æquatur quadrato femiaxis

conjugati, five (n. 71 , vel 35 I ) rectangulo fub dimi

dio latere rectò principali, & femiaxe tranfverfo.

a* Coroll. 23.

479. Differemtia quadratorum mormalis ad axem tram.

, fverfum termimate ; & dimidii lateris re£ii principali;

æquatur im Parabola quadrato femiordimate ipfius aâ:i, ;

e/? in Ellipfi , & Hyperbola ad ipfum , ut Tquadratum

diffamtia focorum ad quadratum axis tranfverfi, Âve ut

differentia im Ellip/?; fumma im Hyperbola quadratorum

femiaxis tranfverfi, & conjugati aal quadratum femiax£;

aomjugati, five ut differentia im Ellip/ .fumma im Hy

perbola totius , vel dimidii lateris , reéti principali , &.

totius , vel dimidii axis tamfverf ad totum s vel di

midium axem tranfverfum ; que rationes omnes eædem

F.176. 48o. Patet in Parabola in fig. 176, cum in triangu

I77 lis illis PTM, PRM æqualibus, etiam MT debeat ae

178 quari PR, ac ob angulum ad T rectum ejus quadra

tum differentiæ quadratorum normalis PM, & dimidii

lateri recti PT, quod immediate patet in triangulo rectan

gulo PRM, in quo PM normalis, RM æqualis dimi

dio lateri recto, PR femiordinatae. Pro Ellipfi &, Hy

.perbola fic demonftratur in fig. 18o, 18 1 . Ducta Pf ad

alterum focum, & femiordinata PR, fimilia erunt trian

gula rectangula FMT, FPR ob angulum ad F commu

nem. Qgare erit PR ad MT, ut ÊÊTì FM, adeoque

etiam num. 192) ut fP ad fM , nimirum ut fumma

in Ellipfi, differentia in Hypérbola ipfarum FP, fP, fi

ve utrobique axis tranfverfus ad fummam in Ellipfi ,

differentiam in Hyperbola rectarum FM , fM , five u

trobique ad diftantiam focorum Ff. Adeoque quadra

tum femiordinatae PR ad quadratum M£T , five diffe

tiam quadratorum normalis PM, & dimidii lateris re

cti PT s ut quadratum axis tranfverfi ad quadratum di

ftanti& focorum , vel fumendo dimidiorum quadra

tà » ut qgadratum fermiaxis tranfverfi ad quadratum

diftantiae foci a ccntro; nimirum (num. 64j ad diffe

r.
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Yentiam in Ellipfi , fummam in Hyperbola quadratorum

femiaxis tranfverfi , & conjugati ; cumque fit (nu. 66)

quadratorum femiaxis tranfverfi ad quadratum conjuga

ti, ut axis, vel femiaxis tranfverfus ad totum , vel di

midium latus rectum; eadem illa ratio erit differentiae

totius, vel dimidii axis tranfverfi, & totius, vel dimi

dú lateris recti in Ellipfi , fummæ in Hyperbola ad to

tum, vel dimidium axem tranfverfo.

Coroll. 24. -

48r.Differemtia im fig. 182 in Ellipff, bimarum PF ,

Pf au£ìarìm a quovis pum&fo P ad bimos focos, & fum-F.,8£

ma im fig. 183 im Hyperbola ad CR abfciffam a cem

tro in axe tranfverfo eff comffanter ; nt diffamtia focorum

Ff ad /emiaxem tramfverfum CV.

482. Si enim recta Pf occurrat in B , & D rectis

FB, CD ductis e foco F , & centro C parallelis tan

genti QP, erit PD (num. 194. / æqualis femiaxi tran

fverfo VC, & ob angulos PFB, PBF æquales iis , qui

fiunt in P cum tangente , adeoque (num. 181) equales

inter fe, erit PB aequalis PF, & fB in Ellipfi differen

tiae, in Hyperbola fummæ binarum Pf, PF , quae ob

fF duplarn FC, five fC , erit dupla fD. Erit autem

fumma illa, vcl differentia ad fF diftantiam focorum,

ut fD ad fC , ut DP , five CV ad CQ , nimirum

(num. 41 1) ut CR ad CV, & alternahdo fB ad CR,

ut fF ad CV. *

- Coroll. 25. ;. -

483. Reétamgulum fub bimij re&his pF, Pf im fig. 184;;

185 du£ii; a quovis pamtio P ad bimos focos equatur qua

drato femidiametri comjwgate ejus , quâ temdit ad P, re

£fam,*ulo fub bimis mormalibus terminatis ad binor axes,

ac reëtam gulo fùb fegmentis tamgemtis interceptis inter

conta&#u*, & bimor axem ; & ipfius re&fanguli FPf, ae

quadrati ipfius CP fumma im 5llipfi, differentia im Hy

Perbela æquatur ibi fumma , bjc differentie quadratorum

femiaxium.

£84: Concipiatur enim circulus circumfcriptum trian

8ulo FPf, qui occurrat axi conjugato in m , & N ,

183

F.184

185

pofito
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'

pofito N in arcu FPf in fig. 184 in oppofito in fig.

185 , ducatur Pm occurrens axi tranfverfo Vu in M,

& NP fecans axem uV in Q_, ac recta Fm. Ob re

ctam Ff fectam bifariam, & ád angulo rectos in C a

diametro Nm ; arcus FNf, fmf fecabuntur bifariam in

N , m . Quare tam recta Pm in fig. 184 , quam PN

in fig. 185 fecabit bifariam angulum FPf, cùm anguli

infiftente æqualibus arcubus Fm, fm in fig. 184, FN,

fN in fig. 185 gquales effe debeant ; recta vero PN

erit ipfi Pm perpendicularis ob angulum mPN rectum

in femicirculo. Erit igitur utrobique num. 181 , Pm

normalis , PN tangens. Angulus autem FmP, erit gqua

lis angulo MfP, cum, uterque infiftat eidem arcui FP,

adeoque ob angulos ad P gquales in triangulis FPm ,

MPf, erunt fimilia ea triangula, & FP ad Pw , ur PM

a Pf, ac rectangulum FPf çquale rectangulo MPm ,

adeoque , num. 457) tum quadrato femidiametri con

jugat; ejus, que tendit ad P , tum rectangulo NPQ,

Tumqué fumma in Ellipfi num. 375, 248), differefi

tia in Hyperbola quadratorum femidiametrorum conju

gatarum gquetur ibi fumme , hic differentie quadrato

rum femiaxium, gquabitur eidem ibi fumma, hic diffe

rentia rectanguli FPf, & quadrati PC.

Coroll. 26.

485. Rectangulum FMf fub binis diffamtiis concur

fus mormalis cum axe tranfverfo a binis, facit æquatur

im Ellipß differemtie, im Hyperbola fumme quadrati mor*

malis PM ad ipfum terminate, & quadrati femidiawe

tri comjugata ejus, que terminatum ad P, vel rectanguli

'FPf bimarum duétarum ab bimos focos , & reétamgulum

FQf fub binis diffantiis concurfui tangentis « binis fo

cis equatur im Ellipß fumme , in Hyperbola differentiæ

quadrati tam genti PQ terminatæ ad axem, tranfverfum ,

& quadrati ejufdem illius femidiametri conjugata , ve!

reélanguli FPf.

486. Nam ex circuli natura rectangulum £Mf æqua

tur rectangulo mMP , & rectangulum FQf réctangu

lo PJN. Porro rcctangulum fub Mm , & MP, addito

quà |
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-_- --• ---- --- -

quadrato MP in fig. 184, & ablato in fig. 185 , eya

jit rectangulum fub mP, & PM, five quadratum illius

remidiamétri conjugatae , vel rectangulum FPf , & rc

ctangulum fub PQ » & Q\ , ablato in fig. 184 qua

dratô PQ & addito in fig. 185 , evadit rcctangulum

fub PQ, & PN, five illud idem quadratum femidia

metri cònjugate, vcl rectangulum FPf.

Coroll. 27.

487. Si e binis facis F, f in Ellipß in fg. 63 , & F. 63

Azyperbola im fig. 64. ducantur in tangemtem , PT bina 64
perpendicula FA , fâ eorum rectangulum æquabitur quae

arato femiaxis conjugati.

488. Erit enim (num. 192 ) FA ad normalem IP ,

ut pcrpendiculum CL e centro in tangentem ad fa ; ac

proinde, rectangulum fub FA, & fa æquabitur rectan

£ulo fub IP , & CL , fivc ( n. 459.) quadrato fcmia

. xis conjugati.

Coroll. 28.
-

489. Radius ad fimum anguli , quem re£fa e fòro dw

&fa ad comtaétum comtimet cum tangente , ef? in Ellipff,

& Hyperbola, ut femidiameter parallela tamgemti ad fe

miaxem comjugatum , & is angulus im. Etiipfi a retto

maxime in ipfius axis conjugati verti&ibus diffat , angu

lo quem bimæ re&iæ inde ad focum du£tae comtiment ibi

exiffente maximo : tum illius differemtia a re$o, que

æquatur duplo hujus , eo magis mimuitar , quo pun$um,I contaótus ad verticem propiorem axis tramfz/er/? accedit

! magis : in Hyperbola is angulus eo magis reíegit a rel êto , & ille , quem ee bim e reâ:e continent , eo magis

\ mimuitur , quo contaéius magis diffat a vertice axis

tranfver/?,

49o. Nam ob angulos FPA , f?a utrobique æquales

( num. 181 ) eft FP adFA, ut fP ad fa in eadem ra

* iione, ac proinde quadratum *p ad quadratum FA ,

, ' ut rectangulum FPf, five ( n.483 ) quadratum femidia

? metri parallelæ tangenti PTad rçãîäîgiiiutn {\.!• FA , &

£ fa, five ( n. 487) quadratum femiaxis conjugati ; a*

; -
Rofcovich. T&z, AV//. M. - p.3-

I*
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Pfoifide FP ad FA, five radius ad finum Angulx FpA;

ut illa ipfa femidiameter ad eum femiaxem.

491. Quamobrem is finus có crit minor3 & angultis

proinde eo magis recedet à re&to , quo ea femidiame

ier major erit. Porro ea femidiatneter ih Ellipfi eo eß

major, quo ejus conjugata CP eft minor, cuih fumma

quadratorum uttiufquc fit (num. 375), conftanier æqua

iis fummae quadratórum (emiaxium , & CP eo eft mi.

nor (num. 379 , quo magis P accedit ad vertices a

xis conjugati , & recedit a vertice propiore axis trän*

fverfi . Quare angulus FPA eo rhagis recedit a re&o;

quo magis P accedit ad verticem axis conjugati , ubi

hiaxime a re&to recedit. Cumque ejus differentia a re

cto API fit afigulus FPI, & FPf fit duplus ipfius FPI ;

ipfe angulus FPf erit maximus puhéto P congruente

cum femiaxis conjugati vertice, & eo major etit, quo

magis P ad euim verticem accedct j & recedet à vertice

fibi propiore axis tranfverfi. - • *.

492. At ih Hyperbola in fig. 64. cum diámeter CP

ini receffu a vertice axis conjugati perpetuo crefcat (num.

z46 ) , & differentia quadratorum femidiametrorum con

jugatartim fit conftanter eadem, etiam femidiamet&r con

jugata perpetuo augebittir , adeoque perpetuo recedet a

feeto ângulus FPA, & minuetur tatn ipfe , quam FPf

cjus duplus.

s c H o L 1 U M viii.

493. p%£? hæc Corollatia ; quae ad focum per

T 17 tinent, licet non profluxerifit immediate ab

ipfa propofitione hac 8, tamen profluxerunt a Corolla

riis ex ea deduétis combinatis cum iis, quæ antea fue

£ant eruta, quam ob caufam hinc divellenda non fuè

rant. Poftremum hoc determinat anguli, quem foci ra

dius cum tangente continet, magnitudinem , ac incre

menta, & decrementa pro Ellipfi, & Hypcrbola. Pro

Parabola idcm dedúci facile poteft e nurii. 198. Eft ni

uir: Th radius ad finyum anguli FPA in fig. 65 , ut FP

- - ad
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ad FA, five ob FP, FA, FM continue proportionalc3 }

& FP æqualem,(num. 35 1 ) quartae parti latetts reçti

pertinentis ad diametrum tranfeuntem per P, erit radius

ad eum finum in ratione fubduplicatâ diftantiæ con

ta&us a foco ad quartam partém latetis te&i prin

tipalis ; five in fubduplicata ratipne lateris re&iº dia

mietri duétæ per, contaétum ad latus re&tum principa

ie, & quoniain in receffu pufiéti P a vertice axis trân-.

frerfi fériper augetut ( num. 58 ) diftantia FP, fcm

per angulus rc£tae FP cum tangente magis feccdet a

fe&to . . . . . . . . . . . , ,

, 494. Jam ver6 prógrediar ád aliam proprietatem Se

&iönüm Conicarum, quæ ipfis nomen dedit , & quæ

ita pariter a fextâ Propofitione profuit , ut fit merus

particularis cafus Theorematis demonftrati (num. 3 19).

$; hîc iterum demonftratur ope Prop. 7 , & fter

het nobis viam ad defihiendos circulos ofculatores Se

&ionum Conicârum per finitam Geometriam, qui ni

hmirum ita ad arcurii Seétionis Cdnicæ áccedant , ut

quemadmodum iriter arcum circuli , & reétam tangen

tem nulla alia recta duci poffit ; licet infiniti numcro

circulares arcus poffint duci, ita inter arcüum Seétionis

Conicæ, & arcum ejus circuli sfculatoris, nullus alius

circularis arcus tranfire poffit, licet in unico pun&o fe

contingant , & infiniti numero arcus Seckioriüm Coni

tárum poffint interfeti, quæ genieralis eft proprietas pro

circulis ofculatoribus curvarum quarumcumque. Sed ag

grediamur retn ipfam ,

PROPOSITIO IX. THEOREMA.

493. S' per verticem v diametri cujufvi, in Ellipß

--- - - - -

in fig.186, & Parabola im fig. 187, ac cujuf-F.186

vis diametri primaria Hyperbole in fig. 188 dncatur tan

gens VA æqualiâ lateri reéio ip/ìus , & per A reëta tramfiems

per alterum verticem u in Ellipß, ac Hyperbola, ac pa

zallela axi in Parabola , quæ ordimata PRp occurrat im

I, s erit quadratum fęmiordimatæ RP æqnale reg
- M. 2. λύ

187

188
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fub abfcifft VR , & imtercepta RL imter diametrum, ac

re£tam duéfam per A , quæ imtercepta erit quarta propor

tiomali, poff latus tr.tmfwerfum , reéfum , & abfciffim a&

.:ltero vertice, cui latus re'fum. mom applicatur. /dem ve

ro quadratum, & re£fangulum im Parabola æquabitur re

άa gulo fùb illa a£fciffa VR , & latere regio; in Ellipf?

ab eodem defieiet ; in eo Hyperbolæ ramo , cui latus ??-

£tum eff applicatum , excedet ipfum , per re£fangulum fub

ipfa abfciffa, & quarta proportionali poß latus tranfvcr

fum, re£tum, & ipfam abfciffam.

496. Eft enim (num. 25 I ) quadratum PR in Para

bola in fig. 187 æquale rectangulo fub abfciffa VR , &

latere recto VA, adeoque fub VR , & RL. At in El

Jipfi , ac Hyperbola cft ipfum quadratum PR ad rectan

gulum VRu , ut latus rectum AV ad tranfverfum Vu ,

five ut LR ad Ru, vel affumpta VR communi, ut re

ctangulum fub VR , & RL ad idem rectangulum VRu.

Quare quadratum ipfum RP æquale erit rectangulo fub

VR , & RL.

497. Patet autem in Parabola RL æquari lateri re

cto VA, in Ellipfi effe minorem ipfo.VA, in Hyperbo

la majorem ; & fi in his ducatur VO ufque ad Pp pa

rallela AL , cui & æqualis erit, & abfcindet OL æqua

Jem lateri recto VA, erit Vu ad VA, ut VR ad RO,

ac proinde ipfa RO quarta poft latus tranfverfum Vu,

rectum VA, & abfciffam VR, ac rectangulum fub VR,

& RL a rectangulo fub VR, & OL , vcl VA dcficiet

in Ellipfi, ipfum excedet in Hyperbola per rectangulum

fub WR , & OR. Q. E. D, ' ' - , .

S C H O L I U M I.

498. C$? quadratum femiordinatae^rcctangulo illi

fub abfciffa, & Iaterc recto æquetur in Pa

rabola, deficiat ab eo in Ellipfi, redundet in Hyperbola,

hinc Parabolæ , Ellipfi, Hyperbolæ nomen datuim a Ve

reribus , quod Græco femone æqualitatem , defectum ,

&: rcdundantiarn menfuræ exprimit, Scd in noftra de

finí
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finitione, ut num., 12 notavimus , habcntur ftatim æ-"

qualitas quædam alia, defectus , & exceffus rationis il

lius determinantis. - - - .

499. Porro hic recta AL data idetn prorfus præftat

pro Ellipfi , & Hyperbola, quod num. 3i9. in fig. 1 1 5 .F.1 t *

1 1 41 16 illa BD, quæ ibi etiam tranfit per a , & fi ipfum

V congruat ibi cum contactu I , & chorda Va evadat

diameter , illæ figuræ abibunt in has ita, ut ibi puncta

D, L fint eadcm , quæ hîc L , R ; ordinata vero PP

fccabitur in R. bifariam , ac rectangulum iilud PDp æ

quale rectangulo fub VL, & DL evadet hic ipfum qua

dratum femiordinatæ RP æquale rectangulo fub VR ,

& RI. , , , w - -

5oo. Sed jam ex hac Propofitione comparata cum

num. 464. eruam Corollarium non inutile , & fponte

fluens, quqd ad fubnormalem pertinet , tum ad ofcula

tores circulos faciemus gradum.

- Coroll. I. -

, 5or. Submormalis in axe tramfverfò deficit per dimi.

dium lateris reéti principalis im Parabola ab ipfò latere

re£fo primcipali, im Ellipfi & Hyporbola a quarta propor

tiomali poff latus tranfverfum , reëfum , & abfciffam a

z/ertice axis remotiore , ßve ab illa re£fa , cum qua

comtinet abfeiffa re&fangulum æquale quadrato femiordi

22atæ,

, 5o2. Nam in fig. 173, 174, 176 fi capiatur VA du-f.173

Pla VO, adeoque æqualis lateri recto principali , tum 174

recta ex A parallela axi VR in Parabola in fig. 176 , 1% â

tendens ad u in reiiquis, & occurrens ordinatæ PR in

L» fubnormalis RM, quæ æquatur RD ( num. 464) ,

deficiet ab RL , quæ eft illa ipfa recta enunciata in

hac Prop. 9, & ifi hoc Coroll. I , per DL æqualem

AO dimidio lateri recto principali VA.

- • • Coroll. 2.

5o3. Circulus qui communem im aliquo pun&io tangen

zema habet cum Conicæ Seéìionis perimetro , & e diametro

per id punéium tranfeunte abfcimdit chordam æqualem, lateri

re&fe ejus diametri, maxime omnium accedit ad arcum Se

M 3 &}io
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Éiomii ipfius ita , ut mullius alterius circuli arcu, imter

arcu ipforum tranßre poffit , fgd cujufcumque major;; ay.

aut aliquis continuus utrimque a contaétu axtra utrumque

cadat inter ipfor & tangentem , cujufcumque mimori, a

tamgemte recedat magis , quam uterlibet ex iis, & ja

- • ceat ex parte ipforum cava ; quem circulum ofculatorem

- 7/0Q'o .

5o4. Manentibus enim in fig. 189 , 19o , 191 pun

F.i89êtis V, R., u, A, L,O, ut in Propofitione in fig. i86,

19o 187, 188 (perimeter autem Se&ionis Conicæ non du

391 citur vitandæ confufionis gratia) eadem re&a VA, quae

* Se&tionem Conicam contingit in V, tangat ibidem &

circulum MVm , qui a diametro abfcindat chordam ali

quam VH, ac reétæ LR parallelæ tangenti occurrat ia

M, m; ipfi vero tangenti VA occurrat tangens HTdu

&ta per H in T, & reétæ MN, msn parallelæ tangenti

HT occurrant re&ae VH in N, m. _ - - -

" 5o3. In primis erit quadratum MR æquale re&an

uio fub VR, & NH, ac quadratum m R. re&angulo

ub VR, & mH. Nam in fig. 189 9b MN, MRIpa

rallelas tangentibus TH, TV, anguli MRN, MNRæ

quantur angulis THV, TVH æqualibus , cum eqs fin

gulos menfùrct dimidius argus.VH, adeoque & ipfi ae

quales erunt, & æquales MRV, MNH eorum comple

fienta ad biiios re&os ,. ac rectæ MN , MR aequales .

Quare cùm etiam angulus VMR aequetùt àlternôTVM

chördæ VM cum tangente VT, qui (Coroll. 6 Prop. 9.

òeom.) æquatur angulo MHN infiftenti in alterno feg

Ęta, fiiìilia erunt triangula VRM , MNH, eritqùe

vR ad RM, ut MN, five ipfa MR ad NH, & qua- .

dratum MR æquale rectangulo fub VR, & HN . Eo

dem prorfus argümento anguliVRm , Hnm æquales funt,

& æquales Vm,R , & mHm , adcoque eft etiam VR, ad

Rm , ut mm, fivè 'Rm ad Hn » adcoque quadratum Rm,

zquale re&angulo fub Hae % & VR.' - •

5o6. Cum igitur quadratum fęmiordinatæ Sc&ionis '

Conicæ, in quâvis e tribus figuris æquetur (num. 495 )

fe&angulo fub VR , & RL A patct fore id quadratum
•. - ma
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{majus, æquale , vel, minus quadrato MR, vcl mR , ac

püfictum M , vel m debere jacere intra eam Sectio•

iiem Conicam, in ea , vel extra prout RL fuerit ma.

jor, gqualis, vel minor refpectu HN, vcl Hn ,

* 5o7. Jam vero fi is circulus intercipiat chordamVH

majorem latere recto VA , accipiatur recta HB verfus

V, fi intercipiat chordam minorem , accipiatur pariter

verfus V recta Hb æquális ipfi lateri , recto . Et quo

niam chorda Mma poteft accedere ad tangentem VA

uantum libuerit , ac in eo accefsu pofsunt punëta M,

g; ad V, & ad fe invicem accedere quantumlibet,

& ob MN, mn femper parallelas eidem rcctae HT ,

etiam puncta N, m pofsunt accedere ad R, & V quan

£umlibet, in quo acccfsu incipiet aliquando HN efse

in primo cafu major, & in fecundo Hm minor, quam

RL, quod in parabola in fig. I9o accidet ftatim ac

punctum N fubierit inter B, & V, vel n inter b& V,

$um nimirum recta RL ibi æquetut VA, five H3 in

primo cafü, H* in fecundo. In Ellipfi vero in fig.189

in primo cafu ante etiam quam N fubeat inter B, &

V, HN incipiet efse major, quam RL, cum HB æqua

lis AV jam fit major Ri , & in Hyperbola in fecun

«do cafu'in fig. i9i antequam m fubcaf inter b & V,

jam Hi erit ininot quain RL, cum Hb fit æquali: Y

àdeoque minor RL. At pro fecúndo, cafu Ellipfeos ,

vel priino Hyperbolæ, accedeat: j; adV quäntum libue

git , etiam O, ad R, accedet quantumlibet , & proinde

ibi bn, hic BN fiet aliquando major , quam OR , &

tunc in Ellipfi ob, Hb,TOL æqualés eidëm AV, & in

ter fé, demptis inæqualibus relinquétur Hm minorquam

RL, & in Hyperbölaaddendo æqualibus HB, OL'inæ

quales BN , ÖR, evadet HN màjor , quam RL. Per

reliquum àùtem arcum omnerä MVm, ácccdcnte adhuc

magis N, vel m • adV, & adhuc magis aucta BN , vel

ém , & imminuta RQ, multo magisHN fupcrabi; RI,

vel Hm, fùperabitür ab ipfa, -.*., *

368. júåre pcr tatuì, illum, arcum recta RM in

Primo qafa erit majùr , quám femiordinata Scctionis

r
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Cεnicæ , adeoque multo magis Rm , & in fecundo ca

fu recta Rma erit minor , quam ordinata ejufdem , ac

1rulto magis RM, adeoque in circulis intercipientibus

ehordam VH majorem latere recto femper aliquis ar

cus MVm utrinque, circa contactum V jacebit extraSe

ctionem Conicam ; in circulis vero intercipientibus chor

dam minorem ipfo latere rccto ; aliquis arcus utrinqué

circa ipfum contactum jacebit intra . Qgoniam véro

minores circuli toti infra maiores jacerit , & proinde

n:inorem etiam intercipiunt chordam VH , omnes ii ,

qui intercipiant chordam maiorem latere recto jace.

tunt etiam extra eum , qui intercipiet æqualem , &o

n nes 3 qui intercipient minorem , jacebunt etiam in

tra cundem : is circulus, qui æqualcm intercipit , ita

ad arcum Sectionis Conicæ accedit circa ipfum conta

ctum, ut cujufvis alterius utcumque paullo majoris ar

tus aliquis utrinque circa contactum jaceat turn extra eum

circulum, tum extra eum arcum Sectionis Conice , cu

jufvis vero álterius utcumque paullo minoris arcus aliquis

utrinque circa contactum jaceat, tum intraeum circulum,

tum intra Scctionis Conicæ arcum; ac proinde nullius

circuli atcus potcrit duci intcr arcum Sectionis Coni

cæ , & arcum ejus circuli , qui intercipit chordamla

teri rccto æqualem , qui proinde præ cæteris omnibus

ipfi arcui eft proximus , & idcirco jure dicitur Ofcu

/ator.
- Coroll. 3. -

5o9. Circ;lt;; qui Comicam Seëiionem ofeulatur im vera

mice axis utriuslibet , habet pro diametro latus retium

aj, s axis , ac perimetrum in eodem umico pum&fo comtim

git ita , ut qui ofculatur Ellipfim im vertice axis com

jugati , totus extra Ellipfim jaceat, ac fit minimus ex

c;rcumfcriptis, im cateris omnibus totus jaceat intra, ac

/ít maximus ex infcriptis » nec im priore cafu ullus im

Ifcriptorum maximis habeatar » in po/feriore ullus minai

z#, circumfcriptorwm.
- -

5 Io. Nam fi concipiamus VH pertinere ad axem a

liqucm 5 tangens VA crit ipfi perpendicularis , adeoque :

ipfa V H » qua: æquatur lateri recto AV, eyadit diaihe

te£
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rcr circuli. Chorda quoque Mm evadet ipfi VH perâ

pendicularis, ac proindc fçcabitur bifariam in R , &

MN, mm congruent cum MR , mR , punctis N. m a

beuntibus in R, quadratum vero tam RM, quam Rm

evadet æquale rectangulo fub VR , & RH . Quare fi

VH fuerit æqualis lateri recto in fig. I9 I in Hyperbo

la , & in parabola in fig. 19o , erit HR femper mi

nor , quam RL, cum debeat efse minor , quam HV,

five quam VA, quæ in Parabola æquatur RL , & in

Hyperbolâ eft ipfa adhuc minor . At in Ellipfi , in fig.

189 cum fit VR ad OR , ut Vu ad AV, erit VRma

jor , vel minor, quam RO, prout axis wV fuerit ma

jor vel minor fuo$. recto VA . Quare ob VH e

qualem VA , adeoque OL , erit contrâ RH minor ,

vel major RL , prout axis fuerit major ; vel minor

fuo latere recto. Axis autem tranfverfus major eft fuo

latere recto , conjugatus minor , cum axis tranfverfus

conjugato fit major , & latus rectum, utriuslibct axis

fit ( num. 35 1 ) continue proportionale poft ipfum »

& axem alterum. Igitur fi V fuerit vertex axis tranf

verfi , erit HR minor femper, quam RL , fi conjuga

ti major . Quamobrem in vertice axis conjugti El

lipfeos erunt RM , R m femper ma ores , quam or

dinata ejufdem Ellipfeos , in reliquis omnibus axium

verticibus erunt mihores; & prinde circulus , qui Co

nicam Scctionem ofculatur in aliquo axis vertice , eam

in eodem unico puncto contingit , & qui ofculatur

Ellipfim in yertice axis conjugáti totus extra ipfamja

cet, reliqui jaceht intra omnés , ac ille cft circumfcri

Ptus, hi omnes infcripti. . - -

5 I I. Porro quoniam in illo cafu omnes circuli ma

jores cadunt extra & curvam , & ofculatorem , ac mi

nores omnes & intra ipfum , & per aliquem areum

utrinque circa contactum etiam intra Ellipfim cadunt;

ille . eft circumfcriptorum minimus : cum vcro c con

trario in reliquis cafibus omnes Ifîinores cadant intra

& curyam $ & ofculatorem , omnes autem majores &

extra ipfum , & Per aliqucm arcum utrinque circa con

tactum
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ta&um cadant extra curvam , is erit infcriptorum ma

gimus . Porro nullus in primo cafu minor ofculatof

in réliquis major , ita ad eum accedet , gt alii propie.

res haberi nöri poffint numcro infiniti, fe&o nimirum

eentrorum intervallo, ut libuerit, pro n6vo centro cir

culi intermedii , qui intermedius adhuc aliquo arcu u

trinque circa conta&tum eadet in illo primo cafu et

iam intra curvam , in hifce reliquis extra. Quarenul

Ius habebitur ibi infcriptorum máximus , hic iminimus

eircumfcriptorum. - -

- - - Corell. 4.

$ 13. Circulus , qui $e$ionem Comicam, efculatyr. im.

vertice cujufvis alterius diametri, licet eamdem, ibi tam

gentem habeat , tamen ibidem eum fecat ita , ut eae,

parte anguli obtuß chorde illius equalis lateri re£io cum.

tamgemte , jaceat extra ipfam Seäionem Comicam , ex.

Parte vero anguli acuti intra , ac preterea im alio pum.

o , quod in ea geometrice definiri poteß , ipfùm ite-'•.

rum fecat.

s 13. Ducatur enim in fig. 196 in Paraboka chorda,

VF parallela tangenti HT , & patet pun&o m affum

pto , ut figura indigat, ultra eam chordam (emper de

Èere mm ipû FV parallelam jagere ultra ip(àm, &Hm fore

majorem, quaiì HV, five in cafu circuli ofculatoris .

quám VA , vel RL : at ipfo, pun&o m abeunte in F,

ábibit m in V, ac ficnt Hm, RL æqualcs : eodem ve

ro pun&o m defcendente in arcum FH , etiam, m in

gredietur chordam VH , eritque Hm, minor , quam

HV , adeoque minor , quam RL . Qgare per totum

arcum Vm2F erit Rms major quam femiordinata Para

[bolæ, in F æqualis , per arcùm FH minor : per to

rum autem arcum VMH erit HN minor quam HV ,

adeoque minor , quam RL , & MR minor , quam

femiordinata Parabolæ ._Arcus igitur VMH, ex parte

anguli acuti jacet intra Parabölam totus , & VmF in

angulo obtufo extra, quam Parabolam proinde is cir

culus feeat in V , & cum iterum arcus FH jaceat in

tra Parabolam , eam idem eirculus fecat in F.

514. At

Y.

- _* .

- - - - - __ v.
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s 14. At in Ellipfi in fig. 189 arcus Vm jacebit orn*

nino extra , faltem, donec[m cadat extra circülum, tum

debeat Hm effe major , quam HV , adeoque major ,

quam VA , & multo major , quam RL; at pro par- -

te oppofita fi verfus H capiaturTTJ ad TH , ut eft

latus tranfverfum Vu ad re&um VA , & ducatur V

occurrens circulo in F , totus arcus VMF jacebit in-*

tra, & circulus in ipfo punéto F iterum Ellipfim feca

bit . Du&a enim ad quodvis pun&um G inter T, &c

Q reéta VG, quæ circulo occurrat in M, ac produéta

NM üfque ad tångentem, in I, eritNV ad RV ut NI

ad MI, five ( num. 2o4 ) ut HT ad GT , & erit

VR ad RO , ut Vu ad VA , five ut TQ ad TH .

. Quare ex æqualitate perturbata erit VN áú RO , u;

TQ ad TG , adeoque donec TG fuerit minor, quam

TQ, erit & RO minor , quam VN , ac proinde ob

OLI, VH æquales, erit RL major NH , & femiordina

ta. Ellipfeos major , quam RM , ac punótum M intra

Ellipfim . Abeunte veto G in Q , & M in F , eva

dent VN , RÒ æquales , & punëtum ' M crit in ipfa

Ellipfi ; fa&a autein TG adhuc majore , evadet Mex-*

tra Ellipfim , adeoque totus arcus TVMF jacebit intra

Ellipfim, quam circülüs deinde iterum fecabit in F.

5 15. Demum in Hyperbola in fig. I9i (emper erit

HN minor , quam HV , adeoque minor , quam'VA.

& multo minor , quam RL ; ac proinde totus arcus

VMH jacebit intra , fa&a autem TQ, ad TH ia es

dem ratióne lateris tranfverfi ad latus feétum , fed a4

partes opp9fitas, ac duóta reâa Qy. , quæ citéulo g<

currat ifi F , tum per quodvis punétum G ipfius §.
du&ta GVm, eodem prorfus argumento erit Vm ad Ru.`.

ut In ad mi, ut HT ad TG, & erit VR ad RO, ut

Vu ad VA, ut TQ ad TH 5 ac proinde mV ad RQ .

ut TQ ad TG ; nimirum donec TG fuerit minor »

quam TQ , quod fiet pcr totum argum VF , eritRO

minor, quam Vm, & proinde RL minor , quam Hm »

rtimirum femiordinata Hyperbolæ minor. quam Rm •

& m extra ipfam Hyperbolam . Abeuntc m. *'; &c

- . - 1a
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{} in Q, , habebitur æqualitas , & pun&um m erit id

Hyperbolæ perimetro , tum per totum arcum FH , e

vádent TG majore , quam TQ, jacebit m intra Hy

perbolam ,

- Coroll. 5: . - - - - -

5 16. Wullus arcus utcumque parvus circuli ofculatori*

congruit cum arcu Seétionis Comice , fed cum ea angu

Jum comtimet quovis circulari minorem. • ,

5 17. Patet primum ex ipfa demonftratione Corolla

rii fecundi , & tertii , cütn, nufquam in cafu Coroll.

2. NM , mm fiant æquales femiordinatis Sectionis Co

nicae , in cafu Coroll. 3. punétum F congruat cum e

jus pcrimetro ita remotum ab ofculo V , in arcu con

tinuo circa ipfum V fit NM femper minor mm fem

per major . Patet autem & fecundum ex Coroll. 2 ,

curn nullus circularis arcus duci poffit ifiter arcum Se*

&tionis Conicæ, & arcum circuli ofculatoris.

Coroll. 6.

s 18. Hyperbola, Parabola , & Ellipfê idem habemte!

datur re&iùm , & eamdem inclimationem ordinatarum, ad

diametrum , tujus id eff latus reéium , habent circulum

ofculatorem æqualem , quaecumque fit diametri magnitu

do , ad quam tamem ubi arcu, circuli iacet intra Comi

cam Se&iomem , ut ex parte amguli acuti, & arcus VM

im quavis diametro , ac in vertice axis Parabole], vel

axis tramfverfi Hyperbolæ s omnium maxime accedit El

lip/%, & eo magis , quo eius diameter e/? mimor , tum,

Parabola, tum , omnium minime Hyperbola , & eo mi

nus , quo mimor ef? eius diameter : Contra vero wbi ar

cus circuli jacet extra : ac ut , licet im angulo re&#æ

tamgemtis cum arcm circuli mulla alia reéia duci pofft ,

& is angulus fit quovis reäilimeo minor , poffùnt tamem.

auci arcus circulorum maiorum , qui eo propius ad tam

gentem accedunt , quo diameter eff maior, fic licet im am

gulo circuli ofculatoris cum arcu Seétionis Comicæ nullus

alius circulus aucz poffit, & is angulus fit mimor quovir

circulari, poffunt tamen duci arcus Seëiiomum, Comicarum

'

48*
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qu? 'ea propius ad circulum ofculatorem accedemt , quo,

aiametrô ad eas partes tam gentir , ad quas circulus ja

cet, maiores fuerint, vel ad oppofitas mimores.

5 1 9. Omnes ejufmodi Seétiones Conicas æqualem

habere circulum ofculatorem patet , quia fuperpofitis

diametris , omnes ii circuli congruent , omnes nimi

rum eandem habebunt tangentem , & ex eadem reéta

intercipient chordam eandem æqualem communi lateri

reéto . Porro in fig. 189. quo maior fuerit axis Vu ,

co, hanente punéto A , erit minor reéta RO quarta

poft Vu, VA, VR, adeoque eo maior RL , & maior

utraque ordinata . Quamobrem co magis ejufwodi or

dinata fuperabit RM, at eo minus fuperabitur ab Rm,

& eo magis diftabit arcus ipfius ab arcu VM , vel mi

nus ab arcu Vm . In Parabola vero in fig. I9o , in

qua RL jam æquatur VA , ea erit major , quam in

ulla Ellipfi . Demum in Hyperbola in fig. 191 , adhuc

RL eft major , quam VA, & eo major , quo major

cft RO quarta poft uV, VA, VR , adeoque eo ma

jor , quo uV minor . Subibit igitur ex parte VM ar

<us cüjufvis Hyperbolæ habentis diametrum uV majo

rem inter arcùm habentis minorem , & arcum VM •

ac inter eos omnes , & VM fubibit arcus Parabolae ,

tum inter hunc quoque arcus cujufvis Ellipfeos , & in

ter arcutn Ellipfeos habentis diametrum majorem , ac

VM fubibit arcus habentis ipfam minorem . Ex parte

vero Vm inter arcum Vm , & arcum Ellipfeos haben

tis minorem diametrum Vu fubibit arcus habentis ma

jorcm , tum inter hos omnes , & illum arcus Parabo

Iae, tum Hyperbolarum omnium eo própius , quo ma

iorcm habuerint diametrum Vu. Eodem vero argumen

to continget primum illud utrinque in axium vertici
bus , ubi arcus circuli jaceat intra, hoc fecundum » ubi

extra. Reliqua patent ex his,

Coroll. 7.

52o. /m Ellipfi c* Hyperbola radius circuli efîulato

ris eff tertius continue proportiomahis, peß perpendiculum

a centra im £amgentem du£tum , & femidiametrum conia

: 3ata% »
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&*am, ®* radii circulorum ofeulatorum imter fe funt imi i

zatione reciproca triplicata eiufmodi perpendiculorum, ac

*lire£fa triplicáta normalium ad utrumlibet axem termi

natarum. . . ., , . . . . ; IX . . . . · · · ·

.? 521. Si enim circulus ofculetur Ellipfiifi in fig. 193;

f.i9avel Hyperbolarii in- fig. 193 in P , e diametro Pp

A93 abfcindet ( num. 5o3 ) chordam PH çqualem lateri

re&o eius diarhetti . Sit eius circuli centrum in K ;

& recta KE perpefidicularis ipfi chordæ eam Bifafiami

fecabit in E, ae ducto CL perpendiculo in tangentemi

PQ, erunt fimilia ttiángula rectarigula CLP, PEK,. riami

eorüa anguli ad C, &P erunt alterni iri fig. i92 §

internus , ac externus , & oppofitus in fig. 193. Erit

igitur CL ad CP, ut PE ad PK . Sed cum PE fit di

imidium latus te£tum diametri Pp , düéta diametro co

iugata. Ici, etit (num. 35 1 )'CP ad cf; ut CI ad

E. Igitur ex æqualitate, perturbata erit CL ad CI ;

utCI ad radium circuli ofcülatoris PK., , , , ,

322. Hinc autem eruitut , fdre radium KP æquá;

lem quadräto femidiametri coniugátæ CI , applicato ad

perpefidiculum CL, adeoque in fätione coiiipo{itâ ex

ditecta duplicatâ ipfius fefmidiametri, & reciproca fim

plici eius perpendiculi; nimirum cumi femidiametri con

Ę fint (n. 466.) reciproce ut eiufmodi perpcndic

a , erit ille radius in rätione reciproca triplicáta ejuf

aem perpehdiculi, quae ( num. 439 ) eft `eadem ,' ac

ratio dire£ta triplicata normalis ad utrumlibet axem ter

ininatæ . - l

Coroll. 8. - . • ^

523. /h quavit Seéiiome Comica fadius circuli of?w-

latoris ef? quartur continue proportiomalis poß dimidium.

latur retium principale, &* normalem terminatam ad a

aam tranfverfum . - -

524. Eft enim in Ellipfi , & Hyperbola PM ad PK

ift rectangulum fub PM, & CL , five ( m. 459 ) qua

$tatum femiaxis conjugati CD , ad rectangulum fub

CL •, & PK , five ( num. 52o ) quadratum femidia

metri conjugaja QI , giJirym ( tium, 466 ) ut qua
«dratum
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dratum perpendiculi CL ad quadratum femiaxis ttari£

verfi CV, , five ( num. 477 } ut quadratum dimidii

lateris recti Principalis ad quadratum normalis PM, •

Qgare fi inter £M , & ragium PK fumâtur recta inc

«Rä proportionalis 3 ad cuius quadratum crit quadra

Jratim PM, ut ipfa PM ad PK, five ut quadratum di

imidii lateris re£ti principalis, ad quadratum normalis ,

erit ipfa etiam horrualis ad eam £cctam, ut dimidium

istus te&uim principalc ad hormalem , & dimidium la

ius reétum principále hormalis PM, ca recta affumpta,

ac PK continue proportionales. . . ". -

, 5» 5. In Parabola vergj fig. 194, fi tangens du&apcrF.194

p Occurrat tangenti ductae pcr vetticem V in A, re&a

FA eft ( nu. 196 , perpendicularis ipfi tangenti, PA, &

( n. 198 ) m£dia propQrtibnalis inter FV, FP ,. qua

tum prima eft (n. 198) quarta pars lateris te&ipfihci

palis adeoque (n. 2oo) dimidia fubnorrhalisRM, fecun

äa vero (ri. 351) quartapars latcris recti diametti tran

feunti& pcr P; adeqque rectæ PH, & proinde dimidia

pE, ac' triangula FVA, PRM, PEK fiihiliâ funt obom

nia latera parallela. Qgare erit, PM ad PK, ut RM ad

PE, five, íumptis dimidiis, ut FV, ad FP, nimirum ut

quadratum FV ad quadratum FA , five ut quadratum

RM dimidii latcris recti principalis ad quadratum PM,

adeoque eodem argumehto PK qtiarta continue propot

tioaalis poft ipfum dimidium latus rc&tufn principale ,

& ipfam normalcm PM.

S C H O L I U M II.

… 5*6. PG; commuini & faciliori demonftratjorie

idem L Corollariorum hoc etiam pacto dc

monftrari . Radius circuli ofculantis perimetrüm in ver.

tice axis tranfverfi ( num. 5o9 ) aequatur dimidio la

teri recto principali : ibidem autem normalis PMFA&y

in fig. 173 , 174 » 176 evanefcente PR,£vadit z- igo

qualis fubnormali s RM , five rectæ RD , quæ ab<- 191

un* R. in V cvadit aqualis-dimidio ipfi latiti, recto

. . ;a3\. f^* -
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V© , Cum igitur ( num. 52o ) fint radii, ipfi , ut

cubi normalium , erit dimidium latus re&umi princi

pale ad radium circuli Seótionem Conicam ofculantis

in quovis pun&o in ratione triplicata ipfius dimidii la

teris re&ti ad normalem, ac proinde ille radius quartus

continue proportionalis poft ipfum dimidium latus re

ctum, & normalem. - - - - - -

Coroll. 9.

5 27. Circulus , qui communem im aliquo pum&fo tamgem

tem habet cum Seéiionis Comicæ perimetro, & ip/? perí

s metro im aliquo aliopum&fo occurrit, abit im ipfùm circulum,

ofculatorem, ubi id punctum ita ad comtaetum illum accedit,

ut demum im ipfum abeat , ac concurfus bimarum recta

rum, quarum altera fit perimetro perpendicularis in ex

tremo puncto chordæ cujufpiam, altera ipfi chorde perpen

dicularis im ejus medio, vel altero extremo, abit in cem

*rum circuli ipfam ofculamtis im priore illo puncto , ve!

im fixem diametri ipfius circuli per illud idem pumctum

tranfèuntis, ubi evanefcente chorda , congruumt extrema

ejus puncta. - -

F.189 528. Si enim in fig. 189, 19o, I9 I V fit contaótus

I9o ille , & M , vel m ad Conicam Sectionem pertineat ,

I9 1 crit ex natura circuli (num. 5o5 ) HN , vek Hae tertia.

poft VR , & RM , vel Rm , ac ex natura Se&tionis

Conicæ (num. 495 ) RL parite; tertia poft eafdem .

Quare femper HN , vel Hm aequalis RL. Accedat jam

M, vel m ad V ita, ut demum congruant : coibunt fi

mul cum ipfo punéto V etiam puncta M , m , N , m ,

ac punctum L abibit in A. Quare & HV fiet æqua

His HN, five RL, nimirum latéri recto VA , & próin

de circulus ( num. 5o3 ) evadet ofculator ; unde patet
primum. • -

529. Jam vero diameter per contactum V tranfiens

eft perpendicufaris tangenti , adeoque & perimetro Se

ctionis Conicæ , ac recta quidem ex centro ducta ad

angulos rectos in chordam VM , vel Vm debet ipfam

fecare bifariam, recta vero ex extremo illius diametri pun

- - . - - CUIQ
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, , &o ducta ad punctumM; vel m extremum chordæ, débet

continere angulum femicirculo rectum. Quare patet, con

t! curfum rectæ perpendicularis perimetro ductae per V cum

* recta perpendiculari chordæ ducta per mcdiamipfamchor

dam, vel ejus extremum M, vcl m, debere abire in cen

trum circuli ofculatoris , vel extremum punctum ejusdia

metri, ubi punctis M , vcl m , & V coeuntibus , cva

nefcit chorda. Coroll. Io.

53o. Bimarum mormalium per kima Se&iiomis Comice

* punéfa duétarum concurfus abit in centrum circul; ofeula

foris , ubi ea puníta ad fe ita accedunt , ut demum

£omgruant.

53 I. Concurrant enim in fig. 195 in Parabola ,

'196 in Ellipfi , I97 in Hyperbola binæ normales PKF.ios

pK in K , & fecaat axem tranfverfum in M, m , ac 196

affumpta VO pcrpcndiculari axi tranfverfo , & æquali I97

. dimidio lateri recto principali , recta ex O ducta pa

! £allela axi in fig. 195 , ad centrum C in fig. I 93 ,

; ú97 occurrat femiordinatis PR , pr productis in D ,

d , eritquc ( num. 464 ) fubnormalis RM , rm æ

qualis RD , rd. Chorda PP occurrat axi tranfverfo in

5 Q3 & recta ex P parallela ipfi axi occurrat rectis pr,

pK in H, E. Erit ubique PK ad MK, ut PE adMm ,

five in rationc compofita PE ad PH , & PH , vel
JRr ad Mm.

533. PQrro PE ad PH eft ( num. 2o4 ) , ut Qpo

£ ad Qx , & Rr in fig. 195 aequatur Mmì , ' cum T*.

¥ qucntur RD • rd , adcoque & RM , rm , & , dcm

£j; communi Mr., ipfae Rr , Mm . At in fig. 196
p. umpta OB æquali femiaxi tranfverfo CV verfu§V, &

in fig. 197. ad partes oppofitas , ductaque CB, quae ip- -

fis £mjordiaatis occurrãt in T, t , ductifqué di , dA

Parallglis CV , CB ufque ad rectam DP ', erit Mm

3 aequalis IA . Erit enim OB ad BT , ut OC ad DC,

? ut CV ad CR , adeoque & o5 OÉ TdV æquales ,

j $it PT æqualis CR , ac eodctm argümento d; aequa

? lis C£ , . quae etiam cum fit æqualis AT , erit Rr
gi* *9°alis DA,5 cumque fit & R D æqualis RM ,

gr. Hofcovich, Tom. ///, N ^ ' qrit
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ctit RA &qualis rM 5 eft vero & rm æqualis rd , five

RI. Igitur erit Mm æqualis IA . Inde vero cum Bina

quævis latera triangulorumi IdA , VCB fint páralleta,

erit dI ad IA; five Rr ad Mm , ut CV ad VB.

_533. Coeant jam Puncta P , P , & fecans ppQ a

5ibit in tangentem, coibunt puncta R , r , & punâa

F.i98M, m ; fig. 195 , 196 s 197 , mutabuntur in ' ig8 ;

199 199 , 2oo s & erit PK ad KM in Parabolâ in fig.

3oo 198 , ut QM ad QRgat in reliquis in ratione compö.

fita ex ipfa QM ad QR, & ex altera feiniaxis tranß

verfi CV ad VB differentiam in Ellipfi , fürninafn in

Hyperbola ejus, & dimidii lateris reéti principalis VO.

534. Porrò ob fimilia triangula QPM , RPM, QRP,

eft tam MQ ad QP s quàm QP ad QR 3 ut MP ad

PR, adeoque QM ad QR, ut`quadratum MP adqua

dratum PR . Qjare erit in Parabola in fig. 198 PK *

ad KM , ut quädratum PM ad quddratum PR , adeo- |

que fumendo differentiani terminorum ad anteceden

fcm, erit quadratum dimidii lateris fcgti MR ad qua

dratum noímalis PM, ut ipfa normalis PM ad PK :

At in Ellipfi, & Hyperbola cuni fit (num.479)femia

xis tranfwérfus CV ad VB ibi differentiam , hic fum

mam ipfius , & dimidii lateris reéti principalis, ut qua

dratum femiordinatæ RP ad differentiam, quadratorum

normalis PM, & dimidii lateris recti principalis VO ;

binæ illæ rationes compofitæ erunt quadrati PM ad

quadratum PR, & quadrati PR ad eam quadratorum

differentiam, quae reducüntur ad unicam quadrati PM *

ad fuam differentiam a quadrato VO : Erit igitur KP,

/ ad KM , ut quadratum PM ad differentiam qüadra

torum PM , VO , adeoque PM differentia priorum

terminorum ad primum PK, ut quadratum,VO ad qua

dratum PM. - · · · · ·

535. Igitur ubique ratio normalis PM ad PK eftca

dem, ac quadrati OV, ad quadratum PM , adeoque

: eodem argumento , quo in fuperioris Coróllarii de

monftratióne , PK quarta continue proportianalis poft

dimidium laus reétum Principalc VO • &.£
- m*
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ieri PM , ac proinde æqualis radio circuli ofculato

ris , punéto K abeurité in ipfius circuli ofculatoris

Centrum i -

§ C H O L I U M HI.

536, Idebimus fuo loco , ubi nimirum de cut

- , V , vis generaliter agemus ope infinitefimorum,

gêneralem hanc proprietatem effe circulorum ofculato

fum, ut nimirum egruni árcus cum arcu curvæ angu

lum conftituat quovis circulari minorem ita , ut licet

ih unicó conveniant punéto , & in eo anguló infiniti

àliarum curvarum arcus duci po'fint ; adhuc famen

non poffit ullus circularis arcus , & coficurfus ultimus

fectæ fecantis chordam ad angulos reétós, ac bifatiam

cum normali per alterumi ejus extremum duéta , vel

binarum notinalium, incida: in ipfum centrum circulo

6fculatoris; ubi binis petimetri pun&is coeuntibus chor

da evanefcit 3 fed interea libuit eâ hîc ex ipfâ natura ,

&c. proprietatibus Se&tionum Conicatum de ipfarum cir

culis ofculatoribus accuratiffimie demionftrare per finitam

Geometriam . . - - - -

1527. Et quidem poftfemium hoc Corollarium ufus

£tiam in Phyfica magnos habet, ut ubi quæritur Tel

luris figura per gráduutii dimenfiones . Nam gradus

Terræ dicitur ejus ille arcus , per cujus extrerha puri

&ta ductæ binæ normales , ubi `convéniunt , angulum

continent unius grádus , ille vero cónveniunt propc

€entrum circuli ipfüm arcum ofculantis in medio, cum

eâ puncta parum á fe invicem diftent , & fi ea cön

gruant in medio, concurfus normalium in id centrum

abire debet. Qgare præcedentis Corollarii vi affumifo

let pro atcu curvae arcus exiguus circuli ofculatoris, qui

ab eo parum admodum differre pote(t ; cum arcus cir

culi in ofculatórem definentis debent ad ipfum acce

dere, ultra quofcumque limites ; antequaimi congruánt ;

& femper arcus aliquis curvæ concíudatur inter ar*

cum circuli dfculatoíis , & arcani vel majoris , vel

-; N 2 mi
*^ v.

W
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minoris circuli , definentis demum in ofculatorem ip

fum , ubi arcus curvæ in infinitum imminutus penitus

evanefcit.

P.189 538. Ubi in Coroll. 4. in fig. 189 Ellipfim confide

ravimus, expreffimus: in ipfa figura cafum, in quo latus

reétum VH effet majus diametro Vu , in quo cafu , ut

ipfa figura exhibet, fumpta TQ ad TH in ratione Vu

ad HV , pun&tum Q cadit inter H , & T . Si latus

re&tum æquaretur diametro , abiret punétum «X in H,

adeoque & punétum F, in quo circulus òfculator Ellip

fim iterum fccat, abiret in H ; quod fi adhuc effet mi

mus , & excederetur ab ipfa Vu , abiret Q citra H in

tangentem TH produétam, & F in arcum VmH , quo

cafu ad demonftrandum eam partem arcus VF , quæ

jaceret citra H , effe intra Ellipfim , immutanda non

nihil effet demonftratio , & ei aptanda cafui, quod fa

cile fieri potuiffet , ; fed ad ìd , quod propofitum fue

rat , id quidem non erat neceffarium , cum nimirum

fatis effet oftendere , aliquem arcum VM jacere intra,

aliquem Vm extra & alicubi debcre iterum Ellipfim fé

cari a circulo ofculatore in punéto , quod geometrice

definiri poffet, quæ quidem omnia ex ipfa conftruétio

ne cafus primi in figura expreffi , pro cafibus omnibus

fiunt fatis manifefta , ac ejus demonftratio iis omni

bus , vel prorfus communis eft , vel admodum facile

accomodatur.

. 359. Porro non erit abs re confiderare , quo pa&o

circulus aliquis Sectionis Conicæ ofculator cvadat. Po

F.xovteft cam circulus in quatuor pun&is fecare , ut in fig.

-o, 25 t {ecat Ellipfim in punétis P , A , B , C . Nam

335 circulura aliqüem cuilibct Seétioni Conicae poffe occur

>o4 rere in quatuor punétis , admodum facile demonftra

ao5 tur.3 ut fi pcr bina extrema punéta unius re&tæ axi

orginatæ , & per unum extremuna alterius ducatur cir

culus 5 is profeéto tranfibit etiam per alterum pofterie

ris extremum . Habcbit cnim centrum in ipfo axe

Pfiorem ordinatam , fuam chordam , fecante bifa

riam » adcoquc & poftcriorem ordinatam habcbit pro

- chorda
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chorda , quam itidcm fccabit bifariam . Si jam cen

tri locus mutetur ita , ut bina puncta A , P congruo

ant ; evanefcente communi chorda PA , communis

fecans EG abit in communem tangentem , ac ipfe

circulus Ellipfin contingit in P , figura 2or abeunte

in 2o2 , ubi circulus , & Ellipfis fe mutuo contingunt

in P , & adhuc fe 'poffunt fecare in binis aliis pun

&is C , B » centrum autem K jacebit in re&ta PK pcr

pendiculari tangenti & contaétus erit exterior , arcu

circuli utrinque circa contaótum P exiftente extra El

lipfim . Quod fi perpetuo minuatur radius PK , inter

fé&io illa TC accedet ad P, doncc in ipfum P inci

dat , quo cafu evadet circulus ofculator , in cujus

ofculo ` tria communia punéta uniuntur in unicum ,

quod faltem tribus aequivalet interfeétionibus , vel uni

conta&ui , & uni interfectioni . Interea vero & al

tera illa interfeétio B afcendet , & fi P fuerit vertex

axis cujufdam, tuna PK erit in ipfo axe, & admodum

facile demonftratur , fore eo cafu {interfectiones C ,

& B æque diftantes a P , ut in fig. 2o3 , nec} pote

terit abire C in P , nifi abeat & B, ofculo in axium

verticibus æquivalente quatuor communibus punctis ,

five quatuor interfectionibus, vel binis interfe&tionibus,

& uni contactui , vel binis contaétibus . At ubi P

non eft in vertice axis alicujus , ut in fig. 2o2 , pun

&ta C , & B non æque diftabunt a P, & mutata cir

culi magnitudine prius alterum , ut C , eo appellet ,

altero B adhuc inde diftante per aliquod intervallum ,

unde fit , ut circulus , qui Conicam Seétionem ofcu

latur in axium verticibus , ipfi nufquam alibi occur

rat , nec ibidem fecet , fed vel infcriptus fit , vel cir

cumfcriptus , ut oftendi Coroll. 3 , at in verticibus

reliquarum diametrorum ibidem eam tangat , & fecet,

tum iterum fecet alicubi, ut vidimus Coroll. 4. Quod

fi adhuc minuatur radius PK , jam illa interfeétio C

tranfibit ad partes oppofitas P, ut in fig. 2o4: conta

ctus fiet interior , & tamen aliquis arcus CB adhuc

extra Ellipfim cadet , donec coeuntibus etiam punctis

- N 3 C, B »
-
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C, B, contingat ipfam iterum interius, ac demum to.

gius incipiat cadere intra Elipfim. • - ..

54o. Et quidem fi P, p in fig. 25o fuerit axis con.

jugatus, & concipiatur, faéto centro alicubi ia ipfo axe

in K, circulus radio PK primo quidem minimus, tum

erpetuo crefcens ; is quidem primo erit totus intra El

Ę tum eam continget iterum in p , deinde , ut .fi.

gúra exprimit, eam fccabit in binis punétis C, B, que

pcrpetuo accedent ad P, cum quo congruent , ubi ipfe

eirculus habuerit pro diametro latus reétum ejus axis,

& evaferit ofculator; ac is erit primus ex iis, qui tan

gent Ellipfim cxterius, qui quidem reliqui omnes erunt

eo majores, & toti extra Ellipfim cadent,

541. At in fig. 2o3 fi Pp fuerit axis tranfverfus, &

concipiatur circulus primo quidem maximus , tum per

petuo imminutus ; primo quidem ambiet univerfam El

lipfim, tum continget etiam in p , deinde fecabit in

binis punctis C, B, quæ cum ipfo P congruent , ubi

is habuerit pro radio dimidium latus re£tum ejus axis,

& evaferit ofculator , ac is erit primus ex iis , qui

tangent Ellipfim interius , qui quidem erunt reliqui

omnes eo minores , & toti intra Ellipfim gadent . Et

idem accidet circulis tangentibus Parabolam , vel Hy

perbolam in vertice axis tranfverfi, fed in iis circulus

iutcumque magnus præter contactum in yertice femper

habebit binas interfeétiones , quæ illo imminuto ac

cedent ad coataétum P , in illum recident , nec uf

quam jam erunt codem prorfus ordine , quo in fupe

r1ore numero, - -

542, Extra axes vero duéta PK, ut in fig. 2o2 , per

pendiculari tangenti EG , & faéto circulo ingenti , is

totus cadet éxtra Ellipfim , tum imminutus illam alicu

bi continget circa D, deinde fecabit in binis punétisC,

B , ac in Parabola; utcunque fit magnus, fecabit fem

' pcr , & adhuc continget extcrius , aliquo ejus arcu

CPB jacente extra curvam s reliquo CDB intfa . Im

' minuto vero etiam magis circulo , interfe&iones illae

'acccdent ad conta£tum P s in qucm ita incidet altera,

ut
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ut C , ante alteram, ut ibi circulus perimetrum & tan

gat, & fecct • altera interfectione B non congruente ,

ác alter ex arcubus a P ad B remanebit extra, ut pri

us, alter erit intra; tum radio adhuc imminuto , jam

utrinque interius continget in P, tranfcunte , ut vidi

mus,TC ad partes oppo{itas , ut in fig. 2o4 , adhuc ta

mcn excunte arcu aliquo CB extra Sectionem Coni

cam, donec punétis C, B coeuntibus mutentur binæ

interfectiones in contaótum , ac deinde incipiat jacere

circulus totus intra Sectionem Conicam.

, 543. Patet autem vel ex ejufmodi confideratione de

bere haberi circulum aliquem , qui ad arcum curvæ

hujufmodi accedat magis , quam quivis alius ita , ut

in eorum angulo nullus alius circularis arcus duci pof

fit , ac is vel infcriptus fit , vcl circumfcriptus, in pri

mo cafu maximus ex infcriptis , in fecundo. minimus

c circumfcriptis ita, ut ubi habetur minimus et circum

fcriptis, nullus fit maximus ex infcriptis , & vicever

.fa. Dum cnim arcus , qui jacebat in contaétu extra

curvam , motu continuo mutatus abit in jacentem in

tra , omnino, alicubi is tranfitus haberi debet , & fi

ob diverfam curvæ naturarn, nullus circuli arcus con

gruit cum arcu ipfius curvæ , debet alicubi ille tran

fìtus , fieri ita , ut e circulis omnibus, aliquis fit pro

ximus , nec ullus propior haberi poffit , qui fi infcri

.ptus fit , five intra curvam jaceat , quivis minor mul

to magis jacebit intra, quivis vero major extra, aliter

.ille Pr9ximus. non, effet , fed is alius , qui eo-major

adhuc jaceret intra, omnino effct propior'. Erit igitur

ille maximus ex infcriptis : fed utcumque parum alius

quifpiam illum exccgat , femper alius haberi poterit ,

qui ipfum excedat minus, mediusnimirum inter utrum

que , & centrum inter. eorum centra habens, qui ad

huc & ipfe circumfcriptus erit , & curvae propior , &

, Priere circumfcripto, minor , adeoque ille prior non

pQterat eff* cifcumfcriptorum minimns , quod idem de

hoc novo pariter dcmonftratur, & de alio minorequo

-vis » qum aimirum dato intervallo aliquo pro circuli

N 4 r4
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radio , nullum haberi poffit intervallum , quod ad ip&-

fum accedat ita , ut infiniti alii accedentes magis ha

bcri non poffint . Atque cadem eft demonftratio pro

excludendo maximo ex infcriptis, ubi is, qui eft pro

ximus, eft circumfcriptus.

544. Atque in his quidem attigimus tahtummodo

comparationem Se&ionum Conicarum cum circulo .

Omnia, quæ in prioribus 8 Propofitionibus, & earum,

ac Definitionum Corollariis, ac Scholiis demonftravimus,

pertinent ad comparationem re&arum cum Se&ionibus

Conicis , & earum occurfus, qui licet in fingulis re

&tis bini tantummodo effe poffint , adhuc tamen tan

tam proprietatum multitudinem prodiderufit , quarum

alie etiam habentur quamplurimae , quas omifimus ,

quod minoris fint ufus, & pleræque longiore demon

{trationum ambitu indigeant , ac complicatiores fint.

Quod fi occurfus circuli , vel alterius Sectionis Cœ

hicæ , qui in fingulis quaterni effe poffunt , confi

derarentur generaliter , quam multæ, quanto fublimio

rcs proprietates profluerent , que quidem maxima fal

tcm ex parte noftrae menti imperviæ funt , qui nimi

rum rectæ lineæ folius naturam fatis evidenter percipi

mas, & veluti intuemur, ac idcirco ad ipfâs rectas e

xigimus curvas quas contemplamur , & quarum pro

prietates immediate , & in fe ipfis intueri non poffu

mus ? Alio mentis gencre opus effet ad ejufmodi Geo

metriam , quæ ifta omnia vel immediate videret , vel

facile ex iis , quae; immediate videt , colligeret. Nos

ea per quandam relationem ad rectas tantummodo

contemplamur. -

545. Quamobrem iis omiffis , licet nonnulla lon

giore ambitu poffemus affequi , progrediamut jam ad

£ontemplandum Conum , ejufque Sectiones , quae hu

•jufmodi curvis nomen dederunt . Contemplabimur au

tcm fectiones Cylindri , & Conoides genitas converfio

ne Scctionum Conicarum circa fe ipfas , earumque iti

dem fectioncs, ubi videbimus Ellipfoidem non gignere

nifi circulum & Eiiiplcs ,. Paraboloidcm -;:,;-
- bolas,
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fadio , nullum haberi poffit intervallum , quod ad igì

fum accedat ita , ut infiniti alii accedentes magis há

beri non poffint . Atque cadem eft demonftratio pro

excludendo maximo ex infcriptis, ubi is, qui eft pro

ximus, eft circumfcriptus.

544. Atque in his quidem attigimus tahtummodo

comparationem Seétionum Conicarum cum circulo .

Omnia, quæ in prioribus 8 Propofitionibus , & earum,

ac Definitionum Corollariis, ac Scholiis demonftravimus,

pertinent ad comparationem re&arum cum Se&tionibus

Conicis , & earum occurfus, qui licet in fingulis re

êtis bini tantummodo effe poffint , adhuc, tamen tan

tam proprietatum multitudinem prodiderufit , quarum

alie etiam habentur quamplurimae , quas omifimus ,

quod minoris fint ufus, & pleræque longiore demon

{trationum ambitu indigeant , ac complicatiores fint.

Quod fi occurfus circuli , vel alterius Sectionis Co

nicæ , qui in fingulis quaterni effe poffunt , confi

derarentur generaliter , quam multæ, quanto fublimio

rcs proprietates profluerent , que quidem maxima fal

tcm ex patte noftrae menti imperviæ funt , qui nimi

rum rectæ lineæ folius naturam fatis evidenter percipi

mas, & veluti intuemur, ac idcirco ad ipfäs rectas e

xigimus curvas quas contemplamur , & quarum pro

prietates immediate , & in fe ipfis intueri non poffu

mus ? Alio mentis gencre opus effet ad ejufmodi Geo

metriam , quæ ifta omnia vel immediate videret , vel

[facile ex iis , quae; immediate videt , colligeret. Nos

: ea per quandam relationem ad rectas tantummodo

*-^ contemplamur.

545. Qgamobrem iis omiffis , licet nonnulla lon

giofe ambitu poffemus affequi , progrediamut jam ad

contemplandum Gonum , ejufque Sectiones , quae hu

•jufmodi curvis nomen dederunt . Contemplabimur au

tcm fectiones Cylindri , & Conoides genitas converfio

ne Scctionum Conicarum circa fe ipfas , earumque iti

dem fectiones, ubi videbimus Ellipfoidem non gignere

nufi circulum & Ellipfcs ,. Paraboloidcm addere Para

- bolas,
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Èelas ; Hyperboloidem vero etiam Hyperbolas conti

nere. Sed in iis aliquanto minus immorabimur.

D E F I N I T I O II I.

;46. Qr re£la MNn in fig. 2o6 ntrinque indefinita

femper tranfiens per punëtum datum V pofitum,

extra planum dati circuli AB perpetuo motu percurrat

ejufdem circudi peripheriam ; fùperficiem , quam generat,

j;ío Superficiem Conicam , folidum ea inclufum , dieoF.2o6

conum, V Verticem , circulum ipfum Bafim , reétam

vC tranfeumtem per verticem , & centrum , circuli dice

Axem , qui fi fuerit perpendicularis plano bafis , Comum

dico Rectumi, fecus Scalenum, reëtam autem ipfam ge

mitricem Latus Coni.

S c H o L I U M f.

347. S9£ plerumque appellare conum id tafi*

tum, quod inter vérticem', & bafim interja

cet reliquum vero ad eandem appellant conum produ

tum, ad oppofitam conum oppofitum. At libet potius

coni nomine appellare quidquid recta linea , quae eft

locus geometricus fimpliciffimus , & natura fua utrin

que fine fine produci poteft , gignit motucontinuo circa

locum geometricum itidem fimpliciffimum , nimirum

circuli peripheriam . Locus geometricus integer ab eo

rum locorum combinatione nafcitur , cujus fruftum

quoddam cft id , quod certa quadam bafi , ac vertice

terminatur . Sic ergo Hyperbolarum ramos oppofitqs

' appellavi , quos alii fere Hyperbolas oppofitas nò

minant;

Üoroll. i.

, 548. Comus reííus generatur , ß altero anguli AVC

re£iilimei latere VC immoto, alterum latus VA conver

tatur circa ipfum.

549. Si eaim ex quovis puncto A ducatur AC per

pen
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pendicularis in VC , ac in illo motu generabit circu.

lum (num. 3o folid. ) , qui erit bafis coni habentis

verticem in V , cujus axis VC erit pcrpendicularis ba

fi ipfi. - -

- £oroll. 2.

o. Si Comut quivis fecetur utcumque plano per ver.

*icem du&io , fe&io efficiet im fùperficie comi bima, reëia,

utrimque idefinite producta*, fontimemte* binot angulos ad

verticem oppofito* , quarum fegmenta intercepta inter ver

vicem & bafim im cono recto æqualia erunt imter fe , in

eomo fcaleno imæqualia ita , ut ommium , mimimum, ac

• waximum jaceant im plano tranfeunte per axem, & pe

pemdiculum demiffum e vertice im plano bafis , mimimam

3uidem ipß perpendiculo propius , maximum vero ab eo

aem remotius. -

- 55 1. Si enim feétio fiat plano tranfeunte per verti

cem V , & bina puncta peripheriæ bafis AB, ubi recta

gcnitrix dcveniet ad puncta A, & B congruet cum li

neis VAQ , VBN fectione genitis , cum 'debeant jace

re in fuperficie coni, & tranfire illa per puncta V, A,

hæc per V, B. Qgare ipfæ linæ VAQ , VBN erunt re

ctæ, & continebunt angulos QVN, qWm oppofitos adverticem. •. -, • • ,

553. JDuctis autem AC, BC radiis bafis utique ae

qualibus, ipfi radii in cono recto contingbunt cum a

xc VC angulos rectos . Adeoque triangulorum VCA,

VCB habentium præterca latus VC cómmune , bafes

- VA» VB æquales erunt. Reliqua patent ex num 135.

folidorum. - - -

- Coroll. 3. -

553• Quevit fectio baß parallela erit circulur , cujus

cemtrum in ipfo occurfu axis cum eadem fectione.

554. Si enim fectio bafi parallela occurrat axi ia c ex

utravis parte verticis, planis autem VCA, VCB in re

* ctis ca, cb ; erunt rectæ CA , ca , & CB , cb in

terfectiones Planorum parallelorum parallelae ( num. 9.

folidorum). Quare cum rectæ Aa ,`Cc , Bb tranfeant

pcr idcm punctum V s crit ( num. 2o4) ca ad “.» ut

A
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cA ad CB , nimirum in ratione æqualitatis. Ma- .

ncnte igitur puncto A » & a , & utcumque mutato, B,

& b, femper cb erit æqualis cidcm fa , adeoque } ad

circulum radio ea defcriptum. -

- - Coroll. 4.

555. Sectiones parallelæ utcumque inclimate eiufdem ce.

mi erumt femper imter fe ßmiles. -

556, Si cnim AB, ab referant fectiones quafcumque

parallelas utcunque etiam inclinatas, ac manentibus re

çtis VA , VC, planum CVB gyret utcumque circa re

ctam VC; erunt femper & CA, ca , & CB, cb paral

lelæ inter fe , ac proinde adhuc ca ad c b , ut CA ad

CB, adeoquc puncta B, b (num. 1 1 1. ) ad figuras fi

miles. - -

Coroll y. - -

557. In Como Scaleno alia quoque fectio bafi mom pa

rallela, quæ dicitur fubcontraria, eff circulus. -

558, Si enim in fig. 2o7. per centrum C, & verti

cem V ducatur (num. 74 folid.) planum AVB perpen

diculare plano bafis, tum ad quodvis punctum M re

ctæ AV fiat angulus VMm æqualis angulo VBA ita ,

ut recta Mm faciat cum latere VA eum angulum, quem

AB facit cum VB, unde ob angulum V communem .

vel æqualem in triangulis AVB , MVm , confequetur

etiam, ut eadcm Mm. cum VB contineat eundem an

gulum, quem AB continet cum VA; tum per Mm fiat

fcctio perpendicularis plano AVB (num. 74 folid.) , ea

fcctio dicitur fubcontraria bafi , & eam fore circulum

fic facile demonftratur.

559. Per quodvis pun&um R. rectæ Mm du&a fe

&tio parallela bafi Qccurrat plano AVB in ab , fe&ioni

duétæ pcr Mm in rc&ta PP . Ea erit circulus ( num.

5 5 3 ), cujus ab erit diameter, ac chorda Pp intcrfc&io

binorum planorum perpendicularium eidem AVB , cum

debeat ipfi perpendicularis effe, erit perpendicularis utri

' que ab & Mm, ac a priore, utpote a circuli dimetro ,

.fecabitur bifariam in R, eritque quadratumPR æqualc

rectangulo aRb ( Cor. 1. Prop. 13. Geom.). Porro in

„; F,zo?

tI1an
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triangulis aRM , bRm anguli ad verticetm oppofiti in

P æquales funt , & ob angulum VMR æqualem ex

hypotefi angulo VBA, five VbR, erit & aMR æqualis

R. Quare fimilia erunt ea triangula , & MR ad

Ra, ut Rb ad Rm, five reétangulum MRm æquale re

&tangulo aRb; vel quadrato RP. Seéta autem Mm bi

fariam in c quadratum cM æquatur rectangulo MRm, ,

& quadrato eR fimul (Coroll. 2. Prop. 13. Geom.), a

deoque æquabitur binis quadratis cR , RP fimul , five

ob anguluin cRP re&tum, quadrato cP. Erit igitur fem

per cP æqualis cM , adeoque punétum P ad circulum

radio cM defcriptum.

Coroll. 6. • •

56o. Pro baß affumí poteff quevis fe£iio five paralle

ta prime baß , fìve fubcomtraria ex utravis parte a ver

tice V.

561. Nam quævis ejufmodi fe&tio circulatis eft , &

re&ta per verticem V tranfiens, ac ejus fuperficiem con

radens eundem generat conum.

Coroll. 7.

562. Quevis alia fe£iio comi erit Ellipfis , Parabola ;

vel Hyperbola, prout plamum per coni verticem duëtum,

plano feétionis parallelum cadet extra conum , vel eum

continget, vel intra ipfum immergetur.

563. Secetur enim quivis conus quovis plano non

parallelo bafi , & planum ipfi fe&tioni parallelum du

&tum per verticem V occurret plano bafis in recta qua

F2o8dam OS , quæ vel cadet extra bafim , ut in fig. 2o8 ,

209 2o9 » yel cam continget alicübi, ut in fig.2 1o, vel in

a Io tra ipfam immergetur , ut in fig. x 1 1 , ac fi ducatur

a I 1 per centrum bafis C re&ta CT ipfi OS perpendicularis

occurrens perimetro bafis in punótis A , &: B , cadet

Pun&tum T in fig. 2o8, 2o9 extra diametrum AB $ in

fig. 2 Io in altero ejus extremo, ut B, in fig. a 1 1 intra

diametrum , quæ nimirum fegmentnm re&tae OS circu

lo interceptum , cum ad angulos re&os fecet , fecabit

(Coroll. 4. Prop. 5. Gcom.) bifariam.
-• 564. Du- /

.
|
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ì

- § 34. Du&o jam per ABV plano , quod plano illi QVS

•e^urret in reéta VT , fuperficiei coni in reétis VA •

vB, plano feétionis in rcéta quadam Ii parallcla (num.

9. (61id. ) rectæ VT ob parallelifmum plani feétionis

çum plano OVT , quae idcirco re&tam VA fecabit ali

cubi in M , ac fi ponatur punétum l ab. M verfus co

num , i ad partes oppofitas , ncceffario fecabit in fig.

»o8, 2o9 etiam latus VB alicubi in m verfus I , erit

in fig. 2 1o ipfi parallela , in fig. 2 1 I fccabit verfus à

ad partes oppofitas fupra verticem V ipfum latus BV

produ&um, cum ipfa VB in fig. 2o8 , 2o9 declinet ab

VT verfus parallelam Ji ad partes B in fig. x Io cum

priore congruat, in fig. z 1 1 declinet verfus partem op

pofitam. Quamobrem rectæ Ii fegmentum Mm totum,

8z (olum jacebit in fig. 2o8 , 2o9 , intra conum, in fig.

2 1 1 extra, in fig. 2 Io. tota MI indefinita jacebit intra,

tota vero Mi exura.

565. Affumpto in ipfa Ii punéto quovis R inter M,

8< m, in fig. 2o8, 2o9 , extra eos limites in fig. 2 I I ,

ab M verfus I in fig. 2 io ducatur per id punétum pla

num parallelum plano baGs, quod plano AVB occurrat

in recta ab, plano prioris fe&ionis in Pp, & patet fo

re ipfam fe&tionem hanc novam circulum i num. 553)

diametro ab, ac ipfas ab, AT, ac Pp, OS interfectio

nes planorum parallelorum cum eodem plano fore ( n.

9 folid.) parallelas inter fe, adeoque (num. 19 folid.) ut

AT eft per conftru&tionem perpendicularis OS, ita erit

diamcter ab perpendicularis chordæ Pp , quam proinde

(Coroll. 4. Prop. 5. Geom.) fecabit bifariam, adeoque

& recta Ii erit diameter quaedam prioris fectionis, cujus

nimirum chordas per quodvis punctum R tranfeuntes

parallelas eidem datæ reétæ OS , & inter fe , fccabit

bifariam.

566. Duéta MD parallela AB, quæ rectæ VB occur

rat in D, ac in fig. 2o8, 2o9, 2 i 1 ducta paritcr md

parallela eidem AB, quæ occurrat in d rectae VA , ja-,

cente ma in fig. 2o8 intra triangulum VMD , in fig.

3o9 extra ad partcs MD , in fig. 21 1 extra ad partes V •
I con
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concipiatur circulus rectam AV contirigens in M ; ad

uranfiens per D (is duci poffet; fed vitandae confufio

nis gratia riori ducitur); qui a recta Ii tranfeunte per

contactum M abfcindct fegmentum ME ità ; ut du&tä

DE, angulus MED æquetur (Coroll. 6. Prop. 9. Geom.)

angulo ; quem chorda MD continet cum, ipfä tangenite

AMV ad partes oppofitas, adeoque angulo MaR ; qui

in fig. io8 aequatur angulo AMD , in reliqüis ängulo

VMD externo, & oppofito : Cumque etiam, EMD ae

quetur alterno MRa , fimilia erunt ttiangula aRM ,

EMD; ac aR ad RM , ut ME ad MD . . . . ' .

567. Eft autem præterea in fig. 3 Io , ob MR ; Db

pâfallelas, MD æqualis Rb: Erit, igitur ibi áR ad RM,

ut ME ad Rb, adeoque reétangulum aRb ; five quadta

tum femiordinatæ RP æquále rectangulo fub abfciffâ

MR; & rectâ conftanti ME; adeoque(num. 44o) pun

ctâ P , p ad Parabolam diametro Mi parametro ME

dcfcriptam ; - - - • • • - '

368. At iri reliquis erit prætereà Rb ad Rm , ut

MD ad Mm . Quare conjunctis rationibus , rectangu

tum aRb; five qùadratum' femiordinatæ RP ad rectân

gulum MRm fub binis abfciffis a binis verticibus , ut

rectangulumi fub ME, & MD ad rectangulum fub Mm,

& MD; five in conftänti ratione ME ad Mm 5 adeo

que (num. 439) punctâ P, p erunt in fig. 2o8 , 2o9

ad Elipfim, in fig. 2 1 I ad Hyperbolam defcriptami dia

tnetro Mmw , & paraunetto ME. - -

. . . . Coroll. 8. -

369. In Ellipß, & Hyperbola diameter conjngata dia

metri Mm e/? media geometrice proportionalis inter

MD, md. • . - - · ·

57o. Erit enim mid ad Mm, ut Ra ad RM, five ut

ME ad MD ; adeoque rec&tangulum fub md , & MD

aequale rectangulum mM E fub diametro & paraine

tro • nimirum (num. 351.) quadrato diametri con

jugatæ. - . .

Coroll. 9. - - -

571. Si Plammm AVB fuerit perpendiculare plamo ba

/ír,

v -
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fi,, quod in cono recte contiget femper 3 ig gomo fcalem?
£m, unica dire&iome , diametri AB, erit IMi axis , &*

quidem in Hyperbola Mm femper in eo cafu erit axis

iramfverfu*, im Ellipß in cono recto pariter femper tranf.

verfus , in como vero obliquo erit tranfverfus, vel cemju

gaiur, prout fectio jacuerit inter fectionem parallelam ba

J$ duetam per M s & fubcontrariam 3 vel extra earum

angulum . . . - - - - - •,

*; Si enim planum AVB fuerit perpendiculare pla

iho bafis, recta OS jacens in plano bafis; & perpendi

cularis per conftruétionem interfeétioni AT p ai AVB

cum ipfa bafi ; erit ( n. 66. folid. ) perpendicularis illi

ipfi plano, adeoque & rectæ VT : Quare & ordinata

Pp érit perpendicularis diametro Mm , adeoque Mm*

(hum. 2 1o) erit axis -- — ' - • . -, -

573. Cum vero in cono re&o axis coni per C trari·

fiens fit perpendicularis plano bafis , quodvis planum

AVB tranfiens per V & C, adeoque per axem coni ,

erit (nuii!. 62. folid.) perpendiculare plano bafis. At in

cono fcaleno perpendiculüm ex V deimiffum in planüm

bafis cadet extrâ C ; adeoque in ea unica dire&io

he; in quâ diameter AB tranfiens per C dirigatur ad

id punctum , planum AVB tranfibit per rc&tam pers

pendigularem plano bafis, adeoque ipfi perpendicula
1€ et1t. - - -

574. Porro in Hyperbola axis conjugatus ipfius pe

rimetro nufquam occurrit (num. 2 12 ), adeoque cùm

ipß occurrat Mm in Ms,& m , crit axis tranfverfùs.

575. Pro Ellipfi vero fi fig. 21 z exhibeat triangulum

AVB pro cafu coni recti figur. 2 13 , a14 prò cafuF.xix

$ofii fcaleni, quod in illa erit (num. 55o) ifofceles, in 2 13

hac fcalenum ,`circulus MED ifi primo cafu continget a14,

etiam latus VB in D , in fecundo ipfum ibi fecabit ,

ac iterum fecabit pariter alicubi in L verfùs B, vel ver

fus V» prout latus VA, in quo jacet M, fuerit majus

$atere VB» ut in fig. 213 , vel minus, ut in fig. 2 i4,

Si enim ejus circuli centrum fit O, ductis MO, DC,

angulus OMD erit æqualis angulo OMiD ob £st
- QM,
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OM, OD æqualia , cumque & latus VM fit in fig.

2 12 aequale lateri VD, in fig. z 13 majus , in fig. 2 14

minus; erit angulus VDM æqualis in fig. 2 12 angulò

VMD, major in fig. 2 1 3 , minor in fig. z 14, ac pro

inde totus angulus VDO æqualis angulo recto VMO.

in fig. 2 12 , major in fig. 213 , minor in fig. 2 14 ;

Quamobrem recta quoque VDB contiaget circulum in

fig. 2 12 , ipfum in reliquis fecabit alicubi in L , ja

cente L ad partes anguli acuti radii OD cum recta

VD , nimirum in fig. 2 13 a D vcrfus B, & in fig.

214 verfus V.

576. Hinc in fig. 2 I 2 ducta quavis Mm, quæ lateri

VB occurrat ab V verfus B, vel fupraMD, ut MmI ,

vel infra ut Mm2 , femper ea prius occurret circulo in

Er , vel Ez , eritque femper axis Mm major latere re

cto ME, adeoque multo major ( num. 35 I ) altero a

xe, & proindc erit axis tranfverfus. Atin fig. 213, 214;

ubi m abierit in L, fientMm, ME æquales abeunte in

L etiam E, quo cafu gquabuntur axis.» & ejus latus

rectum, adeoque bini axes, Ellipfi abeunte in circulum

juxta num. Io9 , qui quidcm cafus pertinet ad fectio

nem fubcontrariam ob angulum MLD gqualem angulo

LMD in fig. 2 I 3 , &c AMD in fig. 2 I4 tangentis cum

chorda MD referente fectionem bafi parallclam. Qgare

qugvis Mm2 jacens inter MD , ML occurret prius la-'

teri VB, quam circulo ultra ipfum procurrenti, eritque ;

axi Mm2 minor fuo latere recto ME2 , adeoque &;

axe altero . Qggvis autem jacens extra eos limites, ,

ut Mm I , Mm3 , erit major fua ME , & proinde in

tra eos limites erit Mm axis conjugatus , extra eos

tranfverfus,

Coroll. Io.

577. Ex quovis como abfcindi poteß quævis data Elli

p/î, ac Parabola, plurimæ itidem Hyperbole licet non o

mnes , ac ex cono recto mulla potef? ex iis , im quibus la

tur rectum principale ad axem tranfverfum habeat ratio

nem, majorem , quam tangen* dimidii anguli AVB in
vertice çonffithti ad contam gcntem , /ive, quod •; 7ra'-

~. 2f »
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:

A}, , im quibus axis conjugatus ad tranfverfum habeat

„ationem majorem, quam tangens ejufdem dimidii anguli

ad radium, relique omnes poffunt.'

578. Nam primo quidem in fig. 21* fecto cono ut.

cumque per axem plano AVB , & affumpto puncto M

ad arbitrium, capiatur VD æqualis VM , ducatur cir

culus tangens AV in M , & tranfiens per D , capia

tur MF ad MV in ea ratione, in qua eß in data El•

iipfi latus rectum principale ad axem tranfverfum ,

qüod cum femper fit minus ipfo latere tranfverfo ( n.

66 , 64 ) erit femper MF minor , quam MV, adeo

que acta ex F rccta parallela VB , ea neceffario occur,

άet alicubi circulo in binis punctis EI , Ez , cum ipfa

VB illum tangat (num. 575 ). Si autem ducantur re

ctæ MEIm I , ME2m2 , ipfæ determinabunt fectiones fi

miles datæ Ellipfi ; erit cnim in iis latus tranfverfum

Mm ad rectum ME, ut MV ad MF , nimirum ut in

data Sectione Conica katus tranfverfum ad rectum .

Quare fi alter ex iis axibus Mm evaferit æqualis axi

tranfverfo datæ Ellipfeos , fectio per ipfum ducta per*

pendicularis plano AVB exhibebit Ellipfim datam ; fi

neuter, fatis erit affumere in ipfo latere AV aliam

VM, quae ad prius affumptam fit, ut eft axis tranfver

fus datæ Ellipfeos ad Mm I , Mm2 prius inventas ;

& fectio per novum punétumMparallela ductæ per prio

rem Mm I , vel Mm2 exhibebit quæfitam Eliipfim. Erit

cnim (num. 555) priori fectioni fimilis , ac ejus axis

tranfverfus ad Mm prius inventam , ut nova VM ad

pr1orem •

579. Quod fi agatur ME3 parallela VB., ea deter

minabit Parabolam, in qua fi latus rectum non obve

nerit æquale lateri recto datæ Parabolæ , eodem artifi

cio mutata VM in ea ratione, invenietur Parabola agqualis datæ. •.

58o. Si demum acta diametro DOI , tangens per I

9ccurrat lateri VA in H, & detur Hyperbola , in q-a

1atus rectum principale ad axem tranfverfum habeat ra

tionera utcumque minorem , quam HM ad MV , fu

&ofcovich. Tom. III, ® ma
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matur Mf ad ipfam MV ad partes oppofitas V , fivé

verfus H in ratione ejus lateris recti principalis ad a

xem tranfvcrfum , & reéta ex f parallela VB eodcm

paéto determinabit bina punóta E43 E5 , ex quibus du

ctæ binæ E m determinabunt binas Se&tiones , fimiles

Hyperbolæ datæ , in quâ fi illâ ratio lateris reéti prin

cipalis ad axem tranfverfum fuerit eadem , ac HM ad

MV, cocuntibus punctis E4 s E5 in I; fectio per I, &

M ducta exhibcbit Hyperbolam fimilem , fi ratio fuerit

adhuc major, patet fimilem exhiberi non poffe : Muta

to igitur puncto M, ut prius , invenietur quidem Hy

pcrbola æqualis datæ in duplici inclinatione in primo

cafu , unica in fecundo s at in tertio inveniri nequa

quam poterit. - .• - - - • *

581. Porro quoniam ob tangentesMI, HM, & VM,

VD, æquales, rectæ OH , OV fecant bifariam angulos

IOM, MOD; angulus HOV erit æq$alis binis IÖH ,

VOD, qui cum ipfo conftitüunt binos rectos, adeoque

erit rectüs , & angulus MOV , qui ob OMV , rectum ,

eft complementum angüli MVO s erit, complementum

MOH, adeoque ipfe MOH æqualis illi MVO dimidio

totiüs AVB. Cuim igitur fint HM,MV tangentes angu

lofum HOM, MOV, erit illa tangens , hæc cotangens

dimidii anguli AVB , & Hyperbolae , quæ non , pote

runt fecari ex dato cono recto, erunt eæ, in quibus la

tus rectum principale ad tranfverfum , habet ratio

nem majorem , quam tangens illius , dimidii anguli

ad cotangentem. Quoniam vero ob fimilitudinem trian

gulorum rectangulorum HMO , OMV , eft HM ad

MO , ut MO ad MV , & eft latus rectum principa

le ad axem conjugatum , ut hic. ad tranfverfum ; fi

axis conjugatus habuerit ad tranfverfurn rationem ma

jorem , æqualem , vel minorem refpeétu ejus , quam

HM tangens dimidii anguli AVB ad radium MO ,

habebit pariter latus re&tum principale ad latüs tranf

verfum rationem majorem s æqualem , vel minorem

refpectu cjus , quam babct tangens HM ad cotan

gent€m .

•. 382. In
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582. In cono autem fcaleno fi AVB in fig. 2 1 3 , 2 14

referat feétionem per axem , quæ fit perpendicularis ba

fi, eodem prorfus argumento haberi poterit, quævis El

lipfis femper, duplici inclinafone Mm 1 , Mm3 , ac fi

cöncipiatür hi parallela lateri VB; quæ tangat in i ar

cum , LD fitum , extra angulum AVB , & ratio , axis

tranfverfi ad conjugatum fuerit , minor ratione Mh ad

MV, vel ei æqualis, poterit eadem illa Ellipfis erui ex

eodem cono binis dire&tionibus ME: , hinc & inde ab

i, vel unica , qua E abeat in i . Poterit femper Para

bola dire&tione ME4parallela latcri VB, tum fuccedunt

omnia Hyperbolarum genera ufque ad eam , cujus la

tus re&um ptincipale ad tranfverfum fit : ' MH ad

MV. Quod fi AVB non referat fectionem bafi perpen

dicularem , fed aliam quamcumque , definiri pariter po

terunt limites rationis, quam habebit latus rectum cu

jufpiam alterius diametri ad fuam diametrum , ita ta

men , ut cum nec angulus V , ncc inclinatio, triangu

li AVB ad bafim variari poffint, nifi intra certos limi

tes , femper ccrtus in quovis cono habeatur limes pro

hyperbolis.

coroll. I I.

583. Data quavis Se£}ione Comica inveniri poffunt

imfiniti coni » ex quibus ea abfci? li poffít ; qui tamem

ad Hyperbolam æquilateram abfiimdemdam habere debent

im cono recto angulum ad verticem V re&fum , vel acuto

^majorem. - -

584. Nam quaevis Ellipfis & Hyperbola abfcindi pof

funt ex quovis cono . Data auterii quavis Hyperbola ,

fi fupra quamvis rectam AB in fig. 2 12 fiäiit anguli

VAB , VBA inter fe æquales, & non minores eo, cu

jus cotangens ad radium cft , ut ejus Hyperbolæ axis

conjugatus ad tranfverfum, tum diametro AB defcriba

tur circulus in plaro perpendiculari ad planum AVB &

affumpto V pro vertice , ac, eo circulo pro bafi , fiat.

$opus 5 ex eo femper abfcindi poterit ejufmodi Hyper

bola. Cum cnim 5ini anguli VAB , VBA fimul cum

. 2. AVB

-…
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AVB contineant binos rectos, finguli funt complemen

ta dimidii anguli AVB , & eorum cotangens erit hu

jus dimidii tangens . Qgoniam vero tangens angu

li femirecti æquatur radio ( num. 49. Trigon. ) , &

anguli minoris eft minor , majoris major ; ut æquila

tera effe poffit Hyperbola , debebit dimidium anguli

AVB non effe minus femirecto , adeoque is totus noneffe acutus, - - - - - v.

S C H O L I U M H.

385. A'$ hoc pacto jam habentur praecipua eo

- rum, quæ ad conorum fectiones pertinent ,

& notari facile poteft affinitas, quam habent inter fe ,

& cum recta; ac mutua transformatio in fe invicem ,

& in rectas, ei fimilis, quam perfecuti fumus in Scho

3io z poft Coroll. 2o defin. 2. a num. 137. Concipia

tur in fig. 2 12 punctum M immotum , dum punctum

» primo abit in V, Ellipfi eo cafu in infinitum atte

nuata, area evanefcit , ac ejus perimeter abit utrinque.

in rectam MV. Inclinata Sectione verfus D in Mm1 ,

habetur Ellipfis initio quidem tenuiffima , & formæ

admiodum ' oblongæ exiftente ratione lateris recti MEr

ad tranfverfum Mm 1 admodum exigua, tum fenfim più-.

guefcit , ac ubi m 1 abit in D, æqualibus latere' re

cto, & tranfverfo, migrat in circulum : tum in Mmj>

redit ad formam iterum oblongam , ac iterum decre

fcit ratio lateris recti ME2 ad tranfverfum Mm2 per

omnes gradus in immenfum , donec abeunte Ez in

E3 , vertex m ita in infinitum recedat , ut nufquam

jam fit , ac Ellipfis in Parabolam migret , nufquam

in fe redeuntem. Inclinato autcm adhuc magis, utcun

que parum , plano fectionis per E4M , jam incipit ver

tex m4 apparere ex parte oppofita V , initio quidem

in immcnfa diftantia ita , ut nulla fit diftantia `in fe

deteriminata ejufmodi , quae cuipiam determinato pun

ao E4 non refpondeat, qua proinde majores aliae ah- * I - tea
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tea nön extiterint refpondentes aliis punctis E4 adhuc

propioribus puncto E3 : Parabola autem jam in Hy

perbolam migrat binos habentem , ramos utrinque in

infinitum productos , in qua ratio lateris recti ME4 ad

tranfverfum Mm4 initio in immenfum exigua fenfim

crefcit dilatata Hyperbolæ forma , donec abeunte E4 in

I, fiat maxima illa ratio ; tum iterum eadem in E;

decrefcit, & comprimuntur Hyperbolæ, ac dcmum evá

nefcente ME5 ; & abeunte m$ in V, definit Hyperbola

in rectam, ab M verfus Ay & V ad partes oppofitas in

immenfum productam ,. , . ., . . - .

586. Idem contingit in fig. 213 3 & 3 r4 in co

ncj fcaleno cum hoc folo difcrimine , quod ubi Ellip

fis primo oblonga, per Mm1 perpetuo pinguefcit , ac à

bit in circulum in, ipfo appulfu m I in fig. 2 1 3 ad

D , in fig. 2 14 ad I. dilatatur adhuc magis , facto

Mmz jam axe conjugato , tum iterum ad formam

circularem. redit abeunte m in fig. 2 13 in L , in

fig. 214. in D ,. ac. deinde , oblongatur in immen

fum , dum , in Parabolatm definat , ac ad Hyperbo

lam tranfeat primo quidem fe veluti expandentem , ,

tum , iterum . compreffam , , donec abeat in rectam .

Ac in omnibus hifce cafibus Ellipfis , ac Hyperbo

la , ubi in rectas definunt , id praeftant `axe tranfver

fo finito , & latere recto evanefcente , ac perime

tro utrinque abeunte in axem , dum & axe excre

fcente in immenfum , &c latere recto finito , in Para

bolam migrant . Poft omnes Ellipfium , ac Hyperbolâ

' rum fpecies adftringentium formám ita, ut ratió lateris

reéti ad tranfverfum , dccrefcat ultra quofcunque limi

tes, bini funt velut limites quidam , recta lineâ, & Pa

rabola , quæ quodammodo velut ejufdem funt ultimæ

{peciei , & ad alteram devenitur axe tranfverfo finito ,

& latere recto evanefcentc , ad alteram finito latere

reéto, & axe tranfverfo excrefcente in infinitum . Ut

cumque parum quaedam Ellipfis , & Hyperbola a re

éta diftent, & formam adftringant , habent fectionem

aliam ; Parabolas pariter proximam -, meos; qui
ę. 3 €fm a
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dem , fed formæ prorfus ejufdcm , atque ipfi omninè
fimilem. -

587. Quod fi manente direétione feétionis , conci

piatur punétum M accedere ad V, tam Ellipfis, quam

Parabola, & Hyperbolæ, eamdem retinent formam , jux

ta (num. 555), fed perpetuo decrefcunt, donec abeun

F. o8te M in V Ellipfis ut patet in fig. 2o8 , 2o9 abeat in

„^o unicum punétum V , Parabola in fig. 2 Io in reétam

… , , VT , Hypcrbola in fig. z 1 1 in binas rectas VO , VS

> i t utrinque in infinitum produétas juxta num. 55o. ' ' '

- 588. Si manente bafi , & plano feétionis , vertex V

moveatur per reétam VT, ac definat in T, Ellipfis qui

dema in fig. 2o8, 2o9, coeuntibus punétis M , m defi

nit in reétam perpcndicularem reétae CT confideratam

ut duplicem interceptam tangentibus ex T duétis ad ba

fim , abeunte fuperficie coni in omne illud fpatium ,

quod eæ tangentes utrinque in' infinitum produétæ

continent. Parabola in fig. 2 Io definit in unicam fim

plicem reétam itidem perpendicularem ' CT `indefini

te produétam hinc , & inde , abeunte coni fuperficie

in totam aream bafis * hinc inde a tangente OS inde

finite productam . Hyperbolæ in fig. 2 I 1 ramus uter

que abit in eandem unicam rectam eodem modo in

“infinjtum productam, & confideratam ut duplicem ita, ut

in eam totam finguli abeant rami , abeunte pariter u

traque coni fupcrficie in planum bafis indefinite pro

ductum , -

589. Quod fi punctum V recedat a bafi in infinitum

per eandem rectam ' ita , ut nufquam jam fit , conus

quidem' definit in cylindrum , at Ellipfis formam Elli

pfis retinet , Parabolæ in fig. 2 Io , ac Hyperbolæ fig.

2 1 1 vertex V nufquam jam eft, perimeter vero abit in

binas' rectas parallelas , quæ funt ipfa cylindri latera .

Atque ' codem pacto liceret plurimas alias transforma

tiones contemplari . Qgod vero ad cylindrum attinet ,

jam hinc inferri poteft quamvis fectionem axi paralle

lam efficere in ejus fuperficies ' binas rectas , quamvis

parallclam bafi , vcl in cylindro obliquo fubcontrariam
, • • • • - - - - - - - - . - • . . . - - effi
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efficeré circulum bafi aequalem , quamvis aliam effi

çere Ellipfim. Sed ea , ut & pauca alia, quæ ad cy

lindri fectiones pertinent, libet potius per finitam Geo

metriam accurate demonftrare , quod utique præfta

ri poterit fere eadem prorfus methodo » qua in cono

ufi fumus.

D E F I N I T I O IV,

59o. Q / re£ia Nn in fig. 215. utrinque indefinita fem

_- per parallela datæ cuipiam rectæ po/îte extra

lamum dati circuli AB perpetuo percurrat ejufaem circuli

peripheriam, fuperficiem, quam, 3enerat », dic9SuperficiemF.su;

Cylindricam , folidum ea inclufum , dico Cylindrum ,

e;rculum ipfum Bafim ; reétam VCu per centrum ba/ ,

du£tam , & datæ illi re£te parallellam dico Axcm , qui

fî fuerit perpemdicularis plano bafis , gylindrum dico re

'ctüm , fecuí obliquum, reétam vero illam mobilem dica

«Cylindri Latus.

S c H o L I U M I,

59 I. H'$ parite Cylindrum appellavi totum locum
, • • Tl geometricuiim , qui natura fua in infinitum

utrinque producitur, licet plerunque Cylindri nomine de

fignari foleat hujufmodi Cylindri fegmentum tantum

modo binis planis parallelis terminatum,

Coroll. I,

592. Cylindrus reäus, generatur , ß altero e bimis op

pofitis reítanguli lateribus utrimque in infinitum prodi

&to totum reëtangulum circa latus alterum immotum com

vertatur. -

593. Nam utrumvis e reliquis t binis lateribus cum

lateri immòto perpendiculare fir, defcribet (num. 3o

folid.) circulum perpendicularem ipfi latcri immoto ,

quod proinde erit axis Cylindri , cujus ille circulus cft
*

O 4 Co
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Coroll. 2.

594. Si Cylindrus quivis fecetur utcumque plano per ,

axem duéto , vel axi parallelo ; fectio im ejus fuperficie

generabit bimas rectas axi parallelas utrimque in infimi

tum productar. - -

595. Secabit enim bafim in quadam reéta AB , ac

fi fectio tranfeat per axem in ipfo plano fectionis du

ci poterunt per A, & B binæ fecte Q g , Nm parallele '.

cidern axi, fin minus, interfectiones planorum VCA ,

VCB , cum ipfo fectionis plano etunt, bin£ rectc Qg,

Nm tranfeuntes per A , & B, cum quibus debebit con

gruere recta mobilis, quae fuperficiem generat, ubi ap

pellit ad puncta A, B. • '

Coroll. 3. - - -

596. Quevis fectio bafi parallela erit , cireulus bafis
equalis, fìius centrum in ipfo occurfu axis cum eadem |

fectione , ac Cylindri latera binis planis parallelis im

tercepta erunt æqualia inter fe. - - - -

597. Si enim fectio bafi parallela occurrat axi in- A.

c ; plano autem VCB bafis in recta CB , ei vero fe- …

ctioni in recta cb, erunt CB, cb parallelae ( num. $.

folid. ), adeoque CBbc parallekogrammum , cujus latc

*a oppofita, cqualia, & proinde cb femper æqualis éi; |

dem radio circuli CB , ac pariter & Bb femper æqua

iis cidem Co. . . .• *

- Coroll. 4. - . . .

598. Quevis fectio parallela baß , pro baß affumi
poterit.

. 599. Patet ex eo, quod fit circulus, &c recta mobi

lis tam ipfum, quam bafim perpetuo conradat.

Coroll. 5. . .' ,

6oo. In Cylindro obliquo alia quoque , fectio baß

mem parallela , quæ fubcomtraria dicitur , ef? circulus.

6o I. Si enim in fig. 2 16 per axem VC ducatur pla

.F.216nuna bafis plano perpendiculare , fecans bafim in re

cta AB , fuperficiem Cylindri in rectis Qq , Nm , an

gulorum q AB , mBA alter crit acutus , ut qAB , al

ter obtufus , ut mBA . Qyare fi e quovis puncto M

*.

1'g-
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íectae Qq ducta, in eodem plano. recta MD parallela

diametrò bafis AB , cui & æqualis erit , angulus AMm

equalis angulo BDM, occurrente ea recta lateri Nm in

„, erit & M»D æqualis ipfi MDm; cum æquetur al

íéíno AMm , & triangulum mMD ifofceles . Porro fi

Cylindrus fecetur pcr Mm. plano Pcrpcndiculari ipfi

AMDB , ea fectio dicetur fubcontraria» & erit circu

lus bafi. æqualis. . , . . . i • • • .

6o2. Nam per quodvis pun&um R rectæ Mm factè

fectione aPbp parallela bafi , quæ fectioni priori occur

iät in Pp , plano MABD in ab » erit ea ( num. 596)

circulus, cüjus centrum in axe , adeoque diameter ip

fa ab, eritque PRp interfectio binorum, planorum per

pendiculariüm eidem plano MAEm perpendiculaiisipfi

ioti, adeoque perpendicularis. Mm , & ab, ac proinde

chorda Pp bifariam fecta a diametro ab in R, & qua

dratum PR æquale rectangulo aRb, nimirum; cuiii ob

! iriangula MRä , mRb fimilia triangula DMm , adeo

que ifofcelia , fit & MR æqualis Ra , & mR. gqua

His Rb , rectangulo MRm , quibus fi fecta Mm bifa

triam in c addatur quadratum cR , erunt bina quadra:

„ ta cR, RP æqualia quadrato cR , & rectangulo MRm,

iieinpe quadratum cP, quod ob angulum ad R rectum

aequâtur illis, æquale quadratoCM , quod ob Mm fe

ctâm bifariam in e æquatur his, & punctum P ad cir

culum radio cM defcriptum. .

- - . _ Coroll. 6. , . -

, 6o3. £j; alia fecto erit Ellipfi, habens centrum

im ipfo Cjlindri axe. - • _ -

694. Nam, ea, n9n erit parallela axi , quem proin

de fecabit alicubi in fig. 217 in c , ut páriter & omi-F.x17

ria, Cylindri latera , ac totam ejus perimetrum alicu- "

bi fecabit in MPmp , Nec erit parallela bafi , cujus

Plano proinde alicubi occurret in recta quadam O§ ,

ad quam ducto perpendieulo CT ex centro bafis , &:

Per ipfum ac per axem ducto plano , id bafim fecabit,

álicubi in AB, fuperficiem Cylindri in rectis Q Aq ,

NBn, plaaum Scctionis ia Mm , jaccntc MmTintrà

Cy
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Cylindrum . Ductis in eo plano MD , md parallelis

AB, adeoque & ipfi, & inter fe æqualibus , per quod

vis pun&um R reéte Mm fiat fectio parallela bafi, quæ

erit `circulus ( num. 596 ), ac plano AMmB occurret

in reéta ab fua diametro , plano autem MPmp in re&a

Pp , quæ erit pcrpendicularis ipfi ab, cum rectæ Pp, ab

debeant effe parallelæ rectis CT , OS interfectionibus

planorum parallelorum cum iifdem planis , & CT ,

oS fibi invicem perpendiculares fint per conftru&io

®nem . -

6o5. Erit igitur Pp bifariam fecta in R , & qua

aratum PR æquale rectangulo aRb . Eft autem aR ad

ΜR , ut md , five MD ad Mm , & R b ad Rm , ut

MD ad Mm , adeoque rectangulum aRb , five qua

dratum RP ad rectangulum MRm in ratione conftan

ti quadrati MD ad quadratum Mm. Quamobrem erit

|MPmp Ellipfis , cuius diameter altera `Mm , adeoque

( num. 35 1 ) cjus conjugata MD , quæ Ellipfi in' cir

culum nön abibit, nifi Pp fit perpendicularis ipfi Mm,

quod non accidet , nifi planum AMmB fit perpendicu

fare plano aPbp, five plano bafis, & præterea Mm fit

aequalis DM , nimirum nifi fectio fit fubcontraria bafi.

Patet autem Mm fecari bifariam ab Vu , ut AB, adeo

que centrum effe in axe. - . -

- - - - Coroll. 7.

6o6. /n Cylindro re£fo femper. Mm erit axis, tramf.

verfus ; im cylindro vera, obliquo fi plamum AMmB fue

vit perpendicülare plano baß , erit Mm pariter axis, fed

erit comjugatus , vel tranfverfus , prout fe£}io jacuerit im

zer feftionem baß parallelam , & fubcomtrariam , vel

extra eos limites. * - -- - - - - -

- 6o7. Nam quotiefcumque fuerit planum AMmB per

pendiculare plano bafis , quod in Cylindro recto fem

per continget 5 erit OS Perpendicularis MT , adeoque

ordinatæ perpendiculares diametro Mm , quae proifide

erit axis. * . - -,

6o8. Porro in Cylindro recto angulus MDm erit

femper re&us , & Mm, major , quam MD , adoque

- {YX1S

.
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•

Axis tranfverfus . In Cylindro fcaleno Mm evadet mi

jriia , ubi fuerit ' pcrpendicularis latere BD , tum in

receffu a perpendiculo hinc , & inde aeque perpetuo

<refcet , donec deveniat hinc ad MD parallelam bafi ,

inde ad fectionem fubcontrariam, ac deinde perget utrin*

que crefcere, adeoque erit minor vel major, quam MD,

prout jacuerit MD , & fectionem fubcontrariam , vel
extra eos limites . . Cor a//. 8. ' ` ` ` ` ` -

* * 6o9. E quovis Cylindro potef? fecari Ellipfi, cujuf.

cumque fpeciei , fed in Cylindro re£fo femper ejus axis

comjugatus debebit effe equalis diametro bafis , ut etiam

in Cyl: adro obliquo quotiefcumque fuerit fe£iio perpemdi

eularis plano per axem, quod perpendiculare fit plano ba

fir, & jacuerit extra bimas fetiones circulares ; ß vere

jacuerit intra, axis tramfverfus erit femper diametro bafisequalis. - " • . - - -

6ro. Nam fi fiat in Cylindro recto quævis fectio

per axem , & in obliquo fectio per axem pcrpendicu

laris bafi , quæ fit M A B D , in qua ducatur e quo

vis puncto M recta MD parallela diametro bafis, tumt

capiatur recta, quæ ad ipfam fit, ut eft axis tranfver

fus ad conjugatum in data Ellipfi , & centro M , eo

intervallo neceffatio invenietur in reeta BD ex utrali

bet parte puncti D, punctum m , ad quod ducta Mm3

tüm' fecto Cylindro plano per Mm perpendiculari ad

MABm habebitur Ellipfis , &ujus axis tranfverfus Mm ad

conjugatum MD crit, ut in data Ellipfi , adeoque erit.

ipfi fimiIis. · · · · · · · · · · · · · · · · - - - -

* 61 1. In Cylindro autem fcaleno , fi axis conjuga

tus non fit ad tranfverfum in ratione minori , quam

fit ea finus anguli MAB ad radium , poterit etiam date

Ellipfi fimilis abfcindi Ellipfis etiam plano ducto inter

binas circulares . Nam ubi Mm fit perpendicularis •

adeoque minima , erit ad MD, ut finus anguli MDm

five MAB oppofiti in parallelogrammo ad radium, ac

gentro M intervallo rectæ cujufvis minoris quam fit

MD , fed non minoris quam fit id perpendiculum ,

invenietur vel unica Mm, cum eo perpendiculo con

gruens
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grüens , vel duplex hinc , & iiide , quæ exhibebit Ja

Σém conjugatum minorem tranfverfo MD in ea ratio

ne, iri quâ eft in data Ellipfi . Verum femper in prin

mo cafu MD erit axis conjugatus , in fecundo axis

• iranfverfus , -

s c H δ L 1 U M ii. -

%12. S! in Cylindro obliquo planum MABm fit o6*

liquum , ad planum bafis; adhuc & axis uter

que haberi poterit inæqualis diametro bafis ; erit enim -

tùm Mm diamcter quedam , & MD ejus conjugata , |

quarum ütraquc qum debeat effe ( num.379.). minor

àxe tranfverfó, major conjugato , habebitur axis con

jugatus minor ipfa MD, tranfverfus major. . . . .

313. Quod fi defcribatur circulas , qui rectam AM !

contingatTin M, & tranfeat per D, qui quidcm oc

curreret diametro Mm, in E codem paéto, quo in cg

no demonftratum eft ( nüm. 566; 568 ) demonftrabi

tur hic , fore ME latus rectum diametri Mm , ut &

illud patet fectionem maxime inclinatam ad axem Cylindri

effe maxime oblongam ; tiim crefcente angulo paulatim

accedere ad circuli fórmam, & eam affequi demüm fem

per in Cylindro fecto in uaica pofitione perpendicu

iari ad axem, in obliquo vero fi planum AMmB fit

bafi perpendiculares eam quidem primum affequi, tum

adhuc magis contrahi, & axem tranfverfum mutare in f
conjugatum , recedendo a forma circulari femper ma

gis » d9nec perpendicularis evadat , tum incipiat ite

ram ad eam formam accedere , ipfi iterum congruat

ac iterum Per cofdem gradus oblofigetur in infinitum.
6I4. poííet íiiáí inquiri in mutationes omnes, que

accidunt, ubi planum AMDB eft inclinatum ad pla

num bafis : fed quoniam ejufmodi perquifitio nec u

fus habet ferme ullos & prolixior eft aliquanto, , eam

hic omittendam duxi, ut & aliam ei fimiilern in cono

fcalcno : ac potius gradum faciam ad confiderandas

fphae
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fphæroides, ac conoides, quas Conice fectiones gené

íánt circa axem revolutæ , earumque fectiones ufui fu

turas fæpe , ubi illud mirum ex Ellipfoide fecari mom

Â*,} circulum , & Ellipfim, mom magis a circularí

fórma recedentem , quam recedat Ellip/ìs gemitrix ; e

'Paraboloide poffe circulum, Ellipßm , & Parabolam : ex*

IHyperboloide circulum, Ellipßm , Aarabolam , & Hy

perbolam mom magis a firma Parabola recedentem, quiae

äpfa recedat Hyperbola genitrix. ' ' . ' :

D E F I N I T I o v.

615. S' circa axem utrumvis convertatur Ellipffs ,

- fòlidum ea comverfione ortum dico Ellipfoidem,

feu Sphæroidem Oblongam , vel Oblatam , prout gy

ret circa axem tranfverfum , vel conjugatum : Si con

vertatur circa fuum axem Parabola , dico Paraboloi

dem , vel Conoidem Parabolicam , fi Hyperbola circa

axem tramfwerfum , dico Hyperboloidem , fìve Conoi
dcm Hyperbolicam; axem autem illum converfionis di

co Axem ipfius Sphæroidis , vel Conoidis , ac axis vertices Polos. • - - -- - -

-, • • : , Coroll. I. ' ,

616. Se£tio Sphæroidis , vel Comoidis cujufvis pe* '
axem equatur prorfus figuræ gemitrici , & fe£tio axi •

perpendicularis eff circulus habens centrum in ipfo axe • •

617. Si enim in fig. 2 18 fit Sphærois Elliptica , inF.21&

fig. 239 Conois Parabolica, in fig. 22o Conois in Hy- 219

pérbolica, & fecetur plano per axem ; ubi figura geni- 2»o

trix ad id planum deveniet, cum ca fectione congruet,

adeoque ei aequalis e(fe debet. -

618. Si autem fecetur plano PBp perpendiculari ad *

axcm , cui occurrat in R , & ducahtut bina quævis'

plana per axem MRP , MRB , quæ ipfi fectioni oc

curtant in RP , RB , anguli MRP , MRB erunt re

cti , & proinde ubi figura genitrix ad ea plana deve

migt» eadem femiordinata ipfius primum congruet cum
RP » tum cum RB , adcoque fèmper quævis Ê ei- .

en?

\.
\
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demRP æqualis eft , & punétum B eft ad circulum ra

did RB .

** •, - * - - -

-S C H O L I U M I.

&I9. Q Atis patet per Theorema effe commune cui

, υ vis folidogenito rotatione figuræ planæ cujuf

vis circa axem quemvis pofitum in eodem plano ,

nam , demonftratio non pendet a natura Sectionum

Comicarum. - - • . - -

6zo. Ex hoc primo- Corollario eruam pauca quæ

dam ; quae pertinent ad folidorum ejufmodi relatio

nem ad fe invicem , ac ad dimenfionem Sphæroidum

Ellipticarum fummo futura ufui , quæ facile perfpici

untür , & e fimplici Cavalleriana methodo confe

quuntur . Reliqua fuo l»co , aptius , demgntttabuntur

ihfiriitefimali methodo , ac calculo integrali. Prius ta

men aliud Theorema fponte fluens pro Ellipfoidibus

deducam. * • • ' .

* . Coroll. 2. - -

62 f. Circulus omnium maximus eß in Sphæroide El

liptica is , qui habetur fectione per centrum duóta ,

ac æque dißat ab utroque polo , qui etiam ejus æqua

tor dicitur , reliqui quo m gis hinc , &, inde ab eo di

ffamt , & , ad polum propiorem accedunt , eo minores

fùnt , ac bimi hinc , & inde æque diffantes æquales

, 622. Nam omnium ejufmodi circulorum diametri

funt rectc Pp ordinatæ axi , quæ in quavis Ellipfi eo

minores funt, quo a centro diftant magis ( num.83),

adeoque earum maxima eft illa, quæ per centrum tran

fit, & binæ, que hinc, & inde æque ab ipfo centro

diftant gquales funt per n. 83. -

* - • Coroll. 3. , ,

623. Si plures Ellipfoides , vel plures Paraboloides ,

vel plures Hyperboloides æqualem habentes axem inter

fe conferamtur , earum fegmenta planis æque a verti

ce diffamtibus abfciffa , ac Ellipfoides tot. • annumcra
f.?

|
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aa Ellipfoidibus etiam fphera, erunt inter fe ut earuni

Iatera re£ta pertimemtia ad eumdem axem , five im El

lipfoidibu* ,. ac Hyperboloidibus ut quadrata axium reli

qüorum, nimhirum im $phæroidibus Ellipticis , ut quadra

ta, diametrorum, æquatori*.

624. Nam quodvis planum circulare PBp erit ,' ut

çuadratum radii RP , Erit autem id quadratum fem

per in quavis Paraboloide æquale 're&tangulo fub ab

fciffa MR , & latere recto ( num. 35 i ) ; , at in El

lipfoidibus ; & , Hyperboloidibus ad reétangulum MRm

( num. 3 5 I ) femper ut latus reétum ad tranfverfum;

five in Ellipfoidibus , ac Hyperboloidibus , ut quadra

tum axis alterius ad quadratum axis Mm . Quare fi

affurmantür abfciffæ MR æquales , ac præterea in El

lipfoidibus , & Hyperboloidibus fint axes Mm æqua

les , adeoque æquales & Rm 5 & æqualia rectangula

MRm 5 erunt ubique quadrata RP 3 ut latera. re&ta ,

& in Ellipfoidibus inter fc comparatis , ac Hypefbo

loidibus inter fe 3 ut quadrata axium reliquorum , cir

&a quos noni fit converfio $ qui axes in Sphæroidibus

Ellipticis funt diametri æquatoris : cumque ea ratio

habeatur ubique , utcumque mutato puncto R ; erunt

in eadem conftanti ratione tota folida ab ejufmodi

circularibus planis genita , dum R excurrit per totum

fegmentutm axis MR , & in Ellipfoide per totum a

xem Mm.

S c H o L 1 U M II.

625. H% etiam Theorema generale eft fòlidis om

nibus genitis rotatione circa eundem axem a

-figuris , quarum femiordinatæ RP co(tantem femper

rationem habeant, ut patet ex ipfa demonftratione.

Coroll. 4.

626. Spherois Elliptica ej? ad fpharam eodem axe

4efcriptam » ut quadratum axis ipfius ad quadratum dia

^*etri æquatoris , & fphæroides ommer fumt imter fé im ra

**ne compofita ex /implici axis, & duplicata æquatoris.

627.
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627. Nam fphærę eodem axe defcriptae diameter æ-.

quatoris eft axis ille idem . Si autem binae fphæroides.

diverfos axes habeant ; erit prima ad fphæram eodem

axe defcriptam in ratione duplicata diametri aequatoris

primæ ad ejus axem , hæc fphæra ad fphaeram haben

vem axem communem cum fecunda in ratione triplicata

axis primæ ad axem fecundæ, hec fecunda fphæra adjfc

cundam fpheroidem in ratione duplicata axis fecundæ

É diametrum æquatoris ejufdem . Colleétis rationi

bus elifa ratione duplicata dire&ta , ac reciproca axis

primae ad axem fecundæ , habetur ratio compofita ex

fimplici axis primæ ad axem fecundae , & duplicata

diametri æquatoris illius ad diametruum hujus.

Coroll. 5. -

628. Sphærois oblonga , ac oblata ab eadem Ellipfè

gemitæ fumt mediae geometrice proportionales inter fph«-

ram imfcriptam , & circumfcriptam.

629. Nam infcripta habebit pro axe axem conjuga

tum Ellipfeos, five axem fphæroidis oblatæ, circumfcri

pta axem tranfverfum , five axem oblonge . Quare erit

fphæra infcripta ad fphæroidem oblatam , ut quadra

tum tranfverfi, & pariter fphgrois oblonga ad fphæram

cireumfcriptam , ut idem quadratum axis conjugati ad

quadratum tranfverfi . Erit igitut fphæra infcripta ad

fphæroidem oblatam , ut oblonga ad circumfcriptam ,

adeoque alternando fphgra infcripta ad oblongam , ut

oblata ad circumfcriptam. Porro eft etiam fphærois oblonga

ad oblatam in ratione compofita ex fimplici axis tranfverfi

ad conjugatum , & duplicata conjugati ad tranfverfum ,

adeoque in ratione fimplici conjugati ad tranfverfum >

än qua ratione duplicata cum fit fphæra infcripta ad

fphæroidem oblatam , erit oblonga media inter infcri

ptam, & oblatam ; adeoque fphgrainfcripta, fphærois ob

Honga, fphærois oblata, fphgra circumfcripta funt con

continue proportionales.

Coroll. 6.

630, Sphæra fphæroidi oblonge 4qualis habet pro dia

ametro primam e bimis mediis geometrice camtimue propor

- fA0
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riomalibus imter axem conjugatum Ellipfeos ge?itricis ,

& tranfverfum , fphæroidi vero oblat« fecundam,

- 63 I. Si enim concipiantur bine medie continue pro

portionales inter axem conjugatum Ellipfeos genitricis,

five diamctrum fphæræ infcriptæ, & axcm tranfverfum,

five diametrum fphgre circumfcriptae , quatuor fphære ,

nimirum infcripta habens pro diametro illum axem con

jugatum » fphæra habens pro diametro primam e 5inis Ine

diis , fpinaera habens pro diamctro fecundam » & circumfcri

pta; erunt & ipfe continue proportionales, cum nimi

rum fint in ratione triplicata diametrorum proportio

nalium . Quare cum etiam fphæra infcripta , fphærois

oblonga , fphærois oblata , & fphæra circumfcripta fiat

continue proportionales , crit fphgrois oblonga æqua

lis fphæræ habenti pro diametro primam, oblata fecum,

gam cx illis binis medijs continue proportionalibus,

S C H O L I U M III.

632. H'; qemonftratis pergendum jam ad reliquas

Sphæroidum, & Conoidum feéîiones, quæ

aeque facile determinantur,
-

Corol! 7.

633. Qg<j* fe£fio five Sphæroidis, five Comoidis mon

perpendicularis axi ef Se£iio Corica, in Ellipfòide fem

Per Ellipff , in Paraboloide Ellipfis, vel Parìbola, pro

#* féíio fuerit obliqua, axi, vel á parallela; im Hyper

boloide Ëllipfis , Parabola, vel Hyperbola , prout fe:tio

nä planum inclimabitur ad axem in angui, majori , e

4*alí g vel minori refpeäu ejus, quo afy» ptotus utravis

ad ipfum imclimatur.

. 634; Rcferat enim in fig. 22 I. HMI frufìum cujuf.

vis Sphæroidis, vel Hyperboloidis, & in fig.222 HMI,

hmi pertineant ad bifiös' ramos oppofitos , & plano

feétionis cujufvis PBp obliquæ ad äxem , ducatuí per

£$y ipfum pergendiculare ( num. 74 folid. ) planìm

HMI , quod`excindet Ellipfim , Parabolam , vel Hy

pcrbolam genitrici fimilem ( num. 616) , & occurret

Bofcovich. 7'om ///, ' * P ali

í ;
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alicubi fe&ioni priori in recta aliqua Pp , que nufquami

crit perpendicularis axi; nam fi ipfa effet axi perpendi

cularis , totum planum PBP effet eidem axi perpendi

culare ( num. 66. folid. ) Ipfa autem Pp ( num. 149)

Ellipfi occurret femper in binis punctis P, p, Parabo

læ occurret femper in binis , præter cafum , quo pla

num fit axi parallelum, quo cafu altero punéto p in

infinitum recedente , ita ut nufquam jam fit, habebitur

unicus occurfus P . In Hyperbola demum occurret bis

eidem ramo, vel femel s altera interfe&ione ita in in

finitum abeunte, ut nufquam jam fit , vel occurret ra

n;is oppofitis , prout inclinabitur ad dire&tricem in an

gulo minore, equalis vel majore refpeétu anguli æqua

litatis nimiruiii, cum in ipfo angulo equalitatis incli

nentur afymptoti ( nual. I49 ) , prout ad axem ipfi

dire&trici perpendicularem inclinabuntur in angulo ma

jore , 'quam afymptoti , vel æquali , vel minore .

635. Porro pcr quodvis pun&urn R reétæ PP ducto

plano parallelo bafi , feétio erit circulus habens cen

trum ifi axe ( num. 616 ), adeoque in ipfa P'Rp' in

terfeétione figuræ genitricis HMI, & ejus interfe&io

BRb cum plano prioris fe&ionis erit perpendicularis

toti plano HMI , adeoque tam diametro circuli PP',

quam reétae Pp, & proinde feéta bifariam in R , &

quadratum BR æquale re&tangulo P'Rp'. Ipfum autem

rectangulum P'Rp' in cafibus , in quibus p non rece

dit in infinitum, ad reétangulum PRp habet rationem

datam ( num. 299 ), manente nimirum PP , & dire

ctione chordarum PP'; in cafibus vero , in quibus p

nufquam jam eft , nimirum ubi PR eft parallela , axi

in Parabola, vel afymptoto utrilibet in Hyperbola, erit

reétangulum PRp' , ut reéta PR . Quare femper PP

erit diameter fc&tionis BPbp , chordas omnes Bb can

dcm dirc&tionem habentes , eidern nimirum plano

HMI perpcndiculares fecans bifariam , idque ita ,

ut in poftremis hifce cafibus , quorum alter ad Para

bolam pertinet , alter ad Hyperbolam , fint qua

drata BK » ut abfciffæ PR , & proinde ( num. 44o )

fectio
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fe&io ipfa Parabola , in cæteris omnibus quadratum

BR fit ad rectangulum Pi$p in data ratione , adeoque

( num, 439 ) fe£tid Ellipfis , vel Hyperbola , prout R

jacuerit, utin fig.22 1. inter vertices P, p, quod femper ac

cidet in Ellipfoide, in Paraboloide femper, preter cafum , in

quo feétio axi fit perpcndicularis, in Hyperboloide femper,

ubi inclinatio ad axem habebitur in angulo majori . quam

ad ipfüm afymptoti inclinentur , vel jacuerit ipfuin R.

extra vertices P; p, ut in fig. 222 , quod continget ,

ubi angulus plani fectionis cum axe fucrit minor.

S C H O L I U M IV.

636. H'; addemus dimenfionem folidi parabolici,

quæ admodum facile fimplici Cavalleriana

s methodo obtinetur ,

r. Coroll. 8. . .

' 637. Segmentum Comoidis Parabolicæ PVp im fig.

223. abfciffum per quamvis Ellipfim Pp æquatur dimi

aio cylindraceo circumfcripto, cujùs bafis Ellipfi, eadem,

recta gemeram* PA æqualis , & parallela rectæ RV ,

£. ex centro Ellipfeos ducitur parallela axi Para

olæ.

638. Si enim ducatur reéta Vp , tum quævis feétio

parallela, quæ cylindraceum fecabit in Ellipfi Mm gqua

li , & fimili Ellipfi Pp , & Conoidem Parabolicam in

Ellipfi Nm pariter fimili ipfi Pp , ac rectas Vp , VR in

aliquibus punétis I , O s eritque Elliplis Pp , five Mm

ad Ellipfim Nm , ut quadratum RP ad quadratu m Om,

five (num. 35 1 ) ut VR ad VO, nimirum ut Rp five

Om ad OI. Igitur cum Om fit conftans recte OI ,

Om exponent areas Ellipfium Nm , Mm , & folidum

parabolicum genitum ab Ellipfi mN ad cylindraceum

genitum ab Ellipfi Mm erit, ut area defcripta ab Oi ,

nimirum triangulum RVp, ad aream defcriptam ab Mm ,

nimirum Parallclogrammum RWap , five ut I ad 2.

P 2 Ce
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' Coroll. 9. - - -

639. Conoide* abfcif}ae planis parallelis erunt, ut qu4

drata abfciffarum VR. -

64o. Erunt cnim ut bafes, & altitudines. Bafeserunt

ut quadrata Rp , five ut VR , altitudines iterum utVR ;

quare erunt ut quadrata ipfarum VR. -

S C H O L I U M V.

641. I Am perfequamur alia confe&aria Corollarii

- feptimi.

- Coroll. Io.

642. Recta RP erit femper axis fectionis , & in El

lipfùide quidem oblata axis conjugatus, in oblonga , ©*

in cateris cmnibus folidis axis tranfverfus. -

643. Patet primum ex eo, quod diameter PR eft per

pendicularis fuis ordinatis Bb, adeoque axis. Ubi au

tem chorda PP Hyperbolæ genitricis terminatur ad bi

f.221nos ramos oppofitos , ut in fig. 222 , patet ipfam fo

233 re axem tranfverfum , cum feétionis perimetro occur

rat in ipfius punctis P , p. At in fig. 22. I erit in ca

fu Ellipfoidis & Hyperboloidis quadratum axis Pp ad

quadratum axis alterius, ut reétangulum PRp ad qua

dratum BR , fivc ad reétangulum P'Rp' , nimirum

( num. 3 I 5 ) ut quadratum diametri curvæ genitricis

parallclæ Pp ad quadratum diametri parallelæ chordae

Pp' , five ad quadratum axis tranfverfi in fphæroide

oblata, conjugati in oblonga, & Conoide Hyperbolica.

Porro quævis diameter in Ellipfi e(t (num. 379) minor

axe tranfverfo , major conjugato , Quare in fpheroide

oblata crit axis Pp minor altero axe, in oblonga ma

jor, adeoque ibi conjugatus, hic tranfverfus. At in Hy

perbola diamctet parallela chordæ Pp crit (n. 149, 2 1>)

fempcr diameter fccundaria , que ( num. 246) major

axe altero conjugato, adeoque & axis Pp major axe al

tero, At in Parabola rectangulum PRp ad reétangulum

PRp , five quadratum BR, ctit (n. 361 ) , ut latus re

ctum diametri habentis pro ordinata chordam PP , ad

- latus
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1atus rectum axis habentis pro ordinata chordam PP';

cumque quodvis latus rectum fit ( num. 359) majus

lateré recto principali in Parabola , erit femper rectan

gulum PRp majus quadrato RB , & proinde PP axis

tranfverfus. -

- - Coroll. I f. .

644. Ex quavis Sphæroide abfeimdi poterit Ellipfis

cujufcumque fpeciei, in 4ua ratio axium ab æqualitaté

mom magis di/fet , quam in Ellipß gemitrice ; & imtra

ea, /pecie; cujufvis haagnitudinis habentis axem tranf

verfim im oblata , conjgatum in oblonga nom majorem.

axè ibi tranfverfo , hic comjugato Ellipfeor generantis.

Ææ quavis Paraboloide quævis Ellip/ìs & fpecie, &ma

gnitudine data ; fed Parabola foli gemitrici æqualis: ex

quavis Hyperboloide quævis Ellipfís & fpecie , & ma

gmitudine , ac quævis Porabola , Hyperbola vero cjuf

cumque fpeciei , im qua axir tranfverfus ad comjigatum

nom habeat rationem mimorem, quam in genitrice , in

tra eas vero fpecies quæcumque etiam magnitudine data,

im qua axis conjugatur non /it minor axe conjugato ge

mitricis ;. . . . * * - -

645. Nam pro Ellipfoide facto ceritro in centroF2

Ellipfeos genitricis in C in fig. 224, quæ exhibet fphe- 2

roidem oblongám , vel 3 2 5 , que exhibet oblatam, in

tervallo quovis nec minore , nec majore utroque, fe

imiaxe , CM , CQ inveriiri poterit punctum S , & fe

ctio per SCs habebit pro altero axe Ss , pro altero

Qg 3 eritque S* in priore cafu axis tranfverfus , in

fecundo conjugatus $ ac fectiones Pp ductæ per chor

gas quafvis Pp parallelas S* erunt fimiles inter : , cum

in fig. 23 i , & 22a manente directione plani BTb s

maneat directio rectæ Pp , & proinde ( nuim. 290) ra

tio rectanguli PRp ad P'Rp' , five ad quadratum BR.

quæ (num. 35 1 ) eft ratio duplicata axium , adcoque

erunt fimiles fectioni ductæ per Sr , & habebunt ra

tionem axium Ss ad Qq .Sed axis Pp erit minQr axe

S* ( num. 83 ). Data igitur quavis fpecie Ellipfeos s

ia qua ratio axium non magis diftet ab æqualitate •

' . . - P 3 quam

5
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F226

quam in Ellipfi genitrice , abfcindi poterit ejus fpeciei

Ellipfis , & intra eas fpecies haberi non poterit Ellipfis,

cujiis ibi axis tranfverfus , bic conjugatus fit major a

xe Q q ibi conjugato , hic tranfverfo Ellipfeos geni

tricis: quæ æqualem habeat , abfcindetur per S* ; quae

minorem , abfcindetur , fi facta CV æquali femiaxi

Ellipfeos datae ibi conjugato , hic tranfverfo , ducatur

VP femiordinata diametri Sr , tum . Pp parallela axi

ipfi S*, quæ a diametro conjugata ipfius Sr, & paral

lela VP ita fecabitur bifariam in R , ut fit PR æqua

lis VC , adeoque Pp axis novae fectionis duplus CV,

& æqualis axi dato.
-

646. Pro Paraboloide fi AB in fig. 226 fit directrix

Parabole genitricis , cui axis occurrat in A , & fu

matur AD ad AM , ut eft quadratum axis tratfverfi

datæ Ellipfeos ad quadratum conjngati , ducaturque DI

perpendicularis axi , donec occurrat ipfi Parabolae in I,

quævis fectio facta per chordam S* ordinatam diame

tro ducte pcr I exhibebit Ellipfim datae fimilem . Si

enim ea diameter directrici occurrat in B , erit ejus

1atus rectum quadruplum IB ( num. 35 1 ) , ad latus

rectum principale quadruplum AM , nimirum in fig.

22 1. rectangulum PRp ad rectangulum P'Rp'; adeoque

hic quadratum axis tranfverfi Sr Ellipfeos exfectae ad

quadratum axis con ugati , ut BI , five AD ad AM ,

nimirum in ratione data , adeoque Ellipfis ejufmodi

fimilis datae . Quod fi ipfa Ss füe diamétro óccurrat

in C , & capta CV verfus S æquali femiaxi tranfver

fo dare Ellipfcos, five ea fit minör quam CS, five ut.

cumque major , agatur VP parallela CB, donec occur

rat Parabole in P tum chorda PRp parallela Ss , erit

ipfa dupla PR, five VC , nimirum æqualis axi tranf

verfo date Ellipfeos , adeoque Ellipfis fectione genita

gqualis date . -

647. At fi PR in fig. 22 1 evadat in Paraboloide

Parallela axi , abeunte p in infinitum ita, ut nufquam

jam fit , erit rectangulum PRP', five. quadratum' BR

£qualc rectangulo fub RP , & parametfo diametri cu

Jus
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jus Py ordinata, nempe parametro axis, vellateri re

Æto principali Parabole genitricis. Quare & cjufmodi

fectiò, que Parabola erit, habebit idcm latus rectum

principale, quod ParabQla genitrix, & Ellipfis quidem

aucvis poterit fectionc Paraboloidis obtineri, fivc detur

fpecie tantum, five magnitudine , fcd Parabolę omnes

inde exfecte erunt genitrici gquales.

648. Pro Hyperboloide fit Hyperbole genitricis ax'*

tranfverfus Mm in fig. 227, conjugatus Q3 , & ccn

tro C intervallo recte, que ad femiaxem confugatum

CQ fit , ut axis tranfverfus datg Ellipfeos ad conjuga

tum , inveniaturin Hyperbolaconjugata punctum S(quod

femper poterit tum hinc, tum inde a Q , cum axis

tranfverfus fit major conjugato in quavis Ellipfi , &

omnium femidiametrorum conjugatarum minimus fit

in Hyperbola femiaxis $ Q ; ducta SC*, per quamvis

chordam PRp ipfi parallelam , habebitur Ellipfis datg fimi

lis, cujus nimirum axis conjugatus ad tranfverfum erit, ut

Qq ad S*, ac affumpta CV verfus S cqualifemiaxitranf,

verfo datg Ellipfeos; ductaque VP parallela diametro

CI conjugate ipfius SC* , ' tum chorda PRp parallela

SC, habcbitur Ellipfis æqualis date, ut prius, cujus ni

mirum axis tranfverfus equabitur recte Pp.

649. Qgod fi jam quæratur ibidem Hyperbola da

tæ fimilis ; fatis erit centro C intervallo reétæ , quae

ad CJit , ut cft axis tranfverfùs darae Hypcrbolæ

ad conjugatum invenire in Hyperbola PM pun&tum I,

quod folum poterit , fi ea rätio non fit minor ratio

ne Mm ad Qg ; nam CM eft minima omnium CI .

Duéta vero quavis PP' parallcla Ri , feétio per ipfam

erit fimilis datæ Hypcrbolæ , cum debcat habere axem

tranfverfum ad conjugatum , ut eft Ii ad Qg . Porro

quævis PP' eft major, quam Ii ( num. 83 , §: 357 ) ,

adeoque fe&tionis per quamvis Pp' du&tae axis conjuga

tus erit major, quam Q4 , ductæ autem per Ii crit æ

qualis, adeoque nulla Hyperbola exfecari inde poterit ,

cujus axis conjugatus fit minor axe conjugato Qg Hy

Perbolæ genitricis, cui fi æqualis fit fectio per Ii , rem.

ìP 4 ab

F2 Σ -
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abfolvet , fi major utcumque , capta CR in CI produ&a.

arquali fcmiaxi tranfvcrfo dato, tum duéta Pp' parallela;

Ji , quæ erit dupla CR , adeoque æqualis axi dato , fe

€tio per ipfam erit fimilis, & æqualis date Hyperbolæ.

. 65o. Demum pro parabolis exfecandis ex Hyperbokoi

de , abeunte in fig. 22 1 p ultra quofcumque limites

ita , ut nufquam jam fit , erit latus reétum Parabol

tertium poft PR, & RB, fivc qiiartum poft PR , RP',

Rp . Hinc fi in fig. 228. CD fit afymptotus , ad quam

ducatur pcr focum F , rc&ta FD parallela dire&trici

AB , occurrens Hyperbolæ genitrici in V , u , quæ erit.

( num. 54 ) ejus latus rectum principale , tum fuma

tur DI in ea ad DF , ut eft latus rectum principale

datæ parabolæ ad latus re&tum Vu Hyperbolâ genitri

eis , & du&ta per I re&ta PR afymptoto CD paralle

la , quæ occurrat Hyperbclæ genitrici in P , reétae

Vu in I , ea determinabit Parabolam æqualem datæ &

63 1. Si enim ducatur ufque ad directricem FA pa

rallela afymptoto DC , quae occurrat perimetro in E,

ea &- erit æqualis dimidio lateri recto: principali FV ,

vel Fu, & erit fe&ta bifariam in E. Nam duéta MB pa

rallela eidem afymptoto , erit æqualis ipfi FA lateri

cppofito paralklogran:mi AFwB , & erit æqualis Fu ,

cum fit du&ta ad directricem in angulo æqualitatis ,

in quo ad ipfam inclinantur afymptoriā ac eandem o5

rationem erit & FE equalis EA , adeoquc erit EF ad

FV , ut Fu ad totam Vu , & re&tangulum fub EF ,

& Vu æquale rectangulo VFu . Ducta autem quavis

chorda P'Rp' parallela Vu, quae occurrat rectæ PR in

tra Hypcrbolam genitricem in R , afymptoto in H ;

erit rectangulum VFu ad rectangulum j'Rp' (nu. 3o5 )

ut rectangulum fub EF, & FD ad rcctangulum fub PR,

& RH , vel fub PR , & DI , five pro FD, ID fub

ftitutis latere recto Hyperbolæ genitricis , & latere re

cto principali Parabolæ datæ , erit rectangulum illud

VFu ad Pi&p' , ut rectangulum fub FE , & Vu ad re

ctangulum fub PR , &{latere recto principali date Pa

rabole adeoque cum rectangulum VF, æquctur rcctan

gulo
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•a;!o fub EF , & Vu s etiam rcctangulum PRP æqua

iitur rectangulo fub PR s & latere recto principali da

… parabolæ; adcoque cft PR ad RP', ut Rp', ad la

ùs rectum principale Parabole date : curnque fit ct

iam PR ad Rp', ut RP' ad latus rcctum principalc Parabolæ

provenientis ex fcctiong.3 hgc Parabola erit æqualis da

tæ . Cumquc DI ad DF affumi poffit in quavis ratio

ne ; patet quamvis datam Parabolam cx quavis Hy

perboloide habcri poffc.

S c H o L I U M VI.

55:. Ifce Sphæroidibus , ac Conoidibus libet jam

adnectere folidum genitum converfione Hy

perbolæ circa axem coajugatum , in quo folido multa

occurrunt notatu digniffima ,-& ad Geometriæ indo

Icm cognofcendam fane aptiffima , ut permutatio qug

dam crurum ad oppofitos Hyperbole ramos pertinen

tium fatis elegans. Ennnciabo autem unico velut hia

tu qugcumque pertinent ad fex diverfos cafus fectio

num huius folidi, tum fingula pro fingulis cafibns dc

monftrabo accuratiffime.

Coroll. 12.

653. Si Hyperbola convertatur circa axem comjuga

tum , gemerabit folidum , quod ß fecetur plano , cui oc

currat plamum, ip/ìus Hyperbolæ gemitricis ad angulos re

èios , & confideremtur fex po/itiones reëtæ, in qua plamum

fectio/iis occurrit ei plamo Hyperbolæ genitricis, ac in eo

* um primo reéta ipfa fit perpemdicularis axi rotationis,

/£ve axi conjugato Hyperbolæ genitricis , im fecundo

ad ipfum inclinetur , fed in angulo maiore quam a

£ymptoti , in tertio fit afymptis parallela , in reliquis

tribus inclinetur im amgulo mimore , quam afymptoti ,

fed in quarto fecet ramum utrumlibet Hyperbolæ ge

nitricis in eo plano jacemtis , in quinto alterutrum

*entingat , in fexto heutri occurram , binis j*
- para -
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parallelis tangentibus imterje&ia, erit feëtio im primo ca

fu circulus , im fecumao Ellipfís , in tertio Parabolae ,

vel / plamum tramfeat per alteram afymptotum , &;mae

re&iæ parallele, in quarto Hyperbola pertumdem , illud pla

mum Hyperbolæ genitricis perpendiculare plamo feéìiomis,

g- habens in ipfo plano vertices axis tramfwerfi , im

quimto angulus re&iilimeus comffam* bimis reétis utrimque

indefimite pretemfir , im fexto Hyperbola illud pla

mum Hyperbole gemitricis mom attingems , fed /ímgulos

fuo* ramor efformams e bimis cruribus reffomaemtibus

iis , quæ pertimebamt in cafu quarto ad bimo* ramor

oppo/itos fingula ad /ingulos , comjuméfis , & permu

tatis in tranfitu per cafum quimtum , ac curvitate

im oppofitam plagam ibidem comverfa , Et imterfe

tiiomi illi , cujus fex cafus confideramtur , in cafu fe

cundo , & quarto parallelus ef axis tranfverfus fe

êiiomis , qui nimirum æquatur chorae Hyperbolæ, gemi

tricis , in fexto , ubi mulla ejufmodi eff chorda ,

eidem parallelus e/? axis conjugatus , ac in illir ra

tio axis tranfver/? ad comjugatum , in hoc conjugati

ad tranfverfum , & im cafu quimto ratio radii ad tam

gentem anguli , quo reéfa fe&fiome obvemiemr inclima

tur ad planum illud Hyperbole gemitricis , eff eadem

ac ratio diametri parallelæ illi ip/? interfeéfiomi , cu

ju* fex cafus com/íderantur , ad axem tranfverfum Hy

perbolæ gemitricis ; adeoque feëìiomer omme, curvilimee

planis parallelis faétæ /ímiles erumt imter fe, præter Hy

perbolas cafus fexti , quæ mom erumt fimiles [Hyperboli;

cafus quarti , fed earum comjugatis ; habebunt tamem

4iyperbolæ plamis parallelis edu£ta communem afympto

torum imclimatiomem tam im cafu quarto , quam im

fexto , quæ erit eadem , ac re£tarum cafus quinti . Im

primo vero cafu haberi poterit quivis circulus, cuius dia

meter mom fit mimor axe tranfverfo Hyperbolæ gemitri

cis , im fecundo quævis cujufcumque fpeciei Ellipfis , cu

jus axis coniugatus mom fit minor axe comiugato eiuf

dem Hyperbole gemitrici} , im tertio quævis Parae

6ola , in quarto , quevis Hyperbola & fpecie , & ma
g/zz
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gnitudine, cujus axis tranfverfus ad comjugatum mom ha

Ἀeat rationem minorem, quam axis comiugatur Hyperbo

1. gemitricis ad tranfverfum , im quinto reëie inclimate

aaTplamum Hyperbolæ gemitricis in quovis angulo , qui

eum mom fuperet, quo afymptoti ad axem conjugatum in

climamtur, im fexto quævis Hyperbola & fpecie , & ma

gmitudine , in qua axis conjugatur ad tranfverfum mom

}abeat rationem minorem, quam im Hyperbola genitrice,

& im qua axis tranfverfus axem tranfverfum Hyperbole

gemitricis mom fuperet. - - -

654. Nam fi Hyperbola HMD gyret circa axem con

jugatum Q4 in fig. 229 , 2 3o, 23 I , x 32, 233, gene-F.229

rabit folidum quoddam figuræ teretis; cujus fectio quae- 23o

vis PBp' perpendicularis ipfi axi erit circulus juxta ( n. 231

619), cujus diameter erit chorda PP Hyperbolæ geni- 232

tricis, quae cum femper debeat effe major axe tranfver- 233

fo Mm , omnium circulorum minimus erit is , qui ha

bebitur feéto cjufmodi folido per ipfum axem MCm ;

ac proinde circulus habens minorcm diametrum haberi

non poterit; poterit aut m habens æqualem, vel utcum

que majorem, ex quo patent, quæ de primo cafu funt

diéta. ' \ -

655. Secetur jam in fig. 229 idem folidum plan6F229

PBp ejufmodi , ut planum HDdh per axem tranfiens , 234

& ipfius fe&tionis plano perpendiculare occurrat feétio

ni ipfi in reéta Pp inclinata ad axem conjugatum Q q.

in angulo majore, quam fit is , in quo ad ipfum in

clinantur afymptoti . Occurret re&a ejufmodi ramis op

pofitis (num. 149) in P, p, & fi per quodvis ejus pun

&tum R jacens inter P, p ducatur planum P'Bp' perpen

diculare plano axis, quod plano HDah occurret in re

&ta P'p', ac priori fectioni in recta RB perpendiculari

ad totum planum HDdh , adeoque ad P}', & Pp', hæc

ipfa nova fe&tio erit circulus hàbens pro diametro Pp',

& quadratum RB æquabitur re&tangulo PRp', quod ad

re&tangulum PRp erit (num. 3 I 5 , ut quadratum axis

tranfverfi Mm Hyperbolæ genitricis ad quadratum dia

metri Ss parallelæ chordæ PP. Erit igitur conftans ra

ferf

j?

t1O
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tio, quadrati RB ad reétangulum PRp , adeoque PBp

Ellipfis , cujus axis tranfverfus Pp , qui ad conjugarum

erit, ut eft diameter. Ss ad axem tranfverfum Mm Hy

perbolæ genitricis. Ejufmodi Ellipfim exhibet fig. s 34,

& patet fi direótio reétae Pp in fig. 229 fit conftafis ,

conffantera fore diamctrum S* ipfi parallclam, utcumque

mutetur diftantia ejus chordæ a centro C, adeoque con

ftantem fore rationcm axium in Ellipfi , & oinnes e

jufmodi Ellipfcs planis parallelis abfciffas fimilcs fore .

Si autem Ellipfis educenda & fpecie , & magnitudine

fit data , ncc in ea axis conjugatus fit minor , quam

axis tranfverfus Mm Hyperbolæ genitricis ; factis , ut

ibi Nm ad Pp , ita in fig. 229 CM ad CS applicandam

centro C, ufque ad Hy»erb^lam genitricem HMD ,

quævis fe&tio duéta per rectam S* perpendicularis pla

no HDdh cxhibebit Ellipfim datæ fimilem , & capta

in fig. a 29 CV æquali PO fig. 234 , ductaque VP pa

rallela diamctro Ii, conjugatæ ipfius S* , tum du&a

POp chorda pararallela Ss , patet eam fore duplam re

{tæ CV , & æqualem daro axi Pp figuræ 2 34 , adeo

que & Ellipfim ortam fe&tione per Pp fore æqua

lem datæ , unde patet quidquid de fecundo cafu eft

propofitum. •

656. Quod fi jam fiat fe&tio PBT per reétarn PRini

F23ofig. 23o, parallelám afymptoto Ss , érit ( num. 328 )

335 reétangulum PRp , five quadratum BR , ut re£ta PR ,

adeoque fectio ipfa Parabola , quam exhibet fig. 235 ,

quæ quidem fi detur magnitudine , fatis erit in recta

per focum F ducta perpendiculari axi tranfverfo Mm ,

& occurrente Hyperbolæ genitrici in V , u, afymptoto

in S, affumere SL ad SF in ratione lateris reéti prin

cipalis datæ Parabolæ ad axem Mm tranfverfum Hy

perbolæ genitricis, & ducere LPR parallelam afympto

to Ss. Nam fi ducatur Fe ufque ad perimetrum Hy

perbolæ genitricis, ea juxta ^ num. 65 I ) erit dimidia

FV dimidii lateris recti principalis, cumque ( num. 54)

reétangulum MFm, aequetur quadrato femiaxis conjuga

vi CQg cui (num. 66) æquatur ctiam rc£tangulum fub
dimi



E L E M £ N T A: • r*

j;mid;o latere reóto FV, & fcmiaxe tranfverfo MC ,

erit re&tangulum MFm aequa'e rectangulo fub Fe , &

toto axe tranfverfo Mm. Eft autem (num. 3o5 ) reótan

gulum MFm ad reélangulum P'RP , five quadratum

ĘB, ut rc&tangulum fub Fe, & FS ad rectangulum fub

RP, & LS , five pro FS , LS pofitis proportionalibus

axe Mm , & latere recto principali datæ Parabolae , ut

re&angulum fub Fe, & Mm ad te&tangulum fub*RP ,

& latere rc&to datae Parabolæ : cumque rcctangulum

MFm æquetur re&tangulo fub Fe , & Mm 5 ctiam qua

dratum RB aequabitur reétangulo fub RP, & latere re

&o Parabolæ datæ , quod cum æquetur reétangulo fub

RP , & latere re&to Parabolæ PBT , erit hoc latus re

&tum æquale lateri re&to datæ Parabolæ, adeoque PBT

datæ Parabolæ æqualis.

657. At fi per ipfam afymptotum Ss tranfeat fe&io,

efficiet duas reétas parallelas afymptoto ipfi , & ab ea

diftantes hinc inde per intervallum aequale femiaxi tran

fverfo CM. Nam fi Pp' occurrat afymptoto in r, & rm

fit occurfus plani P'Bp cum fectione per afymptotum

duéta , erit quadratum rm femper æquale reétangulo

PrP', adeoque femper æquale (num. 25 1 ) quadrato fe

niaxis CM ; & proinde m ad re&tam Nm parallelam

afymptoto diftantem ab ea per intervallum CN æquale

fémiaxi CM ; unde jam patet, quidquid etiam pro ter

tio cafu fuerat propofitum. -

658. Si autem reéta feétionem determinans incline

tur ad axem conjugatum in angulo adhuc minore ,

quam afymptoti , vel eidcm ramo (num. 149 ) 5is oc

curret , ut in fig. 23 1 , in duobus punétis P , p , vcl

cum continget in P , ut recta R'R. in fig. 2 3 x , vc!

inter utrumque ramum tranfibit binis tangentibus pa

rallclis interjeóta , & neutri ramo occurrens , ut in

fig. 233 . -

659. Ubi occurrit bis , qui eft cafus quartus ; per

quodvis punétum R extra limites Pp ducta fectione

F. 23!

232.

233

circulari, du&taque diamctro SC, parallela ipfi Pp, eritF.33i

(num. 3 15 ) rcctangulum P'RP', fivc quadratum RB ad

p'ct:l11

236
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rectangulum PRp, ut quadratum Mm ad quadratum Sr,

adeoque punctum B ad Hypcrbolam , cujus axis tranf.

verfus Pp, ac is ad conjugatum, ut S* ad Mm , quam

exhibet fig. z 36. Cümque ratio axis tranfverfi ad con

jugatum maneat eadem , utcumque mutata diftantia chor

dæ Pp a ceatro; dumiimgdo directió maneat; patet ; o

mnes ejufmodi Hyperbolas fore fimiles inter fe : Sed

cum quævis diamctcr fecuridaria S* fit (num. 246) ma

jor ax. conjugato Q3 ; Patct 3 in nulla ex ejufrnodi Hy

perbolis axem tranfvcrfum ad conjugatum poffe habere

rationem minorcm , quam habcat axis conjugatus Qg

Hyperbolæ genitricis ad tranfverfum Mm, quæ ratio fi

fuéíit eademi, chordæ parallelæ áxi conjugato Q 4 exhi

bebunt Hyperbolas fimilcs datae; fi major, centro C in

tervallo réctæ, quæ ad ( M habeat rationem, quam in

data Hyperbola habet axis tranfvetfus ad conjugatum ,

inveniantur in Hyperbola conjugata Hyperbolæ genitri

ci puncta S, s , & chordæ PP parallelæ diametro S*

exhibebunt Hyperbolas datæ fimiles. Affumpta vero CV

in ipfa S* æquali femiaxi tranfverfo datæ Hyperbolae ,

ac ducta VP fetniordinata ipfius diametri Ss , & Pppa

rallela ipfi ordinata diametro li conjugatae ipfius Ss ,

& ab eâ fecta bifariam in O, habebitur Pp duplâ CV

aequalis axis tranfverfo datæ Hyperbole , adeoque Hy

perbola orta fectione erit ipfi datg Hyperbole equa

lis ; & hinc patent qu£cumque ad quartum cafum per

sinebant. • - - - -

66o. Pro cafu 5 in fig. 232 recta R'PR tangat Hy

„Ferbolam genitricem in P, & coibunt ibi puncta P, p,

I, O: erit autem rectangulum P'Rp', five quadratum

BR ad quadratum tangentis PR in illa eadem ratione

quadrati Mm ad quadratum Ss. Quare utcumque mu

tato puncto R erit femper PR ad RB , five ob angu

lum PRB rectum, radius ad tangentem anguli RPB

(num. 25. Trigon.) in conftanti ratiorie S* ad Mm, ac

Proinde angulus idem conftans , omnia puncta B ad

'rectam tranfèuntem per P , & inclinatam ad planum

HhdD in angulo, cujus tangens ad radium eft, ut Mm

ad
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ad Ss , quae ratio non poteft effe major ratione Mm

ad Qq, adeqque rccta iT. non poteft inclinari ad pla

num HDdh in angulo majore , quam fit is, ia quo

afymptoti, inçlinantur ad axem conjugatum , que inçli

näntür ad illum in angulo » cujus tangens ad radium

eft, ut axis tranfverfus ad conjugatum.`Cum vero idem

tontingat hinc, & ihde a contactu P, fectio ejufmodi

exhibebit binas rectas TT's tt', quas exhibet fig. »37 ,

& contactus P determinans fectionem , in qua`habétur

data inclinatio rectc ad ipfum planum HDdh invenie

tur, ihvento puncto S » ut in cafu precedente in Hy

perbola conjugata ita , ut fit CS ad CM ; ut eft tah

gens date inclinationis ad radium. Patent igitur etiam

ea omnia , que ad quintum cafum pertinebant.

a

• *.;

*A

66i. Demum pro cafu fexto recta R'R in fig. 233 »F233
- • - - - - - - - - l

eadem directions , ac Pjus jaceat inter vertices I, i »3&
illius ejufdem diametri ICi s cui occurrat in O. Per

quodcumque ejus punctum Rubicumque affumptum agatur

circulus P'Bp', habebitur femper aliqua RB s nimirum

aliqua diftantia fectionis tNT ad plano HDdh , quod

planum proinde ipfa non attinget. Qgod fi etiam per

O ducatùr fectio circularis LNl , occurrens plano fectio

nis prioris in ON s ducaturque per R ordinata GRg

ad diametrum S* conjtigatam ipfius Ii, a qua bifariam

alicubi fecabitur in X3 erit ut quadratum Mm ad qua

dratum Ii, ita rectangulum P'Rp', five quadratum RB

ad rectangulum GRg » üt rectangulum LOl y five qua

dratüm ON ad rectangulum lOi. Cufnque fit rectan

gulum GRg exceffus quadrati XG fupra XR , & re

ctangulum IOi exceffus quadrati femidiametri CI mi

noris (num. 83 ) femiordinata XG , fupra quadratum

CO, vel lateris XR ipfi paralleli , erit femper rectan

gulum GRg majus rectangulo IOi, adeoque & quodvis

quadratum BR majus quadrato ON , puncto N omni

ùrii ejus fectionis punctorum maxime accedente ad pla

nuim HDdh; differentia vero rectangulorum GR g, IOi

erit eadem , ac differentia quadratorum XG, CI ob il

las XR, CO cqualcs; adcoque , fublatis Pterorjgi
llS »

}
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bus , differentia quadratorum RB , ON ad differentiara

quadratorum XG, Cl erit, ut quadratum Mm ad qua

dratum li. Eft autem , ut facile colligitur ex demon

ftratis num. 86 translatis ad diametros, differentia qua

dratorum fe miordinate XG , & femidiametri primari;

{CI ad quadratum abfciffe CX in diametro fecundaria,

five ad quadratum OR fibi parallelg , & gqualis , ut

. eft quadratum Ii ad quadratum S* . Erit igitur ex g

qualitate ordinata differentia quadratorum RB, ON ad

quadratum OR , ut quadratum Mm ad quadratum

Sr, adeoque punctum B ad Hyperbolam, cujus O cen

trum, femiaxis tranfvcrfus QN , ac axis ipfe tranfvcr

fus ad conjugatum , ut Mm ad S* . Si enim ejuf

modi Hyperbolam Ecferat fig. : 33 s erit & ibi differcn

tia quadratorum RB , ON, ad quadratum OR , ut

quadratum axis tranfverfi ad conjugatum , ac proindc

captis OR ibi, & in fig. 233 gqualibus , femiordinate

RB equalcs crunt, & fupcrpofitis punctis O., R con

gruent.

662, In ea autem Hyperbola jam non axis tranfver

fus jaccbit in illa recta R'R , fcd conjugatus , eritque

tranfverfus Nm in fig. 238 , ipfi perpcndiculari , ratio

axis tranfverfi ad conjugatum erit eadem Mm ad S* ,

que in cafu quarto crat ratio axis conjugati ad tran

verfum ; adeoque cum Hyperbole con ugate axes per

mutent, erit ratio axis tranfverfi ad con,ugatum in cafu

fexto eadem, ac in Hyperbolis conjugatis Hyperbolarum

cafus quarti, & Hyperbolg omnes cafus fexti erunt fi

miles inter fe , & fimiles non ipfis Hyperbolis cafus

quarti , fcd earum coniugatis; afymptotos autem in eo

dem angulo habebunt inclinatas ad fe invicem , & ad

illos axes permutatos , cum tangens anguli quo ad al

teram e rectis R'R, vel Nn inclinantur, debeat effe ea

dem , ac erat in cafu quarto , & eadem ac in rectis

cafus quinti. Ramus autem novus TBNb'' in fig. 238,

coalcfcet e binis cruribus BT, b't', quorum alterum in

fig. 236 pcrtinebat ad ramum TBPbt , alterum ad ramunm

fbpBT', & paritcr ramus tbmBT'fig. 238, e reliquis binis
- CτUl!I1
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eruribus fig. 236, conjun&is nimirum verticibus P ,. P .

in cafu quinto in fig. 237 in O, in quo crura ipfa in

afymptotos abeunt , tuum cruribus tranfgreffis afympto

ίς, 'diftraéto crure TB a b t, & conjuncto cum b't' ,

ac curvatura in oppofitam partem obverfa.

663. Data autem Hyperbola fig. 438 , fi ejus axis

tranfverfus Nm non fit ad conjugatum in ratione ma

jore , quam in fig. 233 Mm ad Qg , inventa CS ,

iut in cafu quinto , & quarto , quæ fit ad Mms , ut

axis conjugatus datæ Hyperbolæ ad tranfverfum , dia

meter SC £ exhibebit dire&tionem feétionis pro Hy

perbolis datæ: fimilibus . Quod fi etiam N m in

fig. 238 non excedat Mm fig. 233 , invenietur in hac

pünctum Q, per quod tranfire debeat recta RR' exhi

bens Hyperbolam æqualem datae . Nimirum capta CV,

perpendiculari ad Ii,.quæ fit adNO in fig.238 datam,

ut CI ad CMin fig. 233 , centroVintervallo Ci invenietur

in ipfa CI punctum O quæfitum ex utralibet centri par

te . Erit enim in fig. 233. quadratum CV differentia

quadratorum VO, CO, five CI , CO, æqualis rectan

gulo IOi , quod ad rectangulum LOl , five quadratum

ON eft , ut quadratum CI ad quadratum CM , adeo

que CV tam ad ON fig. 233 , quam ON fig. 238 ,

habebit rationem eandem, quam CI ad CM , ac proin

de binæ ON , five bini axes tranfverfi fectionis, & Hy

Ê datæ erunt inter fe æquales , & æquales ipfæ

yperbolæ. Patent igitur ctiam omnia quæ ad fextum

gafum pertinebant.

S C H O L I U M VII.

664* Dmodum utile eft illas transformationes lo.

corum Geomctricorum in fe invicem , & ia

alia affinia cohfiderare , ut innotefcat Geomctrie in

doles, que nihil inordinatum admittit, nihil abruptum

per faltum . Confideretur enim puncto P immoto in

fig. 229 , planum fectionis cum rectaPR converti motu

continuo circa ipfum . Circulo, qui habetur , recta PP'

£ofcovich, Tom. ///. Q. pcr
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Perpendiculari axiQg, fuccedit, fe£tione inclinata, ferie3

Σontinua omnium fpecierum Ellipfitum , in quibus ratia»

axis tranfverfi ad conjugatum perpetuo crefcit , donec

ea per omnes magnitudinis finitæ gradus prògreffa, jam

Ellipfi fuccedat Parabola fig. 23o ; in qua vertex p; &en

trum ; axis &onjugatus nufquam jam funt;, quæ tafmeri

nequaquarn effe dcfinent , nifi ubi per omnes finitarum

magnitudinum gradus recefferint. Adhuc magis incli

nata fectione ; jam ea habentur ex parte oppofita , &c

in fig., 2 3 1 , ramus nafcitur Hyperbolæ oppofitüs j cu

jus axis tranfverfus ad conjügatum rationem initio ha

bet utcumqtie magnam , quæ ratio per omnes magni

•udinum finitaruna gradus ab infinito quodammodo re

dux cum ipfo vertice p , dccrefcit decrefcente CS , do

ncc ipfa CS cvadat æqualis CQ 3 übi himitüm fit ipfa

PO parallela axi conjugato , Q a . Pergentè cöhverfio

ne circa P, iterüm crefceret ipfa ratio, crefcente CS

ex parte oppofita axis CQ3 donec coeuntibus P , p ,

jam Hyperbola abiret in reétas cafus quinti ; fed mo

tu ipfö adhuc crefcentc , & puncto Pimmoto non per

mutarentur ramorum crura, verum vertex quidemp tranfiret

in arcum PD , & ratio axis tranfverfi ad conjuga

tum iterum crefceret in infinitum ; donec facta Pp

alteri afymptoto parallela , iterum haberetur Parabo

la , cui Ellipfim nova , feries fuccederet ad circuli for

mam accedens, ac in ipfam definens , in ipfo regfeffu

rectæ Pp ad præcedenteri pofitionem , poft quam ite

rum eodém ordine eædem feries evolverentur, ac fem

per circulus a fe mutuo difcerneret binas Ellipfium fe

ries, in quarum altera crefceret in altera decrefceret

ratio axis tranfverfi ad conjugatum, Parabola vero El

lipfes ab Hyperbolis , inter quas Hyperbolas in medio

veluti curfu rectilineus , etiam angulus occurreret , in

quem pluribus jam vicibus Hyperbolam fmùtari poffe vi

dimus, & mutabitùr femper , ubi axis tranfvetfus eva

nefcat , dum ejus ratio ad axem conjúgatüm ex

prcffa aliis lireis nec evanefcit , nec in infinitum ex

crefcit. - *•

&63. Af
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, 665. At fi potius mancnte directione fectionis paral*

icla éidem,S£ , excurrat planum ipfum motu parallelo ;

in primo cafu habetur feimper circulus, congrüente qui

deri fe&tionc minimus , fed femp:r ejufdem formæ, ac

pariter ifi fecundo cafu, habctur : Ellipfium , feries pror

íus fimilium , quarum iminima. in, fig. 229 ,, quae per

ipfam Ss. abfcinditur , fiec in iis quidquam notatu di

gnüm accidit . At in cafu Parabolæ in fig. 23o , quo

imagis recta PR ab afymptoto f£cedit , eo augetur ma

isTatus rectum , qüo magis, illa áccedit , e6,hoc de

Crefcit ; &. in primo cafu expanditür, in fecundo con

trahitur Parabola donec recta PR, abeunte in afympto

tum ; & evanefcerite SL evanefcat latus rectumi : fed

vertex fimul in infinitüm reccdit ita , üt nufquam jam

fit: quio cafu Parabola, quæ evanefcente latere recto ,

8c vertice adhuc alicubi exiftentc , abiret in axem

fuum , ut in eùm abiit , ubi Coni Sectio (nutm. 537)

per verticem tranfiit ; ac Conum jam contigit,non fe

:cuit ; in hoc cafu abit in binas tectas parallelas axi

fuo ; qui in afymptotüm definit . Plano autem fectio

inis adhuc Progreffo , vertex P , qui per omnes diftan

íiarum finitarum magnitudines ita in infinitum receffe;

rat , üt nüfquam jam effet, ftatim ex parte oppofita d

enafceretur quodámmodo , & eodem ordine regredere

tur ex infinito , aucto per eofdem gradus latere re

cto : ubi notándtim maixme illud , quo pacto, crus

I3T , quod Prius verfus T. recedebàt ifi infinitum ab

axe , & veifus B recidebât in ipfum in P paulatim
ad axem ipfum ex parte T accéfferìt , & ad rectæ

parallelæ formam , ut in tranfitu per afymptotum de

fereret demum ipfum axem ex parte B, & ei ex par

te oppófita conjungcretur , e priore illa in infinitum

recedens. .

T333. In pofiremis autem cafibus multo major fe prg
äit rerum viciffitudo, fcd conftans quaedam Geometriæ

indoles ubique regnat. Habentur in fig. 231 , 236 bi

hi Hyperbolæ rami , qui chorda accedente ad centrum •

ad fé accedunt , & ad afymptotos , donec conjunctis

- 2. pun

-
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punétis P, p in ipfas afymptotos recidant , ut in fig.

232 , 237 , ác demum mira illa crurum permutationeT,

quam vidimus in fig. 233 , 238 tranfiliant ad partes

afymptotorum oppofitas , nec curvaturam mutent , nifi

in tranfitu per reétam ; licet pariter ad rectam in cafu

Parabolæ arcus appellcns , illam tamen nequaquam

mutaverit . Notandum autem , quo paéto crurum

TB , t'b' punéta P , p in fig. 23 1. paulatim ad fé ac

cefferint, nec coierint in fig. 233. in unicum ramum ,

nifi pofteaquam fe in ipfo centro O conjunxerint in

fig. 232 , & ibi veluti conglutinaverint arcus , quo

dammodo vehuti reliótis fuis illis pun£tis P , p , quæ

cum natura fua indivifibilia in partes dividi non po

tuerint , nec fimul in oppofitas dire&tiones abire , re

{icta qüoddammodo ibi funt , ac punctis N , m , quae

pariter' imminuto, axe conjugato devenerant ad centrum

«O , in corum locum fuffe&tis , arcus iidem ex centro

ipfo cum hifce novis vcrtieibus tranfgreffi funt afym

ptotos, & progreffi. Nam punéta illa P , p delata per

rectam RR' nequaquam potuerunt faltu quodam in

Geomctria abfurdo mutare direétionem , & per aliam

reótam priori perpendicularem progredi fine ulla infe

xione , fed per eafdem vel regredi debuerunt, vel pro

gredi , cujufmodi regreffuum , & progreffuum exempla

plurima occurrunt in transformatione locorum geome

tricorum. Et quidem puncta N, m fig. 238 non effe ea

dem, ac P, p fig. 236: patet etiam ex co , quod ratie.

axis Nm ad fuum conjugatum in illa non eft eadem ,

ac in hac ratio axis Pp ad fuum conjugatum, fed reli

ctis in fig. 238 punctis P, p in verticibus axis conjugati

in eadem re&ta RR', habctur ratio Nm ad Pp utrobi

que eadem. - -

667. Sed de hifce transformationum myfteriis hic fa

tis . Agemus de iis infra ordinatius , & quidem Se

&tionum Conicarum proprietates admirabilem fane e

jufmodi permutationum, evolutionum, myfteriorum fe

getem ubique offerunt , quæ animum intimius riman

> sem jucundiffima quadam contemplatione defigunt. Illud
- - - unu!lm
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iunum hìc addemus, quod nonnulli, ubi de Conicis Se

&ionibus agunt, notare folcnt.

668. Si re&ta gyret circa axem extra ejus planum ß.

rum generat folidum , cujus feífionibus Comice Seífiones

exhibentur. - * -

669. ld patet in noftro cafu , quia fi re&a SN fig.

23o, connexa cum axe Qg per rectam CN , vel reétaF2 36

PT , fig. 232 per reótam PC gyret , erit femper in eo 233

folido, in qüo effet , fi tota figura converteretur circa

axem Q q, nimirum in folido genito converfione Hy- .

perbolæ circa axem conjugatum, cujus feétiores vidimus

èffe Cohicas Se&tiones. ,

67o. Datis autem binis fe&is ütcumique , altera pro

2xe, altera movenda circa ipfum, facile invenietur Hy

perbola generans idgtì folidum. Sit prior recta Q 4 in

íig. 23o , pofterior Nn . Ex quovis prioris punë Q.

duéta Q3 Párallela datæ Nm , ad planum aQ q, ex

quovis ipfius Nm punëto *, ducatur mr pcrpcndiçulum

án id planürh , tum in eodem plano recta rS paralle

ia aQ , quæ idcircò parallela erit etiam reétè datæ

πN , & cum ea non fuerit párallela Q4 , aliter enim

in eodem plano jacuiffent , ipfâ rS fecabit alicubi im

C datam Qg quántuin opus eft produétam . Duéta

CM perpehdiculari ad Q q , & æquali rm , tum fa&o

angulo MCS æquali MCS per punótum M inter afym

Ptotos CS , CS' defcribatür Hyperbola , quæ fui con

verfione circa Q 4 generabit folidum idem , quod re

&a Sm. Erit enim CM ejus Hyperbolæ femiàxis tranf

verfus , & re&ta N n in plano N m r perpcndiculari

ad planam Hyperbolæ genitricis parallela afymptQto

S* , diftabit ab eò per rm â:qualem femiaxi tranf

verfo.

ô71. Poßent infinitæ aliæ Hyperbolæ inveniri , quae

folidum idem generarent : nec difficile effet etiam ifi

fig. 232 , data reéta PT, & àffumpto in ea punéto P, u

ad arbitrium determinare in plano per P , & axem

Q_q du&o Hyperbolam HMD ejufmodi , ut duéto -

Pcr IT Plaao Perpendiculari, in illius Planum » in
- Q. 3 terfe



sss SEcTIONUM coNICARUM

' terfectio PE Hyperbolam ejufmodi congeret in P. Sed

prior illa determinatio fatis gftcndit folidi illius genis;

a recta utcumque pofita fectionem quameumqueT cum

conicis Sectionibus congruere. * * * * * * * * *

s c H o L 1 U M vIII.

672. QUnt folidorum genera, quorurn fectiones quæ

- - cumque exhibent pariter Sectiones Conicas

eafdem» quas huc ufque perfecuti fumus , nimirum o

mnia gencra corporum Conoidicorum , vel Cylindra

ceorum , quæ oriuntur ex converfione rectæ radentis

non circulum , fed aliquam è tribus Conicis Sectioni

bus, Ellipfim, Parabolam , Hyperbolam , & tranfeun

tis per datum punctum , vel delatæ ` motu ` paralle

lo , five corpora Conoidica , & Cylindracea , haben

tia pro bafi non circulum , * fed unam e tribus Co

nicis Sectionibus . Demonftratio autem eft eadem fç

re , quæ pro cono , & Cylindro fupcrius eft adhibi

F.zo6ta . Nam in primis fi in fig. 2o6 , 215 bafis AB fit

s 15 quævis Sectio Conica , rectâ vero Cc quævis `tran

* * fiens ibi per illud punctum V , hic parallela rectæ gy

ranti ; eadem demonftratione numeri 553 , & 596 e

rit ibi fermper cb , ad CB , ut ca ad CA, hic cb æ

F.so8qualis CB , & ca æqualis CA. ' Qgare quævis fectio

»o9 ' bafi parallela erit ibi fimilis bafi (nüm. Ii i ), hîc et

a io iam ipfi æqualis . Deindc in fig. 2o8 , 2o9, 2 Io, 211

$1 1 fi AB fit quævis diamc*er bafis Ellipticæ , Paráboli

' ' cae , vel Hyperbolicæ , & OS parallela ordinatis ejuf

dem bafis , * erit femper a b diâmeter fectionis a Pb p.

Paralle æ bafi , & Pp `ejus ordinata fecta bifariam in

R ; adcoque (num. 3o5) rectangulum PRp, five qua

dratum PR , ' ad rectangulum aRb in ratione data.

Erit autem at in demonftratione numeri 562 , re

ctangulum a R b in fig. 3 Io , ut MR , in reliquis ,

ut rectangulum MRm . Igitur erit quadratum femior

dinatae ' PR ibi ut abfciffa MR , hie "ut rectangulum

ΜRm , adeoquc punctum P ubique ad Conicam Se
- CtmO
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M.

:

ptioném juxta num. 439 » & 44o . Eadem vero erlt

demonftratio pro Cylindracei in fig. 217 , ubi qua-£,a17

dratum PR, erit , ut rectangulum a R b , five ut re

ctangulum MRm , Qgin immo ubicumque in iis fo

lidis" inter fectiones `habgri poterit & circulus : eae

dem femper erunt verus conus , vel Cylindrus habens

ipfum circulum pro bafi . Sed longum effet fingu

los cafus perfequi , & jam ad transformationes quaf

dam locorum Gcomctricorum gencraliorcua facicmus

gradum .
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LOCORUM GEOMETRICORUM 3

Ubi de contimuitai* lege, ae de quibufaam,

Infiniti myfferiis.

Ira quaedam fe prodit in omni Geos:

metricorumLocorum transforrnatione

Geometrig indoles, mira admodum,

: & noftris mentibusprorfus imperviâ

- incurrunt in oculos Infiniti Geometri

<i qucdam velut myfteria , quc quidem ifi iis etiam ,

que de Conicis Seétionibus a nobis demonftrata funt,

contemplari licet ; quam ipfam ob caufam ea hîc evol

venda nobis cenfuimus, ut ad fùblimiofes curvas , &

infinitefimorum methodos brevi evulgandas pronior

Tyroni via fterneretur. -

674. In primis quccunque cujufcunque geometricilo

ei pars eandem naturam habet ; que ipfius definitioné

continetur , atque idcirco habet etiam proprietatesprof

fus eafdem ex illa ipfa natura fluentes . * Quamobremi

quidquid de una aliqua ejus parte demonftratur fluens

ex illa ipfa natura » reliquis omnibus partibus apta

ri debet eodem modo , nec quidquam folâ illius na

turę contemplatione demonftrari poterit de una ali

qua parte » quin de parte alia quavis eadem pariter

ratione demonftretur . Quecumque enim eandem na

turam aequc participant, ea omnia debent itidem aeque

participare quidquid ex ejus uniüs naturae confideratione

deducitur. Atque id ipfum perfpeximus num. 278, übi

de arcus circularis trifectione egimus , qùam ibi vi

dimus obtineri non poffe , qüin fimül infinitorum nu

• mero aliorum arcuum , eadem conftruétione trifeétio

obtineretur . Atque hanc ipfam ob caufam , ubicum

que in Geometria vcl folvuntur problemata , vel de

monftrantur , thcoremata , certum quoddam , & de

tcrmunatum fchema fubijcitur oculis , cui inveftigatio, '

- wal

L^
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Wël àemonftratio applicatur . Id quidem fchema iniu

cum cafum gculo fubjiciat ex infinitis numero ipfi

prqfus fimilibus , & quidquid in eo contingere vi

dent oculi , meris ad reliquos omnes transfert , argu

mentatione communi pro omnibus . Sic fi rc&a `ii

nea bifariam fecanda, fit ; conftruétio aptatur certae

cuidem lineae , ut unius pollicis , quc tamen ;eadem

cuidem lineae , ut unius pollicis , quæ tamen eadem

cuivis alteri longitudini eque aptatur , nec longitudi

nem ipfam determinatam in fchemate oculis pröpofito

mens intuetur, fed folam lineae reéte habentis äinös ter

minos notionem , unam cum notione circulorum ad

folutionem problematis requifitorum , & re&ae per eo

rum interfe&iones ducendg. - -

. 675. Et quidem aliquando fit , ut folutio uni ca

fui in fchgmate oculis Propofito applicata , fine ullo

peculiari difcrimine applicetur cafibus omnibus , Tag

fchema ipfum remaneat eiufdem forme . Multo tamen

fçpius in ipfis cafibus pofitio diverfa ita fchema per

turbat , ut artificio quodam fit opus » ad fervandaiii

analogiarn $ & retinendam folutionis , ac demonftra.

tionis vim , qug quidem pofitio illud. etiam prgftat ,

ut quandoque fumma aliqua in differentiam abeat.

676. Exemplum proferemus e Geomettiâ planâ pe

titum . Sint in fig. 239 bine recte parallclς indefinité

AB ». DG • quas fecet in C, & H , recta EF pariter

indefinita . Sit autem ducenda per datüm puncium P

tecta occurrens iifdem tribus rectis AB , DG , EF in

M, O, N ita , ut fumma binarum MN , ON, que

intercipiuntur intcr primam » & tertiani , äc inter fe.

.cundam , & tertiam cquetur recte datæ , Facto cen.,

tro in quovis puncto K alterius e parallelis , ut AB

intervallo ejufdem recte date inveniatur , fi ea fit fa

tis longa , in altera parallela DG punctum I , duca

turquc KI, tum ex P recta ipfi KI parallela , quæ fi

rectæ EF, 9ccurret in N 1 inter C, & H, folvet pr6

blema 3 erit enim ipfarum MINI , OINI fummâ g

qualis MuQi , adsoque £qualis lateri &I, oppofito ia

: : : para}-

*
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-paraiielogrammo MIKIQ1 : Ubicgiaque punctum P fué

£c3il3atum ita, ut Ni cadat ing*, G , & H • £•
iiitiâ problematis rite procedct. A: fi P jaceat in P»,

vel P3 ita ,' ut N cadat extra CH, vel in N» , ad

partes*H, velin N3 ad partesG, eatem conftructio pri

ima fronte videbitur fallere. Nam in utroque cafu ea

rundem rectarum MN, NO non erit fummas £d di££rentia MO, que aequatur CI. ` . • • -r* • • • •• • •

° 377. verum fi pofitionis yis confideretur , manebit

etiam ibi analogia» & patebit ', idem prorfus preftari

in omnibus cafibus, ac illam , qug videtur differéntia

Binarum qualitatum , revera cffc fumma; , Narn &c

in quantitate difcreta, ut numeris , ac algebricis fof

mulis , '& in quantitate continua , ut in Geometricis

fincis, funt quggam quantitates , que ` dicuntur. 'nega

άT, & qtie'fi' pofitivis, addantiir , cas minuunt ?

§îrîinînîu: ab'iis .' Si quis decem nummos h£
ÉÉärT&Tucretur alios tres , habebit tredccim : & fi

potius contrahat debitum trium , habebit 7 ; fi , dcbi

ium fit 9 , habcbit 1 ' : fi debitum fit 1 • , 'ha

bébit niíl , fed fi. debitum fit 13 , jam habebit

debitum quidem, •, f;! 3 », minus 'fiimirum , quam

i3. Debitum illud eft quedam negativa quantitas •,

ά δῆiuncta cum pofitivâ illa re habita » illaga mj
;iit, vei ab illa mifigitur . Eodem pacto fi quis, fe

cundo fluvio remis etiam urgentibus promoveatur , &

intra fluvium progrediatur rcmorum, op* fingulis mi

nütis per paffus Io 3 motu autem fluyii proccdat Pgt

palmus'3 ; coniunctis motibus progredictu: Per 13. At

fi'flüviüs retro reflectat motum, & retrahat navifa per

paffus 3 ; yel 9, yel 19 • vel 1 3 , progreffu , & regref

fuconiúnctis,habcbitur progreffüs 7» ycl I » ve! nihil, vel

çìåíïíçgreffas 3 . Regreffus ille eft negativa quanti

Άά,Τqué`progreífum pofitivam quantitatem minuit '•vel aë ëo' minuitur. * . ' ' ' ' ' . * .-. . . • - - -*

678. Porro in hoc fecundo cafu mutatio directio

nis pofitivam quantitatem mutat in negativam , fic ge

ricralitcr in Gcomctria dircctionis oppofitio candem
1Y\u-,
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mutationem inducit . Pro quavis quantitate variabili

plaga pofitivorum ad arbitrium affumi poteft , qua fe

imel affumpta , directio contraria quantitates exhibe

bit negativas , ac fi in aliquo cafu habebatur fumma

çquedam quantitatum quarundam , & earum aliqüa in

cafu alio directionem mutet ; adhuc habebitur fumma

ömnium, fi ea quantitas in fummam negativo modo

computetur',`eam nimirum' demendo ; vél fi commu

nis confideratio adhibeatur , que nimirum pofitionem,

& directionem non curat , fed folám magnitudinem

contemplatur, differentia fuccedet fummc. T * * '

` 679. Satis patet, in expöfito problemate in cafu fé

cundo Pz directionem MzN2 ' manere eandem , qüe

fuerat in' M1N1 , at directio N2Q» eft oppofita dité

' ctioni NIOI . In tertio vero cafu P3 directio qui,

ôcm N3O3 , manet eadem , que N161 , fed M;N;

eft contraria illi, que fuerat ifi M1N 1 . Hinc nimi.

rum fumma, que ip primo cafu erat ęqualis rectæ da

tæ , abiit in reliquis in differentiam . Qgod fi e ca

£u P* ', progrediamur ad 'P 1 , tum inde * ád P3 , diffe

rentia , qu£ habetur in primo ex hifce tribus' , abit

in fummam in feciindo ob directionem alteriustantüm

mutatam , tum fumma fecundi mutatur in differen

tiam tertii , cum iterum mutetur dire£tio etiam alte

iius'. 'Cumque comparando primum `ex hifce cafibus

cum tertio , utriufque quantitatis direétio mutetur ; in

utroque habetur differentia; quia nimirum fi MzN» ,

& N2O2 , in cafu Pz confiderentur ambae , ut quan

titates pofitivae , fient in tertia negativae ambae , quæ

idem reftituunt negativo modo , five directione con

traria.`Demendo ÖzN2 , abMzN2 relinquitur MxOx,

ac deméndo N3O3 ab M3N3 remanet G3M3 , nega

tive fumpta, five M3O3 , ut prius. ' - -

' 68o. In quavis cafuum diverforum contemplatione ,

ut in qüavis combinatione locorum , geome:ricorum ,

imprimiis confiderari debet cjufmodi pofitio , quæ in

£§rum transformátione fcmper eafdem proprietâtes re

ftituct, dummodo ubicumqüe quantitatis, dircctio mu
- - - .• . - - - tcturt »
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tetur , illa habeatur pro negativa, adeoque jam dcrnâ:

tur fi addebatur, vel contrà addatur , fi demebatur .

Quae enim addenda fuerat , dum decrefcit perpetuo ,

femper minus addet 5 fi evádat nulla , & evanefcat ,

addet nihil ; fi in contrariami etiam mutetur , muta

ta directione , contrarium, itidem effe&um preftare de

bebit, nimirum minuet, id , quod antea äugebat.

681. Et in lineis quidem , ubi mutetur ditectió, ac

£jus ope pofitiva migrent iii, negativa , fatis etit mani

fefturn per fefe , vél recte lineae fìnt , vel curve . Sic

F:34oin fig. 24o, fi binæ circuli chordæ fé mutuo fecent

intra circulum in C , menfura anguli ACB eft femi

fummâ arcuüm AB , DE a rectis ipfum continentibus

interceptorum ( Cor. 4. Pr. 9 , Geom. ). At fi pun

ctum Cz jaceat extrâ circulum ; ea ipfa menfura an

guli AC2B evadit differentia arcuum AB:, . DEz* quod

himirurh directio arcus DE3 eft contraria directioni

DE , quae fi negativo modo fumatür : adhuc pro men

fura habcbitur femifumma . Immo prodefit hic etiami

omnes mutationum vices contemplari , . eafque dedui

cere ex folo primo cafu rectarüm AE , BD , & pofi

tione puncti E percurrentis totam circuli peripheriam';

donec eo redeat, unde digreffum eft. Anguli nimirum

ACB menfura eft femifumma arcuum AB, ED. Abeat

pun&um E in D, & arcus ED fiet nullus hinc men

fura anguli ADB , in quem tum abibit ACB, erit di

midius atcas AB . Abeat E in Ex , & mutata di- !

rectione arcus DEz , contraria nimirum directioni DE;

jìjìTAGE iiigifïa efi fìiiifisfiíícíí !
ÁB , EzD . Evadat E3D æqualis ipfi AB , jarn femi

differentia erit nulla , quare recta AE cum BD , nul

lum angulum continebit: & quidem eo cafu patet, ip*

fas parallelas effe . Crefcat adhuc DE4 , & jam eva

det inajor » quam AB . Illius igitur dimidio dempto à

«dimidio AB,'femidifferentia evádet negativa . Qgare

angulus habebitur AC4B , fed ad partês oppofitas ja- |

ccbit » ac fpc6tabit plagas oppofìtas , ut figura expri

amit , cjufquc mcnfura crit adhuc illa £miii;i; *

r Abea
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QAbeat E5 in A , & evadet A5C5 tangens , anguli

vero AC53 mcnfura erit femidifferentia arcuum DE5,

AB , five DA , AB , quod ita effe patet ; nam eorum

arcuuin differentia eft AE3 , ob E3D æqualem AB ,

ac anguli quem tangens 5A , produéta continet cum

chorda AE3 parallela reétae BD , qui idcirco æquatur

interno , & oppofito AC 5B , menfura eft dimidius ar

cus AE3 . Abeat. E6 inter A, & B, & anguli AC6B

menfura erit femidifferentia DAE6 , BA , que ob AE6

communem , reducetur ad femidifferentiam DA , BE6.

Abeat pun&um E in i3 , & evanefcente E6B , menfu

ra anguli ABD fiet dinidium arcus folius DA. Abeat

demum pun&um E7 ultra B, & BE7 jam mi;tabit di

reétionem, adcoque menfura anguli ABD , fpectantis

eafdem plagas erit fcmifumma arcuum DA , É7B , ut

atet omnino effe.

682. Et hæ quidem de lineis . At in fuperficiebus

notandum erit illud . Si fumatur re&tangulum bina

rum reétarum , & una ex iis pofitionem mutet , mu

tabitur , & rectangulum , ac e pofitivo migrabit in ne

gativum : fi vero mutet utraque , adhuc erit confide

tandu;n ejufdem generis , ac erat , cum neutra pofi

tionem mutaverat. Nam fi in fig. 241 CD. CA confi-p,4Í

gerentur ; ut quantitates pofitivæ, & earum rectangu

!um DCAB, ut pofitivum, mutetur autem CA in CF;

jacebit DCFE ad partes oppofitas , adeoque id reétan

gulum refpeétu prioris cofifiderandum erit , ut nega

tivum. Quod fi iterum mutetur CD in CH , jam re

étangulum FCGH, mutabit dire&ionem refpe&ui FCDE

adcoque debebit preftare effeétum contrarium, nimirum,

minuere , quod id augebat, augere, quod id minucbat;

ac proinde negativi negativum erit , & iterum in po

fitivum migrabit. -

683. Hinc in Geometria idem accidet, quod in Ari

thmetica s & Algebra contiiigit , ut nimirüm ubi du

cendo unam quantitatem in Taliam , oritur produétum

quoddam , fi altera e binis quantitatibus mutetur in

Pcgativam , fiat negativum & produétum; fi utraquc ma
- ncat»

~.
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ineat, fit pofitivum, quod ibi exprimitur dicendo , ex

\multiplicatióne tum binorum pofitivorum ,, tum bino

rum negativorüm oriri, pofitivum , , ex multiplicatio

ae pofitivi per, iiegativüm , vel viceverfa , óriri ne

gativum , five figna conformia.in, multiplicatióne exhi

bcre pofitivum , difformia negativum. ,.. , . , . . .

, 684. Petro hinc illud confequitur , ut lineæ cujuC

cumque quadratim pofitivum femper maneat, licet ea

dera, linea e pofitiva mutetur ia negativam , pofitione

mutata . Quadratum enim lineæ eft, ipfa linea in .fe

ipfam ducta, que e . fuperiore canone producit. planuim

pofitivum : Inde vero deducitur ; quadrati negativi la

ius impoffibile effe , quod in Arithmetica , & Algebrä

appellatur quantitas imaginaria . . Qgadratum autemi

qüodcumque bina femper habere poteft laterâ alterum

pofitivum, alterum negativum . Atque idcirco ubicum

que problema aliquod ad fui folutionem reqüirct , ut

inveniatur dati, quadrati latus , femper id ipfum latus

adhiberi poterit cum directione utravis, tam pofitivum,

quam negativum. - .. . . . .,., . • ' ,^ , , , .-' ••!

J. 685. Id patebit fequenti exemplo . Debeat inveniri

inter binas rectas media proportionalis . . Quaefitae me

dic quadratum debet aequari dato rectangulo fub datis

rectis. Quare binas omnino folutiones habere , debe

bit id problema, & bina ejus, quadrati, latera inveni

ri debebunt conftruétione eadem ;, Atqüe id, quidemi

*omnino continget . Nam fi in fig. 342 Tbinæ rectæ da

tae abfcindantur in AB , BD in eadem recta ita , üt

earum fumma conftituat AD , ac ipfa AD . fectam bi

fariam in C, radia CA ducatur circulus , is rectæ EBF

perpendiculari AD occurret in „binis, punctis G 3 G ,

eritque ex natüra circuli utriuslibet BG quadratüm ae

quale eidem reétangulo fub AB , & BD , & , ütraque

£x iis media quæfita. Ubicumque punctum B fuerit

inter A, & D, folutio tite procedet. At fi id fuma

tur extra , vel ad partes A in B2 , vel ad partes Diri

B3 , mutata in primo cafu directione AB*, in fecün

do DB3 » jam rectangulum ABD mutabitur in negati
vum ,

Fá4

*** * *
-

]
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wum , adeoque negativum evadet, etiam illud quadra*

turm , & idcirco ejus latus, impoffibile ; quam ob rem

id ea conftructione , inveniri , nequaquam poterit . Et

quidetn rectæ E»B»F» , E3B3F3 ipfi AD perpendicula

res nuriqüaim occurrent &irculo . Poterit, quidem alia

conftructione determinati media inter, AB3 , & B2D.

vel AB3 } & B3D indeperidenter ab illa mutatione di

rectionis, himirum ducendo. bihas tangentes B2Hs vel

B3H 2 ad circülum ipfum, quæ erunt mediæ qucfitae ,

Verum ibi, iterufm ABz , &, EzD, confiderantur, 3. ut

£ofitivæ , & fi deinde B2 , inigret in B ,. & pofitio

mutetur , jam èa conftrüctio nos deferet ; ngque enirh

ex B tangentes ad , &irculum düci poterunt , quae j§

bleimâ eâdem conftructibhe, folvafit 3 migrante vero

in B33 jah & AB3 , & DB3 habent directiones con

tfarias directiohibus AB2 ; &, DB2 5 adeoque , rectan

gulüm earündem iterùm evadit pofitivüm , ac iterum

conftructio redit cum binis _ tangehtibus ... Atque idcir

êo fi, in fèctis EF fumantur bine BzL, vel binae B3L2;

aequales binis tangentibus , püncta L, L» erünt ad bi

fos ejufdem Hyperbolæ æquilaterae ramos , quae, è

Locus Geometricus diverfus ab illo circulo , cum quo

nequaquam continüatür in A ; . ubi arcuum quämvis

cohtiguorüm natuta , & proprietates funt admodum di

verfae , licet arcus affufaantur quam proximi. Et haac

ipfara ob caüfam circulus quidem ordinatas BG axi

perpendicularis habet refpohdentes punctis B affumptis

iinter A , & D , nullas autem habere poteft extra eos

liinites ; contra vero Hyperbola extra eos , limites

habet femper , intra eos habere omnino non poteft.

686. Idem aütem etiafm in, admodum fimplicibus

&eometriæ theorematis notare licet . Eft quafta Eu

clidis Propofitio Libri 2 , puncto B jacente inter A.»

& D $ bina qüadrata AB 3 BD cüm binis rectangu

1is fub AB , BD æquari quadrato AD , feptima vero,

pùtìcto B2 jacente extra A, & D, bina quadrata AB*,

EaD æquari quadrato AD cum bihis rectangülis fub

AB* s & BziD . Hς binæ propofitiones exbibent fan

tutTl
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tumímodo binos cafus ejufdem theorematis , & fecutiS

da fponte fluit e prima, dummodo notetur , ABa ha

bere dire&ionem contrariam ei » quam habet AB, di

re&ionem vero DBz effe eandem » ac DB. Eo enim

pa&o patebit, quadrata quidem, manere ut prius, atil

ia binâ re&angula mutare pofitionem , & fieri nega-,

tiva . Qgamobrem, ubi ante fuigma ex binis quadra

tis AB , TBD, & binis reétangulis fub AB , & BD æ

quabitur quadrato AD, jam illi æquabitur non fumma,

fed differentia, quæ habetur demendo ab illis quadra

tis illa bina rectangula , unde fequitur illa bina qua

drata æquari quadrato AD binis illis rcétangulis au

CtO .

687. Eodem etiam pa&o tam quifita, & fexta, quam

nona, & decima , & immo etiam fecunda , & ter

' tia, duodecima, & decimatertia ejufdem libri ad fin*

gula theoremata reduci poffunt , habita ratione pofiti

vorum, ac negativorum in mutatione direétionis, mu

tante valorem reétanguli , aon vero quadrati . Ac in

reliquis quidem mutatio illa valoris enunciationem ip*

fam`theorematis mutat , cum in iis habeantur re&am

gula . At in nona , & decima , quæ continet fola

quadrata , nullo in iis mutato valore : enunciatio ma

net eadem . Se&a AD bifariam in C , fi punétum B

fit inter A , & D , bina quadrata AB; BD æquabun

tur per nonam binis CA, & binis CB. Si autem B»

fit extra eos limites , erunt pariter per decimam bina

quadrata ABz , DB2 æqualia binis CA, & binis CBz..

Mutata eft direétio lateris AB in AB in AB2 , fed vas

lor quadrati non eft mutatus.

688. In folidis pariter, fi una e tribus reétis folidum

continentibus mutet direétionem mutatur folidum e pofi

tivo in negativum; fi enim concipiatur planum a reliquis

binis contentum immobile, recta vero , que directio

nem mutat , fit folidi altitudo , jacebit folidum ipfum

ad partem oppofitam poft mutationem direétionis in

ea altitudine ; ac proinde & ejus valor mutabitur .

Qgod fi mutentur binae , rcdibit itcrum ad valorem

pofi:i-

;
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pofitivuni, cum iterum mutati debeat; fi mutentur om

fics tres , iterum vàlqr folidi mutabitur , & genera

liter ubicumque aliquod five recta fit , five area , fi

vc folidum , definiatur ductu , vel proportionibus re

ctarum quotcunque , fi earum numerus impat dire

ctionem mutet , ipfum productum mutabit valorem :

f numerus carum ,'que mutantur , fit par , valor ma

ricbit. Nam fingularum mutatio debct valorem produ

cti mutare, quod proinde e pofitivo ia negativum , e

riegativo in Éófitivum abibit per vices , adeoque poft

numerum parem eodem fempcr regrcdietur , ac alia mus.

tätione deinde addita, in oppofitum valorem migrabit.

- 689. Id manifeftum erit, ubi datis tribus tectis quae

ratur quarta proportionalis poft ipfas . Ducantur binæ

rcctæ AB , DE indefinit£ in fig. 243 , quæ fe mutuo

-=—-

f&cent in C : fumantur CH , CF verfus A æqualesF243

prioribus binis , CI verfus E æqualis tertiæ : dücatur

H1 , tum ex F recta ipfi parallcla , que abfcindet cx

DE reétam CG , quæfitam poft CH , CF , CI. Mu.

tetur jam direétio primæ CH in oppofitam in fig.

244 , manentibus direéîionibus CF , CI , recta FG

párallela IH folvet itidem problcma , fcd CG jaccbit

ad partes oppofitas directione mutata . Mutetur in fi

gura 245 • ctiam CF, & jam reéta FG parallela HI

redibit ad pofitioncm CG eandem , quam habuit

in fig. 243 . Mutgtur dcmum in fig. 246 etiam CI, &

jam CG quoque iterum mutabiturTad' direótionem op

pofitam . Qgin immo fi quæcumque ex illis tribus

CH, CF , CI figuræ primae mutétur in contrarium,

patebit eos cafus dclincanti mutari femper CG. Sed

quodcumque binarum mutetgr quavis ex iis rclicta in

pófitione priore , patebit femper , direétiónem CG ma

nere ; ac fi quis rationes etiam compofitas adhibeat

quotcumque, potetit fane mutationes quotlibuerit ex

periri, & femper inveniet, numerum mutationum im

parem inducere mutationem , parem vero retinere va

\orem priftinum. - - - - -

69o. Porro in ejufmodi mutationibus anguli quoque

Bofcovich. Tom. ///. R. Ve

24-+

>4.5

246
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rectarum mutabuntur ita s ut mutata directione unius

lateris ; mutetur, angulus in eüm , qüi ejus cohmple

mentum eft ad duos re&tos , mutata autem dire&tione

utriufque lateris mutabitur angulus in alium fibi ad ver

ticem oppofitum; qui ipfi prorfus æqualis eft , & ejus

vices aeque præftabit in demonftratione quacumque .

Ac demonftratio ; vel ipfa ctiam theoreimatis, própofi

ti veritas admodum facile ab uno cafu transferetur ad

alium , fi ubi alterius tantummodo lateris mutetur difectio,

fubftituatur angulo priori ejus. complefmentum ad duos.

reétos , ubi utriufque , fubftituatur angulus, ad verti

cem oppofitus . Fiet autem aliquando in ejufmodi mu

tationibus , ut qui anguli in parallelis alterni erant ,

mutentur in externum , ac internum , & oppofitum ».

internus in externum aliquando migret , & vicever

fa , ac alia ejufmodi confequentur , quae fponte jncur

rent in oculos , ac fingula perfequi , & exemplis il

luftrare infinitum effet . Satis , erit, in illis ipfis eafi

bus s quos expreffimus in ejufmodi figüris, fiotare vim

ÉÉÉÉ , & mutationem in angulis faétam .

Triangula: HCI , FCG in fig. 243 fimilia fùnt , quia

habent angulum HCI , FCG communem, nempe eun

dein ac ACE , anguli autem CHI , CIH externi æ-,

qüales funt angulis CFG , CGF internis » & oppofi-.

tis in parallelis HI , FG . Hinc eft CH ad CF , ut

CI ad CG in figura 244 funt itidem fimilia triangu

la HCI , FCG ; fed idcirco fimilia funt , qui anguli

HCI, FCG funt ad verticem oppofiti æquales, & CHI,

CIH æquales alternis CFG, CGF. Mutâtio lateris CH

mutavit angulum ACE in ECB, & mutatio lateris CG

mutavit ipfum ACE in ACD. Anguli vero CHI, CIH,

qui crant externi refpeétu CFG, CGF internorüm, &

QPpofitorum in fig. 243 , evaferunr alterni in fig. 244.

At demonftrationis vis adhuc reliéta eft . . . .

691. Patet itidem mutatione ipfa dire&ionis argü

mentationem , quæ fit componendo , mutari debere Tim.

cam3. quæ fit dividendo , quotiefcunque in proportio

nc aliqua bini tantummodo termini antecedéntès, vel

} bini.



,, LoCORUM GEOMETRICORUM. 339

:

bini confequentcs mutent, dirc£tioncm, manere, fi mu

tent priores bini , vel bini Poftremi , vcl omnes fimul:

mutabunt autem femper vel nullus , vel bini , vel

omnes , cum fi e prioribus tribus mutet primus folus ,

vel tres, debeat mutaré quartus , fi bini , quartus ma

riere debeat; unde patet , fieri non, poffe , ut eorum ,

όui mutant , numerus fit, impar. ln fig. 243 , cüm fit

CF ad CH, ut CG ad CI, erit dividendo FH ad CH,

ut GI ad CI. At iri fig. 244 s ubi CG, & CH muta

rufit direétionem, fiet componendo FH ad CH, ut GI

ad CI. Iri fig. 243, ubi mutant priores bini , & fig.

246 , ubi mutánt 9mngs}, habetur iterum argumentum

componendo . Råtio eft manifefta , quia fumma primi,

& fècundi, vel tertii , & quarti mutatur in differen- .

iiam, vel differentiâ in, fummam , ubi alter ex iis pQ

fitionem mutat; manet vero fumma, vel differentiaj fi

vel neuter mutet, vel uterque. , , -

, 692. Ex iis, qüae demonftravimus , licebit faepe Lo

icorum Gebir;etricorum duétum ; & varios ca(us, ac trans

formationes contemplari. Exemplum defumemus a cur

vis, quibufdam, que fummum in üniverfa Geometria.

ufumihabent , & quas diligentius perfequemur ibi, ubi iii

finitefiriiorum clementis traditis, agemus de curvis ge

neraliter, ac ca cürvarüm genera, quæ majoris fuht u

f is perfequemur , Interea, earum ductus hic dcfinitus

plurimum, proderit ad quædam infiniti myfteria evol

vendà , & cognófcendam intimius continuitatis geome

}ricæ legem , ac ipfa plurimorum cafuum contemplatio,

& lgcorum generalis conftrü&io fibi ubique refpondeas,

ad Geometriæ ipfius indolem, miram fànè, percipicn

dam partiter plurimum proderit. . .

. 693: Curve quarum naturam , & gehefim hic con

templabimur, erunt eae, in quibus ordinatæ ratio fini

lex ; vcl utcumque multiplicata eft eadem , ac ratio

implex $ vel utcumque multiplicata , five reciproca ,

five dire£ta abfciffae . Si , algebraicis fignis uti libeat ,

&. cqnfiderare, altiores linearum poteftates , quæ ex

Primátur indefinite per litteras ”; & n s ac sie
2. 2.
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fa dicatur P, ordinata vero J ; lineæ hujufmodi fum,

cae , in quibus P*, ut Q* • exprimentibus m , & m

£umeros quofcumque rationales integros, five pofitivos,

five negativos, vel, quod eodcin redit, in quibus fit P;
• /? * • -

μt Q , cxprimente m numerum quemcumque rationa

1cm integrum, vcl fraétum, pofitivum, vel negativum .

Sed hic , ubi Geometriam contemplamur , ggometri

cum etiam fermronem ufurpabimus , adhibendo ratio

num æqualium compofitionem , quem etiam multipli

catio rationum appcllatur, potius quam poteftates linea

rum, quæ ultra fecundam, & tertiam , nimirum ultrà

quadraiiim , & cubum, in Geometria non affurgunt ,

affurgunt autem in Arithmetica confidcratione ad gra

dum quemcumque , fi quædam linea dicatur unitas ,

qua de re ibi aptius , ubi de Algebræ applicatione ad

*Seometriam dicendum erit . Porro inter ejufmodi Lo

ca Geomctrica habetur ctiam recta linea tam axi

inclinata, quam parallela, & tam Parabola ad axem

relata, quam Hyperbola ad afymptotos pro axe affum

ptos, & prætereà omnis quædãam , quam vocant Para

bolarum, ac Hyperbolarum familia. * -

694. Sit in fig. 247 recta indefinita MN, in qua fu

mantur abfciffæ `a quodam puncto dato V pofitivæver

F*47fus N, ut VR, adeóque negativæ verfus M, ut VR2,

ac deducta per V indefinita QVQ perpendiculari ad

MN, ordinatae capiantur parallelæ ipfi , & habeantur

pro pofitivis directione VO, ut RP, adeoque pro ne

gativis directione contraria VQ, ut R2 P2. ' -

695. Sint autem, primo ordinatæ in ratione fimplici

abfciffarum . Sumpta VA ad arbitrium ex parte pofiti

va,' & erectâ AB parallela VO ex parte itidem pofitiva

longitúdinis cujufcunque , & ducta per V , & B re&ta

ST indefinita ita , ut S jâcet àd pàrtes V, ac T ad

partes B , patet , eam fore Locum Gegmetricumquefi

tum; ducta enim quavis RP parallela'VO, femper erit

ordinata PR ad abfciffam VR , ut BA ad AV jn ea
dcm
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dem ratione conftanti adeoque illa mutabitur, ut haec }

five erit qrdinata in ratione fimplici direéta abfciffæ .

Porro in hoc cafu patet , abfciffae `pdfitivae . VR debe
-

re femper refpondere ordinatam pofitivam RP ; nega

tivae vero VR2 negativam R2P2 . Nám debet efTe

AB ad PR , ut VA ad VR s in qua proportione VA,

& AB conftantes fant , adeoque mutata pofiriorie ab

{ciffae VR ,, mutati etiam debet pofitio ordinate RP ,

juxta num. 688. Semper, autem refpondebit cuivis ab

fciffae , fua ordinata atque, ea unica , cum hic nullâ

occurrant quadratorum latera , quæ bina effe poffunt

pofitionum oppofitarum, vel qu£ quadrato negativo fa

o evadant impoffibilia , Crefccnte autem in infini

tum abfciffa , debet crefcere ,& ordinata , ac ea eva

nefcente, evanefcere .. Et haec quidem omnia ornni

rio accidunt in £a ipfa , rccta , quæ & tranfit per

V , & utrinque in infinitum recedit ab axe, ad Far.

tes oppofitas. *, X . - - -

, 696. Debeat in fig. 248 effe ordiriata RP iri ratione F. 43.

duplicata direéta abfciffae VR. Abfciffis omnibuspofitivjs;.

patet, debere refpondere ordinatam pofitivam , & uni

çam , quae invenietur, capiendo RP ad ABifi ratione dii.

plicata VR ad VA, five ut eft quadratum VR ad qua

* draturn VA. Fa&a autem abfciffa VRx negativa, ádhuc

grdinata R2Px debebit effe pofitiva. Nam ih illâ ratione

duplicataVRz bis ingreditur & proinde pofitio bis mutätur,

ac quadratum ab(ciffae YR2 quamyis negativæ, eft pofiti-,

vum . Porro patet » ; crefcente iri infinitum abfciJa ,

debere crefcere in infinitum , & ordiiiatam , ac iri

finities inagis.; unde colligitur $ bina Loci Geometri

ci crura in infinitum abire cx parte VO verfusT ; &

S, recedendo femper& ab axe MN, & ab VO in in

nitum: at abfciffa in infinituim decrefcente patet , etiam

ordinatam infinities magis debere dccrefcete ; unde infer

tur evafcente abfciffa; débcrc , evanefcere & ordinatam,

adeoque Locum Gcomctgicum hunc tranfire pariter per

V. Qgoniam vero ordinata infinities magis crefcit ,

quam âbfciffa , ubi anibæ crefciipt ultra quofcumquç

- . S . 3 litmi
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limites , infinities autem magis decrefcit , ubi ambae

decrefcunt , patct , fi per V , & P ducatur re&a vt

indcfinita , angulum VPR in primo cafu , & i PVR.

in fccundo decrefccre ultra quofcumque limites ; adeo.

que fi arcus VP concipiatur continuatus in infinitum

verfus T , angulus OVI alternus ipfius VPR decrefcet

in infinitum, acccdcnte recta VI ad VO , ultra quo£.

cumque limites, quod nobis infra ufui erit , ubi age

1mus de infinito. Si vero arcus VP evanefcat abeuijte

P in V, evanefcet angulus IVN , & reéta VI, quae eo

cafu evadet tangens, recidet in ipfum axem MVN, qui

proinde locum SVT in V continget . Patet autem ex

ipfa proportione expofita, SVT debere efíe Parabolam

e Coni Seétionc orta , cujus axis VO . Duéta enim

PE perpcndiculari ad eum axem , eft in Parabola VE

abfciffa, ut quadratum EP , quae in ea dicitur fermi

ordinata , adeoque RP, quæ hic dicitur ordinata , eft.

in ratione duplicata VR , que hic dicitur abfciffa. Por

ro in Parabolà Conica patet crura VS, VT effe illius

ipfius formæ, quam hic ex illa pofitivorum , & nega

tivorum notione dcduximus. ` ` ` * . - - -

' 697. Qgod fi dcbeat effe ordinata in ratione tripli

F249cata abfcifae , habcbuntur , utin iig. 249, bini arcus

VT, VS infiniti, quorum alter jacebit in anguloOWN,

alter in MV\\. Nam facta \ R* negativa , habetur

in illa ratione triplicata numcrus negativorum impar

& proinde negativa eft ctiam ordinata . Eodem ve

ro argumento crura in infinitum , abeunt , ac arcus

tranfit per V , übi a reéta MN `contingitur , a qua

cum etiam fecetur , habetur ibidem mutatio directio

nis curvaturæ s quæ appellatur mutatio flexus . Con

ta£tus autem, & interfectio hîc uniuntur , ut ubi cir

culus ofculator Sectionem Conicam ( num. 5 1 2) fecat

fimul, & tangit in ipfo ofculo, `Porro hîc locus appel

latur Parabola cubica, in qua fi 'OVQ affumatur pro

axe, cubi ordinata um PE funt, ut abßißæ. `` `

698. Gcneraliter autem fi ordinata PR fit in ratio

re abfciffae VR. utcumque multiplicata per aumerum in
- : . - - T. .' te
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\egrum pofitivum parem, ut fi fit in quadruplicata, fextupli

cata,decuplicata,debebit habcri ordinata quoque RaPz pofi

tiva,& forma crurum, cadem, quae in fig. 248; fi per impa

rem mutabitur in negativam, & habebitur forma fig. 249.

699, Si vero ratio duplicata ordinatæ fit eadem , ac ra

tio directa utcumque multiplicata per numerum impa

rem ( nam. fi fit cadem , ac ratio multiplicata per

inumerum parem , erit ratio fimplex ordinatae eadem ,

ac ratio abfciffg* multiplicata per dimidium ejus nume

ri paris , & cafus reducetur ad alterum e binis præ

cedentibus ) habebuntur bina crura e us formæ, quam

exhibet fig. 25o jacentia in angulis OVN ' QVN .F25o

|Nam exiftente VR. pofitiva , invenietur pofitivus valor

quadrati ordinatæ , adeoque bina ejus látera habebun

tur ( num. 684 ) RP , RP . Exiftente vero VRz ne

gativa , valor$£ Qrdinatae negativus fiet , & pro

inde ordinata ipfa impoffibilis, quam ob caufTam rêáa

LRzL ordinatis parallela nufquam occurret curvae. Quo

niam autem codem argumento decrefcentc RP infini

ties magis , quam RV , adhuc VN contingit curvam ;

curva ipfa in V cufpidcm habct admodum acutam , in

qua retro regreditur, -

7oo. Idem generaliter contingit , quotiefcunque ra

tio ordinatę multiplicata per quemvis`numcrum parem

eft cadcm , ac ratio abfcigae multiplicata per imparem

majorem . Imparitas abfciffae , &c paritas ordinatæ da

bit regreffum curvæ a reéta OQ , & binas ordinatas

cum direétionibus oppofitis : excéffus numeri abfciffae

; fupra numerum ordinatæ s exhibcbit conta&um' re&tae

| VN • '& cufpidem in V . Qgod fi ratio ordinatæ mul

tiplicata per numerum imparem quemvis , fit eadem ,

ac ratio abfciffae per numerum majorem parem , vel

imparem » redibit forma fig. 248 , & 249 , qui funt

omnes ejufmodi cafus, nam ratio ordinatæ multiplica

ta per parem æqualis rationi abfciffae per parem redu

citur continua biffectione ad imparem in altera c bi

nis » adeoque ad unum e præcedentibus cafibus . Et

bæc quidem omnia facile generali demonftratione erui

- R 4 poffunt
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bffünt ope conftructionum quarühdam , quas pauìò

infra exhibebimus. . - • * . • • • •.

7o1: Si jam ntinerus pet quem hmultiplicatur ra

tio abfciffae , fit minor èo, per quem multiplicatur ra

f43 Itio ordinatæ ; habebuntür figurę 25 i ». 352 » 253 ,

252 quas exhibcbunt, 248, 249, 256 fi psimuitentur abfcif

353 fae earum, & ordinate ac illarum rectæ OQ, fuccedat

harum axis MN fi enim hic fint VR , & Rp » , qug

ibi erant VE , & EP , five PR , & VR , habebitu;

hic eadem relatio ordinatarum âd abfciffas , quæ ibi

abfciffarum ad ordinatás . In iis omnibus cafibus crię

OVQ tangens , & numérus major par. in ordinata

impar in abfciffa prebcbit in fig. 25 1 , binas ordinatas

oppofitas ex parte abfciffe pofitiva , & ex parte nega

tiva impoffibiles ; impat in ordinäta , & in abfciffa

& in fig. 253 ordinatas fingulas, & ejufdem legis cum

abfcifmis ; impar in ordiaata : par in abfciffa, ordina

tas fempcr fingulas prò fingülis abfciffis , femper pofi

tivas, & cufpidem. - • • * -

7oz. Hi quidem fiint omnes cafus rationis dire&ae :

Si vero ratiò fuetit reciproca , non direóta : patet, fi

f354facrit fimplex , habeti in fg. 2y4 Hypcrbolam jT, S*

inter afymptotos MN , OQ,. Näm in ea (num. 227)

eft reétàngulum fub WR , & RP femper conftans , a.

deoque RP in ratione reciproca fimplici VR . Ea ve

ro Hyperbola binos habct ramos in binis angulis ad

verticem oppofitis OVN , MVQ, in infinitum excur

rerites, ac accedcntcs ad ea angulorum crura ültra quof

cumque limites . Id autem etiam dedücitur ex tradi

tis negativorum regufis , & ex natura rationis reci

procæ fimplicis. Nam riiutatâ direétione abfciffe mu

tari debet etiarn, direétio 9rdinatæ in cujus deter

minationem illâ femel ingredituf . Generaliter autem fi

fatio ordinatæ utcumque multiplicáta per numerum im

parem æquctur rationi reciproce abfciff: riiultiplicatæ per

numerumimparem, forma erit éadem , ac in fig. 354 .

Ordinatae pofitivis abfciffis pqfitivae , negativis negãti

vg rcfpondebunt fingulis fingülς , ac crcfccnte in infini

J*t;
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tam abfciffa , decrefcet ordinata , fed nunquam evanes

%et ; decrefcente ordinata , abfciffä crefcét in infini

tum , & femper habebitur aliqua , adeoque quatuor

crura erunt afymptotica, habebunt pro afymptotis om

nia quatuor latera VM, VG , VN , VQ, & ja

zebunt in binis angulis ad verticem oppofitis OVN ,

AMVQ . - -w - - - - * • • * * * . • -* v.

7o3. At fi numerus ordinatæ fuerit impar , fed ab

£ciffe par, orietur forma figuræ 255. Ordinate fingu-F2;;

iis abfciffis refpondcbunt fingulae , fed omncs pofitivae

erunt, adeoque bini.rami afymptotici jacebunt in binis

angulis OVN , OVM. . . . . . - - * -

7o4. Si demum numerus ordinatae fuerit par, & ab

fciffæ impar , negativis abfciffis nullae ordinatae refpon

debunt , pofitivis refpondcbunt binæ oppofitæ fifigu

1is , & fotma erit , quæ exhibetur in fig. a56 , j F25s

centibus binis ramis afymptoticis in angülis NVG ,
NVJ . *. - •, . a ` . - - - •

705. Ut unico velut confpeétu contemplari liceat

omnes ejufmodi cafus , fit P* , ut Q3 , five P ;
- ?? - - - - • - - - p. -. · - -

ut Qj exprimente P abfciffaiia } Q. ordinátam , m ,

& m numeros quofcumque integros pöfitivós , vel ne

gativos, inter fe primos ita, ut fraâio£ non po(fit re

duci ad minorem exptefmiotiem : Si fuerit ; numé¬

rus pofitivus , pertinebit cafus ad figuras a $47 ad

254 , fi negativus ad 3. reliquas ; & in primo cafulo

ca 9fnnia erunt ex familia Parabolaruin, in fecundo ex.

familia Hyperbolarum. Si m fuerit nunerus æqualis m.

adeoque; fúerit ünitas; pertinebitcafus adreæam expref

fam ia fig. 247. Si m fuerit numerus minor, quam m :

pertinebit cafus ad figuras 248, 249, 25o, prout fuerit mi

impar, m par, vel m , & mimpar, vel m par, m impar. Si

* fuerit major, quam m, habcbuntur fiugre 25 1 5 252 r

353 ia iifdem tribus fubdivifìonibus ejus cafus . Si

- - àutcmi
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|autem £; fuerit negativus habcbitur figura 254, 25;

236 prout fuerit & m, & m impar , vel m par , m im.

par, vel m impar, m par. Quod fi m effet nihil, adeo.

que ordinata in nulla ratione abfciffae ; tuta vero ordi

nata effet femper conftans, adeoque pro curvis illis ha

bcrctur tantummodo reéta ipfi axi parallela in quam

£o cafu eaedem curvae abcunt. . * * .

7o6. Quæ ex natura pofitivorum , ac negativorum.

Hic deduéta funt , poffunt omnia accuratè demonftra

ri, & immediatè deduci ope conftruétionis harum cur

varum ipfarum, quae conftructio rite peraéta exhibebit

per fcfe curvarum earundem omnium duôtum , & quæ

femper geometricè præftari poterit per punéta ita , ut

prius habeatur conftructio earum , quæ exhibent ordi

natæ rationem fimplicem refpondentem rationi abfciffae

multiplicatæ per quemvis numerum gradatim ab unita

te incipiendo , tum pergendo per unitatis additionem

continuam . Deinde vero traduci poteft conftruétio ad

quamvis rationem multiplicatam etiam abfciffæ.

7o7. Qgoniam reéta linea exprimit cafum , in quo .

ordinata cft in ratione fimplici direéta abfciffae , quae

ratur in fig. 257. linea , in qua fit ordinata in ratio
F257ie duplicata directa e ufdem . Capiatur AB utcumque

perpendicularis VA , producaturque indefinitè : agatur

per V, & B: reéta indefinita ducatur per quodvis pun

ctum R axis MN rccta parallela QO , que occurrat

alicubi rectæ VB i, ; ducatur PD axi parallela oc

currens rectæ BA in D: ducatur per V , & D recta ,

quæ rectæ illi RP occurret alicubi in E , & ibidem

determinabit ordinatam loci quæfiti . Erit enina ob

rectæ lineæ naturam PR , ut VR. Erit autem BA ad

DA, ut BR ad ER . Quare rectangulum fub AB con

ftanti , & ER æquale rectangulo fu5 DA , & PR, a

dcoque ER in ratione compofita ipfarum DA, & PR,

nimirum, cum eæ aequentur in ratione duplicata PR,

five VR , ut oportcbät. Patebit autem ipfäm conftru

ctioncm contemplanti , a puncto P oriri RE confor

111C£Τι
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men RP, ac pofitivam, a puncto vero P2 oriri R2Ez

ipfi contrariam, five a negativo iterum pofitivam , ut

eft R2P2 in fig. 248, - - -

` 7o8. Invenienda jam fit curva , in qua ordinata fit

in ratione `triplicatâ abfciffae . Sit in fig. 258 , rectaF

VB, ut prius, & curva SI2VIBT jatn conftruéta ejuf.'

modi, ut RI fit in ratione duplicata VR , Ducatur ex

I rccta TD parallela axi , occurrens AB in D, tum per

V, & D recta, quae rcctæ RP occurret in E, ac deter

ninabit punctum E quaefitum, Erit enim BA ad DA, fivc

IR, utÉÉ RE.Qgare,utprius ER,in ratione compofita

RI, & RP,prior cft düplicata VR , pofterior fimplex. Qga

re ratio illa compofita er't triplicata ipfiusVR, ut oporte

bat . Patet autem etiam hic , punctum Ix jacens cx

parte pofitiva debcre iterum reddere punctum Ez ex

arte negativa . Patet etiam, fi RI fit in ratione tril

plicata VR , obventuram RE in ratione quadruplica

ta, fed tunc dcbere Ix jacere ex parte negativa, & Pz

tranfire ad partem pofitivam , atque ita porro quævis

nultiplicatio rationis abfciffae habcbitur per gradus ,

jacente femper Ez ex parte pofitiva , ubi devenitur ad

numerum parem, negativa , ubi ad imparem ; atquc ,

ea ratione habentur omnes cafus hujufmodi , in qui

bus ordinata fit in quavis ratione abfciffæ multiplicata

per qucmvis numerum integrum pofitivuin ; ac fimul

etiam omnes cafus , in quibus debeat effe fubmultipli

cata ea ratio , five in quibus ratio ordinatæ , utcun

que multiplicata, fit eadcm, ac ratio abfciffae fimplex.

Satis enim eft mutare axem , & abfciffam mutare in

ordinatam, ut ex figuris 248, 249 conftructis deriven

tur 25 1 » 252. * * .

*7o9. Si ratio fit reciproca fimplex ih fig. 259 s du

cta VB, ut prius, ducatur BI parallcla axi occurrensp,

rectæ RP in I , tum pcr V , & I recta! occurrens re-**

ctæ AB in H, ac demum recta HE parallcla axi oc

cuttens RP in E, eritque E quæfitum punctum . Erit

cnim AB ad AH, five RE, ut RP ad RI . §£*.
- - * * * * obrem

358
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5rem rectângulum fub RP, & RE æquabitur conßan.

ti rectângulo fub AB , & RI , eritque idcirco RE id

ratione reciproca RP , five VR , ut oportebat.Con.

ftructio autem ipfa. oftendet Ez determinati a Pz ad

partem negativam. * * . . _ * - -

7fo. Si tatio fit reciproca duplicata ;, manente im

fx6ofig. 26o VB , fit tIBT curva jani defcripta habens RI

in ratione reciproca fimplici VR , ductaque VIH ,' &c

HE, ut prius , habebitur quæfita RE • Erit enim AB

ad AH, fivc RE, ut RP ad RI, adeoque ob AB con

ftanterh RI in ratione compofita RE . & RP, five

RE directe ut RI, & reciproce ut RP. Eft autem ratio di

tecta RI eadem , ac reciproca, VR , & ratio recipro

ca RP eadém , ác reciproca VR . Qgate erit RE iri

ratione reciproca duplicata VR , ut oportebat . Patet

auteih etiam hic, punctum I> jacens ex parte negati

va deberc iterum reddere punctum Ex ex parte pöfiti

va. Patet etiaim, fi RI fit in ratione reciproca dnpli

cata VR ; obventuram RE in ratione reciproca tripli

&ata , (ed tunc dcbere Iz jacere ex parte pofftiva , &c

Ex tranfire ad partem negativam, atque ita porro que

vis multiplicátio rationis reciproce habebitur per, gra

dus, jacente femper E ex parte pofitiva in numero pa

ri, negativa in impari. • , • ' * ' '. • *• -. • •

71 1. Qgod fi ratio ordinate multiplicata per aliquem

numerum rationalem m debeat effe ' eadem , ac ratio

abfciffae five directa , five reciproca rmultiplicata per a

Fa&ilium quemvis m; id facile praeftari poterit ope curva

262 rùm jam conftructarum . Fiat in fig. 261 axe MN cur

263 va SVT , cujus abfciffae VH fint in ratiene ordinata

rum IH multiplicata per m , ac curva S'VT', cujus

ordinatæ RP fint in ratione abfciffarum VR multipli

cata per m . His femel præparatis per quodvis pun

ctum R agatur recta perpendicularis MN, donec oc

currat curvæ VT* in P, tum PD parallela NM ufque

ad OQ , inde vero DH ad angulum VDH femire

ςtum , quæ occurrat in H rectæ VN, deinde HI paral

kla QQ, donec occúrrat curvae VT in I, ac demum

- per

-.
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per I recta parallela MN, quae occurtet RP in E, &

determinabit quefitum punctum E. Nam erit ob angu

lum VIDH femirectum , & DVH rectum, VH æqualis

VD , five RP. Erit autem VH in ratione IH, five in ra

tione RE multiplicata per m , & PR in ratione VR mul

tiplicata per m. Ergo ratio RE multiplicata per m erit

eadem, ac ratio VR nultiplicata per m , ut oportebat.

' 712. Porro fi m fit numerus impar , & m par , ha

bebitur cafus figuræ 261 ; compofirae cx fig. 252 , &

2 48 , ac Ez jacebit ex parte pofitiva , figura ipfa refe

rcnte cafus reliquos fi. 248, vel 252 : fi fucrit & m , &

m'iii par , habcbitur cafus fig. 262 compofitae ex 249,

8c 252 , ac habebitur Ex ex parte negativa , figura

cxprimente cafus reliquos ipfarum figurarum 249 , &

2 52 ? fi fuerit m par , & m impar 5 habebitur cafus

figuræ 263 compofitae ex 25 I » & 249 , figura ipfa

referente cafus reliquos fig. 25o , nullo cxifténte Eâ ,

quod refpondcat R2 , & refpondentibus R binis E ,

& e . Qgod fi ratio ordinatæ multiplicata per m.

deberet effe æqualis rationi reciprocae abfciffe multi

plicatæ per m , fatis effet arcubus SVT parabolicis

fubftituere crura hyperbolica figurarum 254 , 255 ,

256 , ita ut in figura 26o , 361 , 262 Ri cffet in,

ratione rcciproca abfciffae VR multiplicata per m

& patet , cadcm prorfus conftructionc obtincri in.

tentum.

713. Atque hoc demum pacto conftitui poffünt

9mnes prQrfus curvæ propofitæ tam parabolici , quam

hyperbolici generis , quae quidem egregias , & ütilif

fii::.• proprietates habent potiffimum circa fubtangen

tes , & arearum mgnfuram , quæ in omnibus' ac

curate quadrabiles funt , præter 'unicam Hyperbolam

Conicam rationis fimplicis reciprocae , fed'èarum in

vcftigatio nec ad rem præfentem facit, & multo eft

expeditior ope quantitatum infinitefimarum: interca per

geremus ad confiderationem tranfitus, qui fit e pofitivo

in negativum. $

714. Mirum fanc , quam fibi ubique coftans fit Gco
3}}€t£i2\
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-hmetriapotiffimum in lege continuationis fervanda, cuju$

• vi nihil ufpiám mutatur pcr faltum , aut totum fimul exo

ritur, aut evanefcit 3. fed a quacumque magnitudine ad

aliam quamcumque femper itur per intermedias omnes.

Mullus Loci Geometrici arcus ufpiam abriimipitur , fed

vel in gyrum torquetur, vel iri fe ipfum refleétitur, ut

in fig. 25o iri V; ac vel in fe ipfum redit, ut'in Ellipfi, vel

in infinitum, protenditur ; ut crura hyperbolica; & para

bolica, vel fpiris infinitis circumagitur; aut recedehdo a

pun&o quodam ex altera tantum parte in infinitum, &

èx alterâ accedendo, femper , quin ad ipfum pertingat

ùnquam , & quiri tamen , ufpiam abrumpatuir, ; quod

& illi accidit ; , quam fpirálemi, logârithmicam apel

iant , & cujus naturam alibi perfequemur ; vel demum

binis faltem fpirarum ordinibus recedendo in infinitum,

juod aliae multae fpirales, praeftant: Ac ordinatæ norma

lës, fubriormales, tangentes, anguli tangentiüm cum a

xe, vel cum rc&ta data quavis , vel cum rectâ utcum

<que per eundem Locum Ceometticum, definita; curvatu

ra ipfa , dire£tio curvæ, ac quidvis aliud finc ullo, fal

tu fmutatur femper tranfeundo per qmnes interimedias

quantitates ejufdem generis.

I 71 5. Ea lex omnino fervatur etiam , ubi e Pofitivis

quantitatibus tranfitur ad negativas, qui nimirum tran

fitus non fit per faltum, fed per gradus continuos : Fit

autem is tranfitus duplici modo, nimirum vel tranfeun

do per nihilum, vel pef infinitum: Ac ubi per hihilum tran

fitür , res fane nullam admirationem parit, cum id, quod

d;crefcit, donec evanefcatpenitüs, admodum rerum con

ftitutioni, & naturæ ordini confentaneum fit , ut ali

quando poft, interitum mutetur in oppofitum 3 quemad

modum paullo, füperius numi. 677 vidimus , contingere

in debito , vel in regreffu fluvii . At tranfitus è pofi

tiyo in negativum myfteria quædam fecum trahit, quae

hic evolvenda funt , & quæ `ad Sectionum Conicarum

naturam , & analogiam , ac ad univerfam Locorum

Geometricorum indolem perfpiciendam mirum in mo

dum cQQducunt. Primum autcm ptofcrcmus exempla , .
- - imi

- -- - *• •
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ia quibus, e p9fitivo in negativum fit tranfitus per ni

hilum, ac per infinitum petita etiam e vulgari, Geome

tria; tum alia , quæ ad infinitum pertinent, addemus e

Sectionibus Conicis demonftratis , ac ex, illis ipfis cur

vis, quas hic habuimus ; & ad Hyperbolas , ac Para

! bolas * fublimiores referri diximus adjeétis etiam regu

1is quibufdam pro Locorum, Gcomctricorum transfor

inationibus. . - - . • -

„ 716. Sit in fig. 264 recta indefinita AB , ad centtof,

C extra ipfam , affumpto , concipiatur eirculus NKOQ.

quovis intervallo s. per cujus centrum tranfeat, recta

DE parallela ipfi AB , occurrens circulo in N. ad par

tes A; D ; in O ad partes B, E . Sit autem CH per

„ pendicularis ad AB occurrens ipfi in H , & circulo

, iri K verfus H 3 ac in Q ad partes oppofitas. Tranfeat

, demüm per ipfum centrum C re&ta indefinita FG; que

, &irculo öccurrat in püncto L ad partes F , & M 'ai

I, partes G, rectæ vero AB, in P , atque ea recta conci

, piatur motu continuo delata in gyrum circa centrum

$ illud C immotum ordine NKOQ . Minuetur primo

Â

64

HP, accedente L ad K, & evanefcet: tum abeunte L

iii arcum KO in L', mutabit HP' directionem*, adeo

; que poft trahfitum per nihilum in H mutabitur e po

fitiva in negativam , vel viceverfa . Pergat FG con

j vecti , &. Ptinctum P' perpetuo recedet .ab. H, aucta

perpetuo HP' per omnes fihitarum magnitudinum gra

„ du$ in infinitur, , donec L' abeat in Ö, quo cafu in
g. terfectio P'in illo infiniti quodam velutimmenfo pelago

$. qüodammodo abforpta nufquam jam erit. Nam rectâ G'F'

congruet cüm DE parallela rectæ AB , adeoque cum

;; ipfa AB nufquam concurret , licét in infinitum produ

:& catur . Verum utcumque parum inde removeatur ita ,

$ ut abeat L' in M , & M' in L 3 ftatim P', quod poft

; difceffùm in infinitum dclitucrat eo. unico momento

â témporis , quo L' erat in O , jam invenitur ex parte

β oppofita in P, ac , fi finitas tantummodo quantitates

;' contemplemur » mutata eft HP' , in HP habentem di

rectioncm contrariam . Ninjirum ętiam in tranfitu

[ püncti
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Puncti P per infinitum abit ipfa HP' e negativa in po;

fitivam , vel viceverfa.

' 717. Is tranfitus puncti P per infinitum ex una pla.

ga in plagam oppofitam videtur fieri motu prorfus&on.

tinuo, tanquam fi recta infinita HB, in infinita illa

diftantia connecteretur quodammodo cum recta infini.'

ta HA . Nullo cnim tempore continuo deeft locus

aliquis punctis P, præter momentum illud, quo L'eß

in O, ac affignato quovis momento temporis, utcum.

que parum diftante a momento illo quo`L' eft in O,

affignari femper poteft locus puncti PT, qui idcirco cô

folo momento temporis in infinito delitefcit . In ipfo'

vero motu continuo recta GF vertit quodammodo to

tum fpatium conclufum parallclis CE , HB, ita , ut

nullum fit punctum utcumque proximum rectæ CE ,

utcumque, remotum a recta CH s per quod aliquan

do non tranfeat , quod ipfüm accidet rectæ CG ref.

pectu fpatii DCHA , ubi punctum M' percurret ar

cum NK , motu fcilicet fempcr continuo , & nuf

quam interrupto. - -

718. lllud unicum eft difcrimen inter tranfitum re

etæ HP' per nihilum , & per infinitum , quod nimi

rum in primo cafu in ipfo tranfitu ipfa quiidem. HP.

jam nulla fit, punctum vero P habcatur in H; in fe

cundo punctum P in illo immenfo infiniti pelago ve

hut demerfum nufquam jam fit , ipfa autem HP' ha

beatur , & quidem infinita , nifi forte infinitüm im

pofibile fit , qua de re paulo inferius . Illud interea

generaliter notari poteft , nihilum , & infinitum abfo

lutum in extenfione ita inter fe connecti , ut quotief

cumque in aliqua proportione geometrica bini termini

finiti maneant , qui vel fimul medii fint , vel fimul

extremai , fi reliquorum alter evanefcat , debeat alter e

vadere abfolute infinitus, & viceverfa, quod etiam hîc

manifeftum fit , fi ducatur L'Z perpendicularis ad KQ 5

erit enim CZ ad ZL', ut CH ad HP', ac abeunte L*

in O evanefcit CZ, & remanent finitæ CH , & ZL',
fcd hac de re occurret iterum ferimo, - •

7 É $a.
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;

}

, 719. Cæterum quod punctum P motu quodam con^

tinuo tranfeat per infinitum 5 & illud ipfum , quod

ex altera parte demerfum fuerat in infinito , & obru

tum , regrediatur ex parte oppofita , videtur erui et

iam ex folutione problematis , quo quæratur in figu

ra 265 , tertia CP continue proportionalis poft binasFaé3 .

CM , GO datas . Si enim centro C intervallo ma

joris CO defcribatur circulus , cui occurrat in I re

ctæ Ml perpendicularis ad CO , ducatutque per I tan

gens infinita GF , occurrens rectæ AB alicubi in P ,

erit ex circuli natura CP tertia proportionalis quæfi

3a ; ubi interea notetur & illud , licet ejufmodi recta

in binis punctis I circulo occurrat , unicam tarnen CP

refpondere , unico puncto M , & eandem ab utroque

I exhiberi idcirco , quod cum etiam ob anguluum rectum

CIPfit CM ad MI üt MI ad MP ; ubi pro MI poßti

va, fumatur eadem negativâ , manente directionc pri

mi termini CM , & ea mutata in bifiis terminis pro

portionis quatuor terminorum CM , MI , MI, MP ,

debet manere etiam directio quarti termini CP; adeo

que ubi MI poft tranfitum puncti I per O redeat ad

magnitudinem eandem , licet oppofitam directionem ac

quirat , debet redire eadem & magnitudo , & pofi

tio rectæ MP, & locus puncti P effe idem. Sed hoc

ad tranfitum per infinitum non pertinet.

72o. Pro ipfo tranfitu per infinitum confiderando 3 ;

recta CO utrinque in infiniturn producatur in A , &

B s ac circulo iterum occürrat in N , recta vero ipfi

NO perpendicularis per C ducta occurrat circulo QΩ,

& per utrunque QJfit tangans DE indefinitè producta.

Concipiatur jam pünctum M motu continuo delatuum :

ab O ad N ita , ut fuperato centro C , abeat in M'.

Punctum I tránsferetur per Q in I , tangens GF per

DE, inG'F, punctum vero P per infinitum recedens ex

parte B regredietur cx ipfo infinito ex parte A . Ip

fum quidem in ipfo appulfu puncti M ad C , infi

nitu veluti obrutum, nuifquam erit ; tangens enim DE

Parcllela AB nufquam ipfi AB occurret; at utcumque

Befcowich , Tom, ///. S pa
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parum diftet M a C , crit omnino alicubi ex parte

altera B , vel A. Porro in eo motu pun&ta M , &

I femper intucri licet, quae dum per Q , &C tranfeunt,

tranfeunt illa quidem motu continuo, nec omnino mu

tantur, fed porro pergunt. Punétum igitur P , quod

iis femper refpondet , quod fempcr mentis acie ' fal

tem intueri poffumus extra unicum infiniti cafum ,

videtur , in illo unico infiniti cafu in infinito ipfa

quodammodo delituiffe , non intcriiffe , nec mutatum

cfse , dum in illo cafu unico in infinito delituit quo

dammodo , fed ex plaga contraria rediifse idem , a

deoque in illis plagis contrariis videntur quodammo

do conneéti reëtæ CB, CAnexu quodam noftrae men

ti impervio , fcd qui , nifi infinitum repugnet , omni

no haberi dcbcat. Porro nove CM' refpondet ipfa no

ya CP' ex parte oppofita , quia ex quatuor proportio

nalibus CM, CO, CO, CP, mutata directione unius

CM, ac mane ntibus CO , debuit mutari & poftremae

CP direáio, ac fi pro CO fumatur CN, & fiant CM'.

CN , CN, CP' proportionales , mutatis primis tri

bus, mutari debet, & quartus terminus, cum (n.8688)

mutationum numerus inpar , inducat mutationem in

Ε per præcedentes dcterminato par vero ipfum

:etineat. · · · - -

72 1. Porro ipfa haec rfiira continuatio , in transla

tione punéti per infinitum ad plagas prorfus contra

rias , & mcnti noftrae impcrvius infiniti nexus pluri

mis aliis exemplis e Geometriâ petitis confirmatur ,

ubi nimirum, quae cum punéto in infinitum recedente

ita, ut nufquam jam fit, conne£tuntur , mutari cerni

xmus motu continuo , & oculis ipfis fubjecta, ac quo

dammodo velut devincta retinemus , ne in tranfitu pet

nihilum fugiant , & mutentur. Unum ex hujufmodi

exemplis hîc proferemus, in quo quidem omnino vi

debitur demonftrari immediatus ille tranfitus , & infi

úiti nexus sae patebit , reétam lincam haberi debere

pro circulo , cujus radius fit infinitus , & cujus cen

trum in infiúita illa diftantia , quodammodo velut ob
, . * * • • • •: : . . : a •* • • • • • • T • • • r!.tu:n
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rutum delitefcat, ac deinde ex parte oppofita regredia

tur . Ubi autem ex eo plures fruétus perceperimus ,

progrediemur ad illuftrandam ejus ope continuationis

legêm , & multa, qug ad cufpidcs , atque ad infinita
cùrvarum crura pertinent , evolvemus . Multo autem

plura in ipfis Se&ionum Conicarum proprietatibus oc
çurrent ex hoc miro , & noftræ menti prorfus imper

vio infiniti nexu in plagis oppofitis derivata ubi etiam

dum earum natura , & analogia evolvitur, myfteria

quedam fe Prodent, que mentem altius defixam , ac

geometricis meditationibus initiatam incredibili fanc

voluptate perfundatur.

722. Concipiatur in ipfa fig. 264 radio PH circulusF264

occurrens ipfi AB præterea in R. Moveatur jam , ut

prius, punétum L per arcum NKOQ , & mentis acies

defigatur in mutationes omnes , que interea accident

ipfi circulo , tum quod ad magnitudinem , tum quod

ad direétionem pertinet curvaturc . Curvatura qui

dem circuli & eft minor , quo radius eft major ;

eo enim magis ejufdem longitudinis arcus ad reétam

accedit lineam , quo e majore abfcinditur circulo ,

quam ob caufam putei fuperficies , que ex ingenti

totius Tclluris fphæra defumitur , fenfibus apparet

prorfus plana : atque idcirco circuli curvatura aefti

mari folet ita , ut fit in ratione reciproca fimplici ra

diorum.
-

723. Dum igitnr punétum L accedit ad K ultra' quof

cumque limites , minuitur radius HP pariter ultra li

mites quofcumque » & ultra quofcumque limites auge

tur curvatura . Apellente L' ad K , appellit P ad H ,

evanefcit radius HP , evanefcit circulus , poftquam

per omnes finitarum magnitudinum gradus decreve

runt ; curvatura autem ipfîus circuli per omnes pari

ter finitarum magnitudinum gradus au&ta infinita effe

deberet in eo cafu , ut in fig. 265 reéta CP recipro

ca CM infinita evadere debuit , in ipfo velut interi

tu reétae {LM evanefcentis . Tranfeunte L in L', jam

tcrum radus HP', ac circulus per omnes itidem fini

\«. S 2 taIulll



• 54 DE TRANSFORM AT I ON E

tarum magnitudinum gradus crefcunt , curvatur vet6

minuitur ; at curvatura ipfa jam oppofitarh direétionemi

acquifivit , & quae cavitas prius refpiciebat plagam A

in infinitum extenfam , jam plagam B refpicit exten

fam pariter in infinitum ad partes contrarias . Habe

mus igitur jam , curvaturam in tranfitu quodam per

infinitum dire&ionem mutaffe motu continuo, & poft

quam cavitas quibufdam velut hiantibus oculis plagam

A afpe&taverat » utut motu continuo pergens , ipfos o

culos jam ad plagam B converfos habet . Verum hic

quidem curvatura ipfa ad illam infiniti magnitudinem

videtur acceffiffe ultra quofcumque limites 3 at eam ne

quaquam attigiffe , nifi in ipfo punóto , quod parti

bus, & flexu caret, quandam velut infinitam curvatu

ram animo confingamus.

724. Pergat jam moveri L' verfus O : perget augeri

circulis radius , & ipfe circulus, ac per omnes magni

tudinum finitarum gradus excrefcent in infiriitum . In

terea vero curvatura circuli decrefcet pariter ultra quo

fcumque limites , & peripheria ad re&am CH utrin

* que in infinitum produ&am in S , & T accedet pati

ter ultra quofcumque, limites ita , ut nullum fit pun

<tum V ejufdem re&tæ in quacumque diftantia ab H

affumptum , ad quod ea Peripheria aliquando non ac

cedat ultra quofcumque limites diftantiequofcurnq; VI' ut

cumque parvæ. Ubicumque enim affumatur pun&tumI'

extrare&am ST , femper inveniri poterit locus centri P'

in reéta AB ejufmodi, ut peripheria per ipfum tranfear.Satis

ctit rectam HI ducere, tum ad I'conftituere angulum HI'X

aequalem angulo l'HB, & re&ta I'X debebit re&tæ HB

occurrere alicubi ob angulos 1'HB, HI'X fimul mino

res duobus rectis ; ac ob eorum angulorum æqualita

i£im debcbit ibidem triangulum conftituere ifofcélium :

a£ Proinde ubi ad eum occurfum devenerit P' tranfi

$it P£ripheria per I' , & eo tranfgreffo , peripheria ip

fa adhuc ad V accedet propius .TQgod quiäem cuim

verum Qmnino fit de quovis punctoTI utcumque pro=

ximo cuivis Pun£to V rectæ ST : peripheria ipfa mo

£υ
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:

:

tu continuo verret quodammodo , ac velut perradet

omne fpatium planum , quod a recta ST in infinitum

protenditur ad partes B' ita , ut nullum fit, punctum

&jus infiniti fpatii , ad quod aliquando peripheria non

pertingat; dum L' percurrit arcum KO , nullum , ad

çuod iterum redeat, fed affigmatio quovis punéto ejus

fpatii , ubicumque pofito, affignari femper poffit locus

centri P' ipfi refpondens in reéta HB , & punóti L'lo

cus in arcu KO, ac utrolibet ex his affignato, affigna

ri pariter poffint omnia fuperficiei punéta , per quae

tum tranfit ipfa* peripheria.

<725. Abeunte L' in O , pun&um P' infinito obru

tum , nufquam erit , at abeunte L' in arcum OQ , &

P ex parte oppofita emergente ex infinito, jam circu

lum habebimus cum directione curvaturae oppofita, ja

centem penitus ad plagam a priore prorfus àverfam re

fpectu rectæ ST , Radius, & circulus decrefcent per o

mnes fiaitarum magnitudinum gradus , curvatura cre

fcet , arcus autem eodem ordine verret , ac perradet

omne fpatium , quod ab ipfa recta ST porrigitur in

infinitum ad partes A ita , ut per quodvis pun&tum I

ejufdem fpatii tranfeat aliquando , donec, abeunte de

mum L' in Q_ , recidat iterum P in H, ac eadem phe

nomenorum feries exordiatur. -
-

726. Jam, vero quinam futurus eft peripheriæ ftatus

in ipfo appulfu L ad O , in quo punctum P' ita in

infinitum receffit , ut nufquam jam efset? Debuit fane

congruere cum ipfa recta ST in infinitum producta .

Consipiantur enim omnes infiniti ftatus punctorum P',

& L' , ac omnes pariter infiniti ftatus peripheriæ cir

ca punctum H . Cuivis ex illis refpondere debet ali

quis ex his. Nullus autem ipfius peripheriae ftatus ha

betur extra rectam ST , cui non refpondeat altera ex

parte rectæ ST fuus ftatus punctorumî L' P', nec ul

lus eft puncti L ftatus in arcu KO Q. extra O , cui

non refpondeat aliquis ftatus puncti P in recta infini

ta AB , & aliquis peripheriæ ftatus hinc , vel inde

a recta ST . Qgare pro appulfu puncti L' ad O, gi
S 3 FC1
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refpóndet cafus ille puncti P' in immenfam iliam iri

finiti abyfsuin, atque voraginem velut demerfi , ille u

nicus ftatus peripheriæ relinquitur, nimirum congruen

tia cum recta ST. Quoniam peripheria circa H umii- ,

verfam aream perradit ex parte B motu continuo , &

in illo tranfitu L' per O abiit ad plagam oppofitam ;p.

profecto debuit in ipfo appulfu L' ad O : tranfire per

rectam ipfam , nec a punctis I' ad puncta I tranfilire.

potuit, nifi tranfeundo per puncta V. - -

727. Inde autem duplici via nexus ille infiniti vi

detur erui : primo quidem , quia recta ipfa infinita

ST debet confiderari tanquam circulus quidam infini

tus , cujus centrum fit in infinita quadam diftantia ; '

five ex parte B , five ex parte A , quæ partes in ip

fe infinito copulentur quodammodo , & conjungan

gut, ut ipfa circuli peripheria ab H verfus T digrefsa ad

ipfum H ex parte S redeat quodammodo ductu conti- *

huo , nec ufquam abrupto. Secundo vero, quia ut pe

ripheria illa eadem circa H , ex parte SBT tranfiit mo

tu quodam continuo ad partem SAT, nec in ipfo tran

fitu eft mutata, fed fe explicavit quodammodo , & fi

ne faltu ullo in rectam abiit , ac deinde in contrariam

partem fe ßexit, ita & illud ejus centrum P' videtur

idem itidem manfifse , nee in illo tranfitu per infini

tum commutatum efse. -

728. Atque hinc quidem hceret jam ad Conicarumi

Sectionum analogiam quandam confiderandam migrare,

fed quo plenius intelligatur resipfa, addenda quaedam ,

quæ pertinent ad regrefsum puncti cujufpiam motucon- '

tinuo delati a finitis quibufdam limitibus , & ab ipfo

'infinito , quæ ad continuitatem Locorum Geometrico

rum intimius cognofcendam conducunt , & cum his ,

de quibus agimus, nexus habent arctiffimos.

729. In primis ubi quæpiam quantitas perpetuo de

crefcit » ac demum evanefcit coeuntibus binis illis li

niitibus • quibus terminabatur , ut, ubi de lineis agi

tur , tinis punctis ; aliquando quidem in contrariam

inutaiur • & in negativam abit , motum fuum profe

- quénte
-^

-
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quente altero ejus limite , vel utroque , fi uterque $i-

riies fit mobilis, quod in exemplis contigit huc ufquè

allatis; aliquando vero retro regreditur , & cum eadeiu

directione iterum crefcit ex parte pofitiva, limitibns il

lis ipfis, vel eorum altero , fi alter immotus manet,

retrò curfum reflectentibus , unde advenerant . Eodem

vero pacto etiám ubi quantitas excrefcit in infinitum ,

aliquando quidem ejus limes ex infinito regreditur ex

te oppofita, ut pariter in exemplis huc ufque alla

tis contigit, aliquando vero ex eadem itidem parte in

finiti redit retro, quo pacto quantitatis ipfius directio

non mutatur. Rcrn itidem excmplis e fimplici Geome

tria petitis illuftrabimus. •

, 73o. In fig. 264. vidimus , HP mutare directionem

tam ubi in appülfu L ad K , vel Q evanefcit , quam

übi in appulfu ad O , vel N tranfit per infinitum .

ìd quidem femper accidet , ubicumque af$umatur C

intra, circulum , ducta per ipfum punctum C recta

PNOE , & excurfente puncto L motu continuo per .

circuli peripheriam . At fi , ut in fig. 366 , punctump , 34

C. afsumatur extra circulum ita , ut e binis tangen

tibus ex ipfo ductis ad circulum ipfum altera CQ fit

parallela AB , quæ producatur indefinite in DE , alte

fa fit CK, quae ipfam AB fecet in H , ac punctum L

ipfius circuli peripberiam percurrat omnem motu coa

tlnuo , & recta GF per ipfum, ac per C tr*nfeat fem

per interfectio illa P ofcillabit quodámmodo inter ni

hilum , & infinitum , retro ex utroque limite regre

diens fine direétionis mutatione . Si enim in arcu .

circuli inter Q ; K ad partes C ponatur I , ad par

tes vero contrarias R, & pun&um L per arcum QßK

excurrat verfus K motu continuo , minuetur HP: eo

appellente ad K , ipfa HP evanefcet ; eo abeunte in

£' in arcum KIQ , iterüm P regredietur , & HP cre

fcet eadem directione , qua prius , ac per omnes ma

gnitudinum finitarum gradus interjacentes inter nihi

ium , & infinitum , evádet demuni abfolute infinita ,

ubi L' appcllit ad Q. , quo abeunte in L in arcum

S 4 Qçiç,
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QRK, iterum P retro redibit ex infinito ex eadempla:

ga fine tranfitu ad dire&tionem oppofitam, ac decrefcet

per omnes magnitudinum earundem gradus ab infinito

ufque ad nihilum , & ad ipfum nihilum appellet , ut

prius , in ipfo appulfu L ad K.

73 I. Haec autem ipfa videre eft in illis Parabola

rum, acHyPerbolarum generibus, de quibus a nu. 694

egimus, ubi Parabolæ oftendent binos hofce cafu per ni.

hilum; Hyperbolæ vero in tranfitu per infinitum. Nam

F:48in fig. 249, ubi pun&tum P per arcum TVS motu con

24$ tinuo excurrat, minuitur tam abfciffa VR , quam or

•;o dinata RP ultra quofcurpque limites, evanefcunt in ip

fo appulfu ad V , tum abeunte P in P2 crefcit utraque

ex parte oppofita , direétionem mutata in ipfo tranfi

tu per nihilum . In fig. 248 in tranfitu per nihilum in

V mutat quidem dire&tionem abfciffaVR abiens in VR a.

fed ordinata RP non mutat , quæ nimirum retro re

F.;4grcditur in RsPx. In fig. 25o e contrario , abeunte P

j£ áíciira'vk'rétro regreditur. At in fig. 334 fi fàâ
* 5

per V in p , ordinata RP mutat direétionem in Rp s

quædam parallela QQ moveatur motu continuo dire

ctione NM, excrefcit ordinata RP in infinitum , per

quod tranfit in ipfo appulfu R ad V, tum abeunte R in

R2 ; mutat dire&tionem, & abfciffa VR delata in VR3

tranfgreffa nihilum , & ordinata RP in R2P2 tranfgref

fa infinitum , ubi punctum P a crure Pt tranfit motu

quodam continuo ad crus *P». quafi illa infinita cru

ra in illa infinita diftantia licet vergente ad partes op

pofitas, inter fe quodammodo conne&terentur, & conti

nuarentur. At in fig. 255 abit quiderm abfciffa VR in.

VR2 per nihilum directione mutat, at ordinata RPdire.

ctionem fuam retinet in R2P2 , quo cafu crus Pt cum cru-,

re *P2 continuatur quodammodo in illo infinito., ex quo

ex eadcm plaga O regreditur. In fig. 256, arcus Pt Gum

arcu vp continuatur quodammodo in illa infinita diftantia

oppofita, & abfciffa quidem VR. retro regreditur c nihilo

grdinata vero RP in motu punéti P per Ptsp tranf

grcffo infiaito mutatur , & oppofitam dircctionem a«-

- quirit,
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quirit . Porro in hoc cafu continuari arcum Pt cum

sp in illis plagis oppofitis , colligitur ex eo , quod fi

per B agatur re&a infinita IH occurrens cruri Pt ia

in P , tum convertatur , ut angulo ABH evanefcente

congruat cum direétione BA 3.& fiat parallcla reétae

oO , tum pergat ulterius in I'H'» pun&um P, peragra

to toto arcu infinito Pt » ex parte oppofita regredictur

per sp in P -.

732. In his quidem exemplis habuimus mutationem

& abfciffae , & ordinatae in fig. 249 , & 254 ; mu

tationem abfciffae , & regreffum ordinatæ a nihilo ,

vel infinito in fig. 248, & 255 ; regreffum abfciffae , &

mutationem ordinatæ in fig. 25o , &c 256 . Nulla ex '

curvis ejus generis exbibet regreffum utriufque tam ab

fciffae , quam ordinatae , ac cufpides quidem , quæ ibi

occurrunt , habcnt binos arcus pofitos hinc , & inde a

communi tangente , & crura afymptotica, fi regrediun

tur ex eadem parte infiniti, jacent pariter hinc, & in

de ab afymptoto. Sed facile eft , curvas invenire harum

ope , in quibus uterque arcus jaceat ad candem tan

gentis partem , ac utrumque crus ad eandem partem

afymptori, regrediatur autem abfciffa e nihilo , ac or

dinata five e nihilo, five ex infinito.

733. Sit in fig. 267 cufpis DOD ejufdem generis F267

ac in 25o » vel 253 , in qua tangens OA jaceat inter

binos arcus OD , OD'. Affumpta AV. ad arbitrium

ducatur re&ta MN in quovis angulo finito cum OA ,

quæ occurrat reétæ OA in A, captoque in eadem re

¢ta fegmento AV ad arbitrium , ducãtur VO indefini

ta , ac per quodvis ejus punétum E recta EL parallela

MN, quæ occurrat curvæ D'OD in I', I, re&aeOA in

F, ac in ipfa EL capiatur EP tertia poft VE, EI, & EP'

tertia poft VE, EI' in eadem direétione, in quajacent EI,

EI', nifi dire£tip× VE mutata, cogat mutare dire&ioncm

ipfius EP, vel EP', & punéta P, P' erunt ad novamcu

fpidem TOS , cujus tångens erit ipfa illa reéta VO ita,

ututerque arcusOT, OSjaceat ad eandem partem tangen

iis ipfius • Nam accedente E ad O ultra quofcumque

limites,
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iimites , decrefcit etiam EF , adeoque tam EI , quam

El' ultrâ quofcümque limites. Quamobrem EP, & EP.

decrefcent ültra quofcumque lifmites etiam refpe&u ip.

farum EI, EI', ädeoque refpeétu EF , & refpeétu EÖ

habentis ad EF rationem finitam ; unde fit , ut re&a

per O , & P , vel P' duéta accedat ad OV ultra quo

fcumque limites, quæ idcirco pun&tis P, P' abeuntibus

in O fimul fiet tangens, & recidet in reétam VO : ja.

cebit autem tam EP , - quam EP in direétione eadém

prope cufpidem , cum EI, ET in eadem direétione ja

Ccant .

Fa&g. 734. At in fig. 268 fint bina crura afymptotica ID,

r

IT)' hinc, & inde ab eadem afyiaptoto AB, ut in fig.

a55 , & 256 ab iifdem VO, VN. Secet ipfam ABque

vis MN in A , &. hanc in V fecet OQ parallela ipfi

afymptoto AB. Du&ta vero reóta EL, ut prius; fiat pa

riter EP, vel EP tertia poft VE, EI, vel El', & pun

6ta P, P' erunt ad alia bina crura Tt , S* , quæ ha

bebunt pro communi afymptoto reétam VO , fed jace- .

bunt adeamdem partem refpe&u ipfius. Crefcente enim

VE in infinitum, accedunt EI, EI' in infinitum ad EF

aequalem datæ VA. Quamobrem EP , EP tertiae poft

VE, & EF decrefcunt in infinitum , & crus utrumque

accedit ad VO ultra quofcumque limites, quam idcirco

habet pro afymptoto. Quoniam vero rectæ EI , Ei'

eanderii dire&tionem habent ; habebunt eandem etiam

EP, EP, & ramus uterque jacebit ad eandem partem

afymptoti. ' ' . . . .

.,735. Porro in utraque conftru&ione facile admodum

inveniuntur püncta H, H', in quibus nova curva prio

rem fecat. Ea determinabuntur a reéta fecante bifariam

ángulum OVN. Si enim hæc reéta occurrat reétæ EL .

ia L: patet ob angulum ELV æqualem alterno LVN ,

adeoque etiam angulo EVL , fore EL æqualem EV ,

adeoque EP, vel EP' tertiarn poft EL, EI, vel EI'fore

niinorem , èqualem , vel raajórem refpeétu EI , prout

fuerit EI refpéctu EL. Quare ubi L congruet cum I >.

vel l' ia H, vel H', ibi cum iifdem congruet etiam'

P, vef
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p, vel P. Sed hæc ad rem præfentem nullius funt u

fjs. Illud autem huc pertinet , quod in fig. 267 fi ha

beatur pro abfciffa OE , pro ordinata EP s EP' vel et

iam EI, EI', excurrente P, vel I per arcum TPOPS ,

vel DIOI'D', regreditur fimul e nihilo tam abfciffa OE,

quam ordinata EP, vel EI, manente eadem direétione

etiam in EP', vel EI'. At in fig. 268 , fi ducantur or

dinatæ PR, PR'parallelæ reétæ OV, abeunte P per crus

Tt in infinitum, ac redeunte per *P'S ex infinito, tam

abfcifTa VR retro regredietur per VR'.e nihilo, quam

ordinata. RP per R*P' ex infinito. . -

% 36. At hujufmodi curvam , quæ bina crura afym

ptotica habcat ad eandem afymptoti partem , & quae

idcirco eandem illum regreffum exhibere poßit utriuf

que, nimirum tam abfciffae , quam ordinatæ, admodum

facile eft conftruere etiam in fig. 266. Satis ef} ibidem

reétam CP producere ita , ut PO, PQ fint æqualesip-Fagg

fis- CL, CL', & omnia punéta O , O' crunt ad cur

vam SO'MOT, quæ continget in M reétam CH pro

duéta ita , ut fit HM æqualis tangenti CK , habebit

vero bina crura OS, OT in infinitum tendentia ab ea

dem parte rectæ HA , quae erit afymptotus utriufque .

Du&is enim CV , ON , O'N' perpendiculis in ipfam

AH, erit CP ad PO, vel PO' , nimirum ad CL , vel

CL', ut CV ad ON, vel O'N'.. Qgare auéto in infi

tum primo termino CP in acccffu L, vel L' ad Q, &

manentibus finitis CV, CL, vel CL', dcbebit ON, vel

O'N' decrefcere ultra quofcumque limites, & cumCL,

CL' ambæ directionem habeant femper eandem ; ean

dem pariter dire&ionem habebunt femper & PO, PO,

utroque punóto O jacente ad eandem partem reétæ AH.

Abeuntibus autem L, & L' in K, patet O, & O' de

bere abire in M; unde illud confequi patet, reétam ni

mirum FG evadere tangentem curvæ TMS.

737. His fufius aliquanto expofitis licebit jam inde

sftiere continuitatem quandam in ipfis Sectionibus Co

“'Sis, quæ in Hyperbola fit cum tranfitu per infinitum

* Patûs oppofitás, in Parabola vero cum regreffu. In

fig. 269
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f269fig. 269 fint inter afymptotos MCm , NCm bini rami

ejufdem Hyperbolæ SDT , sdt, ac recta quædam infi

nita R8 tranfiens per ejus punctum D ipfi iterum oc

currat in P , & eirca ipfum D motu continuo con

vertatur , donec integram converfionem abfolvat : ja

ceat autem PI in crure DS , per quod ita excurret,

ut A1B1 evadente in A2B2 parallela afymptoto Mm ,

nufquam jam fit , fed crure toto peragrate in infini

so illo quodammodo delitefcat : abeunte A2B2 in A3

3B3 jam punctum P emerget in P3 ex diftantia infinirâ

oppofita in crure *, ac motu continuato per A4B4 pe-,

ragrabit P4 totum crus e, donec facta A5B5 parallela

afymptoto Nm , iterum nufquam fit: pergente vero re-.

cta in A6B6 regredietur ex infinito ex parte oppofi

ta per crus T , quod percurret totum , donec reci

dat in D , facta A7B7 tangente . Atque hoc quidem

pacto , ubi recta AB dimidiam converfionem abfolve

rit motu continuo, Punctum itidem P motu continuo

percurret utcumque Hyperbolæ ramum , & Hyperbola.

ipfa habenda erit pro curva quadam continua , quae.

quodammodo in orbem redeat etiam ipfa , & in infi

nitis illis oppofitis diftantiis quodammodo veluti con

jugatur, connectaturque, crure t conjuncto cum T , &

s cum S. Ductus autem ejus continuus eft DPIS (im

fimitum ) *P3P4t (imfimitum) TP6D. /

738. Quod fi punctum D affumatur intra Hyperbo

læ ramum ubicumque recta binas femper habebit in

terfectiones cum ejus perimetro juxta num. 284, dem

pto cafu , quo evadat afymptotis parallela , quo ca

fu altera ex interfectionibus in infinitum abibit , &

nufquam jam erit ; femper autem ex infinito redibit

ex parte oppofita ; unde confequitur etiam illud » mu

tari femper rectam DP e pofitiva in negativam in

quovis tranfitu puncti P ex altero ramo in alterum.

Sic DPI jacet directione DAI , fed DP3 poft tranfi

tum per infinitum contrarium directionem habet DB3

quam habet etiam DP4 ; at iterum fuperato infinito

P6 jacct ad Partes A6. Quare fi qua recta digreffa a

dato

i

!
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äato puncto , & terminata ad alterum ramum ha

teatur pro pofitiva 5 ubi ad ramum alterum terminabi

tur , habenda erit pro negativa . Chorda quoque

quævis , quae ad eundem ramum terminabatur , fi

terminetur ad utrumque , e pofitiva tranfibit in ne*

gativam.
-

-

739. Hinc autem etiam » fi concipiatur Hyperbolæ

ordinata Pp in fig. I I poft receffùm puncti R in infi

nitum regreffumque per R' ex parte oppofita regrediens

per Pp', pcrmutabuntur puncta P, p in p', P'ita, ut

exiftente P in latere dextro, fit P' in finiftro , & vi

ceverfa p e latere finiftro tranfeat in p' in latus dex

terum , mutata itidem ipfius chordæ Pp directione in

contrariam in PP', eaque ipfa e pofitiva migrante in

negativam, vel viceverfa.

74o. At in Parabola longe alio modo fe rcs ha

Bet . Habetur nimirum regreffus ex infinito in recta

DP in fig. 27o. Si enim per punctum quodvis perime-p. f f

tri D tranfeat recta AIBI s & occurrat ipfi perimetro

iterum in PI » tum moveatur ita , ut accedat ad po

fitionem parallelam axi ; recedet P1 ultra quofcumque

Íimites per crus DS , & femper alicubi exiftet , do

nec AB fiat in A2B2 parallela axi , quo cafu juxta

num. 149 ipfum P nufquam jam erit : at progrediente

recta ipfa in A3b3 , ftatim habebitur P3 in crureTD ,

<quod punctum percurret totum id crus, donec in idem

punctum D, ex quo fuerat digreffum , recidat ubi AB

evaferit tangens in A4B4. Hic igitur DP, ubi in DP r

in infinitum excreverit , retro redibit in DP3 cum di

rectione eadem. Erit autem Parabola etiam ipfa curva

quædam continua in fe quodammodo rediens hoc or

dine DPIS ( infinitum ) TP3D.

741. Hic autem mirus itidem videtur nexus cru

rum S , & T in infinita licet diftaatia a fe invicem

fe conjungentium quodammodo . Recedunt illa juxta

num. 77. & ab axe , & a fe invicema ultra quofcum

que limites : at ut in Hyperbola binorum ramo

*um crura continuabantur in illa infiaita oppofita di
a. ftantia
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ftantia, ita hic continuantur quodammedo crura S , T

in diftantiis oppofitis. Si nimirum D fit vertex axis

DAz; & concipiatur ordinata PIP3 , quae abeunte R.

in infinitum , & regreffo inde regrediatur cum ipfo ;

pun&ta ipfa Pi , P3 non regredientur , fed PI tranG

bit in P3 , & P3 in Pi tranfgreffo infinito, in quo&

ordinara ipfa in infiniturn excrefcens continuatur quo

dammodo, & crura S , T continuantur. Hiatus vero

ille intcr bina crura S , T licet excrefcens in infini.

tum confidcrandus crit tanquam punétum quoddam in

finitæ pcripheriæ infiniti circuli defcripti faéto centro.

in vertice D. Utcumque enim cxiguus angulus fiat

AIDAx, femper (num. 286) re&a A1B1 occurret ite

rum alicubi in PI cruri parabolico, & ultra ipfum ex

curret. Si nimirum facto centro in D, affumpto radio

quovis , de fcribatur circulus occurrens re&is , AID,

AzD, A3D in Hi , Hx , H3, utcumque exiguus fit ar

cus H1H2, femper punétum A1 excurret ultra Parabo

lae ramum, ut pariter utcumque exiguus fit arcusH2H3 ,

excurret A3 ultra ipfum ramum. Quare fi fumatur ar

cus H 1Hz in quavis utcumque exigua ratione ad to

tam fui circuli peripheriam , in circulo, qui concipiatur

defcriptus radio DA fuperante chordam DP, adhuc mi

norem rationcm habebit arcus interceptus cruribus ST,

cum eam habere debcat arcus interceptus reétis P1A*,

P3A3 . Quare in circulo infinito ea ratio debebit effe

prorfus nulla , ita , ut arcus interceptus ipfis cruribus

nec habeat unum gradum illius circuli, nec unum mi

nutum, nec unum fecundum, & ita porro, fcd haberi

debeat refpe&tu ipfius prorfus ut punétum quoddam ,

quod illi ideæ continuitatis crurum ST magis etiam fa

vet, & videtur excludere faltum quemdam infinitum e

crure S ad T. in illo continuato motu pun&i , P pera

grantis ramum omnem Parabolæ , qui quodammodo.

redeat in fe ipfum.

742. Porro eadem continuatio , & nexus crurum ,

ac regreffus curvæ in fe ipfam ope infiniti habetur et

iam in curvis rcliquis, de quibus hic egim.us, five para

boli

/

l
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bolici generis fint , five hyperbolici . In primis in fig.

248 , & 249 , quodvis ParabQlarum genus in orbemF248

redit hoc ordine , VPT ( infinitum ), SP×V , & in 249

fig. 25o VPT ( iafinitum ) SPV. Id patebit , fi con- 2go

cipiatur re&ta indefinita tranfiens per P, &V. Si enim `

ea moveatur circa V , & difcedens a pofitione MN

convertatur , doncc deveniat prius ad pofitionem QΩ,

tum ad NM , pun&um P pcrcurret prius totum crus

VT, ex quo motu continuo tranfibit ad crus SV, quod

percurret , crurc T connexo quodammodo cum crure

S in illa infinita diftantia . In ramis pariter Hypcrbo

licis in fig. 254, 255 , 256, fcmper habebitur conti

nuatio crurum t, s, ac T, S in infinita diftantia, & 254

du&tus curvæ continuus habebitur per BT ( infimitum) É

:
i

SP2* ( infiniuum ) tPB, ac in fig. 254 tam T, & S,,

quam t , & * coniunguntur in diffantia infinita oppo

fita, in fig. 255.T , & S conjunguntur in oppofirà t,

& * in eadem, in fig. 256 contra T , & S in cadem

t , & * in oppofita. - - - -

' 743. Generálitcr autcm in figuris' 9mnibus geome

tricis , fiye quarum omnia, pun&a inveniri poffunt,

quocumquc mcdo ops fimplicis Gcometriae , vel ope

curvarum per fimplicem Geometriam coaftruétarum per

puncta , fi quod crus in infinitum abeat , femper ha

bebitur crus altcrum cx infinito regrediens vel ex ea

ggtm Parte » vel ex contraria cum ipfo in illa infinita.

diftantia conncxum quodammgdo , `quod omnifio aá

$ontinuitatis iegcm ubique in Gcomctria fervatam rc

ligiofiffime cft ncccffariüm , ac ope calculi algebraici.

ggneraliter demonftrari potcft , & ubi dc applicatióne

Algebræ ad Geometriam agendum erit , oiììnino de

monftrabitur. Quamobrcm ejufmodi crura femper erunt

nuffero paria . Jdem autem , & fublimioribus curvis

Quibufdam contingit , quas tranfcendentes vocant, pre- .

'et fpiralcs quafdam , quæ ex altera parte in infinitum,

$cdunt, ex altera circa punctum quoddam , vel op

§°, quendam infinitis fpiris circumyolvuntur accedcn

*** $tupcr , quin unquàm in ipfum rccidant , de qui- ,

- - - * - - - - bus

:

β

&

…
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bus agemus alibi. Crura autem hujufmodi, vel patabo- '

lici erunt generis, vel hyperbolici . Primi generis cru- i

ra nullam habent rectilineam afymptotum , ad quam '

accedant ultra quofcumque limites , fed ultra quof

cumque limites â quavis recta data recedunt . Secundi

generis crura habent rectilineam afymptotum omnia ,

ad quam ultra quofcumque limites accedunt. Illa fem

per recedunt a fe invicem in infinitum , & in diftari

tia infinita copulantur: hæc quandoque a fe invicem

recedunt , in infinitum quandoque vero accedunt; at

in primo cafu femper recedunt ad plagas prorfus oppo

fitas ita , ut adhuc afyrnptotum eandem habeat fem

per titrumque crus , quod ubi in infinitum difcefferit

ex parte altera ejus afymptoti poterit regredi vel ex eâ

dem parte , vel ex oppofita , ac vel ita , ut bina cru

ra jaceant refpectu ejufdem afymptoti ad eafdem pla

gas, vel ita , ut jaceant ad oppófitas . Crus Pt rece

dit in infinitum ad partes O afymptoti OJ in fig.

F254254, 255, 256, 268, regreditu, autemin primaTex par

255 te oppofita Q_, & ad plagâm oppofitam VM , refpe

266 ctu afymptoti ipfius , in fecunda ex eadem parte O s

268 fed pariter ad plagam oppofitam VM , in tertia ex

parte oppofita Q_, fed ad eandem plagarh VN , in

quarta ex eadem parte O, & ád plagam eandemVN.

744. Sic autem etiam in arcubus , qui ad pun&tum

quoddam terminantur, idem accidit , ut ducta ibidem

tangente , & re&ta ipfi tangenti inclinata utcumque ,

quæ nimirum recta producta cum ea ipfa tangente pa

fiter producta continet 4 angulos , arcus curvæ ipfius

còntinuari debeat , fed jacete poffit in quovis ex illis

F248quatuor angulis, five regrediens , five progrediens. Ar

z49 cus VS , qui eft continuatio arcus TV jacet in fig.

25o 248 , & 253 , in angulo OVM, jacente ad latus re

25 1 fpectu anguli OVN , in quò jacet TV 5 in fig. 249 3

252 & 252 in angulo MVQ ; ad verticem oppofito : irt

243 fig. 25o , &c 25 I in angulo NV A jacente ad latus al

367 tcrum : at ia fig. 267 , tam arcus TO , quam OS ja

«eat in cedem angulo, VOA : Quotiefcumque autem;
GOf):-
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ontinuatio habetur in angulo ad vcrticcm oppofito, ur

in fecundo ex hifce quatuor cafibus , habetur mutatio

flexus in ipfo nexu binorum arcuum , rccta s quœ arcum

utrumque tangit , ibidem ipfum fecante , ut in fig. 249,

& 2 5 2 . Quotiefcunque habetur continuatio in codem

angulo, ut in fig. 267 , habetur cufpis fecundi gcncris

duorurn arcuum , quoruiú alter convexitatcm obvcrtit

alterius cavitati . In reliquis binis cafibus habetur vel

continuatio quædam curvaturae in candem plagam , ut

in fig. 248, & 2 5 I , vel cufpis primi gencris duorum

arcuum fibi abvertentium convcxitates , ut in fig. 2 5o,

& 2 53 , prout arcus continuatus jacct ad eandciu tan

gcntis partem, vel ad oppofitam , in quo poftrcnjo cx

fu cufpidis primi generis tangens curvam patitcr in ip

fo contactu fccat . Cufpis autcm primi gencris figúr c

2 5o , & 253 habens tangentem infcrtam intcr binos

arcus rcfpondet cruribus hypcrbolicis figuræ 25 5 haben

tibus afymptotum mediam VO , in quam tangens defi

nit, ubi pun£tum contaétus ita in infinitum recedit, ut

nufquam jam fit , & cufpis fig. 267 , TOS fecundi ge

meris jacens utroque arcu ad eandem tangentis partem

cruribus Tt , S* fig. 268 jacentibus pariter ad candetm

partem afymptoti, quæ cufpis im- hæc ipfa crura dcfinit,

ut patet ex ipfa conftruétione , fi manentibus punctis

V , A punétum Q ita in infinitum difcgdat , ut nuf

quam jam fit, quo cafu a cufpide primi generis DOD'

figuræ 267 generantur crura afymptotica DBD' figutae

268, & a cufpide TOS illius crura Tt, Ss hujus.

745. Porro in his ipfis cufpidibus , & in illo flexu

contrario continuitatis legem obfervare licetct pariter ,

fed connexam fæpe cum illo tranfitu per infinitum, vg!

gum confidcratione reétæ, tanquam in infinitis oppo(itis

diftantiis continuatæ , & redeuntis in fe ipfam, ac tran

fitum e pofitivo in negativum, tam per nihilum, quam

per infinitum. Curvaturam enim, ut diximus num. 722

metitut radius circuli curvam ofculantis in quovis pun

&to , cui ea cenfetur reciproce proportionalis. Porro

Centyum circuli ofculatoris femper jacet cx partc cava
Bofcovich, Tom. ///. T íú
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P pcrcurrentis arcum TVS , & concipiatur tangens ea

in recta perpendiculari tangenti , quod idcirco in fiexti

contrario figurae 352 , vel in cufpide primi generis ha

bente tangentem arcubus intcrmcdiam in figura 253

debet in V tranfire e plaga VN , ad plagam oppofitatis

VM , quod fieri omnino non poteft , nifi tranfeat , vel

per ipfum punétum V , vcl pcr infinitum , tranfeun

te radio ofculi , vel per nihilum , vel per infini.

tum, ac proinde curvatura, vel per infinitum , vel per

'nihilum. Et quidem ubi de circulorum ofculatorum ge

nerali determinatione agemus , videbimus in curvis qui

bufcumque eam lcgem fanétè fervari femper , ut nülla

cufpis primi generis, nullus contrarius flexus habeatur,

nifi in eo punéto, in quo radius ofculatoris circuli vel

per nihilum tranfit, vel pcr infinitum ; tum vero cur

vatura, & radii circulus migrant e pofitivis in ncgati

va , licet aliquando etiam radius ofculi , & curvatura ,

vel ad nihilum deveniant, vel ad infinitum , fed inde

regrediantur, quo cafu oritur , vel arcus porro pergenss

ac iter fuum producens , ut TVS in fig. 248 , vel cuf

pis fecundi generis, ut TOS in fig. 267 , qui quidem

arcus, & quæ cufpis haberi itidem poffunt radio ofcu

latoris circuli ad certam magnitudincm deveniente, nec

ad nihilum , nec ad infinitum delato. -

746. Præterea fi confideretur direétio motus punéti

dem directione , facile apparebit, tam in fig. 248 , 2 5 I

arcus pergentis, quam in 249, 252. arcus mutantis fe

xum , fine direétionis mutatione continuari motum per

PVP2 , vel PVp , at in cufpide tam primi generis in

fig. 25o, 253 , quam fecundi in fig. 267 motum retro

refcti; ac proinde tangentis direétiö in illis mariet, in

his mutatur, & in eis ipfa tanges abit e pofitiva in ne

gativam. Sed mutatio ubicumque fit , fieri femper de

bet in aliarn directionem prorfus oppofitam ; tanquam

fi plagæ M , & N in fig. 25o, vel Q_, O in fig. 253

infinities a fe invicem diftantes in illa ipfa infinita di

ftantia conneéterentur inter fe , & continuarentur ,

quorum analoga funt ea , quæ in hyperbolicis cruribus.

- fhco
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íìótari poffunt, ut ubi de curvis agemus generaliter. ve!

9pe folius Geometriæ , vel ope calculi s fufius expone

nius, ac dcmonftrabimus. Hic autem ca innuimus , ut

innotefcat hujus nexus , & continuationis ufus in uni

verfa Geometria latiffime patens. , , , -

, 747. Porro crura hujufniodi iri infinitum protenfa iri

fingulis Geometricis Locis jam bina funt tantummodo,

jam quatuor, jam etiam plurâ ita, ut quivis eorum nu

imcrus par haberi pofíit. Binâ tantum farabolicâ haben

iur in Parabola cónica ; & in omnibus fublimioribus

Parabolis fig. 348; 249 , 25o ; 25 1 § 253 , 253 : quia

immo bina quodainmodd funt etiam in re&ta linea

hinc , & indé in infinitum protcnfa : Bina tantum hy

Perbolica habentur in fig. 266 , cujus pcrimeter in fe

fcdit per MOS ( imfimitum ) TOM. Qgatuor haben

§ur hyperbolica in Hyperbola conica , & in Hyperbo-fs;4

ìis omnibus figurarum 354, 355 ; 356 , & quatüör ha- 53;

berentur etiam in fig. 266 , fi pun&tum C cffet propius 3 5 6

ieétæ AB ita ; ut tangens QCE alicubi occurrcret re- ,33

ἀtæ AB, ad partes B , quæ quidem curva in orbemi -*

iediret fine crure infinito , fi punétum C jaceret remo

tius ; & tangens quoque CQ occurreret reétæ BA ad

partes A , ut facile patcbit curvas pro ejufmodi cafibus

cenftruenti , & contemplanti earum originem , ac na

turam . Plura autem , & quocumque riumero habentur

crura in aliis.curvis quamplurimis ; quarum conftruétio

hes occurrent , ubi generaliter agemus de curvis lineis.

748. Interea antequam eas , quas hic determinavi

imus , curvas relinquamus ; notabimus rationem quan

dam determinandi tangentes 5 quas turbant nonnihil

cufpides utriufque generis, quæ poffent aliquando hori

fatis cautis inponere. Solent enim quandoque detcrnai

hari tangentes curvarum hoc pa&o . In fig. 266 re&ta

CG fecans arcum quendam IKR. in L ; & L' ita mo

vcátur , ut demum interfectiones L ; L' coeant in K :

evanefcente chorda LL', abibit ipfa fccans in tangcn

tem, & binæ ihterfe&iones in cohtaétùm . Hæc m;e-

thodus fallcre potcft aliquando; cum fieri poßit, ut bi
T 2 n3e
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hae interfeétiones coeant, quin habeatur conta&us , &;

habeatur contactus, quin binæ interfe&iones coeant .

Primum accidet , quotiefcumque habebitur cufpis utrius,

Hibet generis, fecundum quotiefcumque curva a tangen

te fin;ul fccatur , ut in mutationes flcxus , & in cufpi

de primi gcncris . Reétæ curvam tangentis vera no

tio eft ea , ut fit reéta , quæ ad ipfum arcum omnium

maximè accedit ita , ut curn co contineat angulum

quovis reétilineo minorcm , five ita , ut\ nulla alia re

ëta duci poffit e punéto contaétus in eo angulo, quem

Fz67arcus ipfe continet cum tangente. Porro fi in fig. 267

reéta EL' moveatur motu paraïlelo , docet abeat in

eOl, vel circa punétum L , donec abeat in LOR , in

terfeétioncs I , I', vcl P , P' coibunt in O , nee ta

nicn utralibet ex iis rectis evadct tangens utriuslibet

¥s;sgufpidis . Contra vcro in fig. 252, 253, rc£ta paralle

> ; % la rcétg BA quamvis occurrens curvæ in unico pun&o
-^ -/ - - - - -

.; 1 P motu continuo dclata abibit in tangcntem OVQ ,

quin habeatur qoncurfus binarum tangentium. At extra

ejufmodi cafus , quotiefcumque nimirum , ut in fig.

25 I , bini arcus TV , VS continuati jacent in binis

angulis , quos tangens cum alia reéta per contaétum

ducta continet ad candem plagam , femper rite proce

det methodus , quod dcmonftrabimus , . ubi de curvis

}ineis agcmus in gencre , ut & illud , hunc cafum ge

neraliter occurrere in curvis quibufcumque : nam cur

væ ipfæ in punctis tantummodo determinatis- poffunt

habere vcl flexum contrarium , vel cufpidem primi ,

aut fecundi generis s five continuationem arcus in a

Hiquo e reliquis tribus , angulis tangentis cum nor-,

inali , non vero in omnibus punétis cujufpiam ar

cus continui , utcumque parvi , » quod ipfum ibidem

demonftrabitur de circulo ofculatore , qui itidem ge

neraliter habebitur in quavis curva , nec nifi pun

&tis quibufdam determinati tantumumodo deeffe po

terit , -

749. Hic interea monendum illud , quoniam ea de

tet;minatione tangentis Pço $ectionibus Conicis ufi fu

- - - p:ils
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tnus num. I 5 I , confiderando in fig. 46, & fequentib.is

concurfum punctorum P , p in I » idcirco deinde num.

293 oftenfum effe , tangentem eo pacto determinatamF. 4ä

accedere ita ad arcum curvæ , ut in eo angulo nulla

alia duci poffit . Nam conferenti conditionem , quæ

habetur in, utroque cafu , quod rectæ ductæ a concur

: fu tangentis, cum directrice , & a contactu ad focum

. contineant ibi angulum rectum juxta num. 175 » pate

5it utramque determinationem, eodem recidere . Qgin

immo cum inde. conftet generaliter , eo pacto definiri

poffe in Sectionibus Conicis tangentem 3 patet fimul in

iis, nufquam haberi cufpidem , aut flexum contrarium.

75o. Eodem autem vitio , ac in iifdem cafibus lab6

rare , patet etiam , methodum s qua tangens determi

natur demonftrando arcum utrimque a quodam puncto

jacere ad eandem partem cujufdam rectæ , ac deducen

do inde, eam rectam effe tangentem , & illud punctum

effe punctum contactus. Id accidit in fig. 267 in rectisF*&#

omnibus per O ductis, licet unica OV fit tangens cuf

pidis fecundi gefieris , & unica OA cufpidis primi ,

: quin immo in hac accidit omnibus rectis præter ipfam

folam tangentem OA ., In ipfa vero tangente id nec

accidit hìc in cufpide primi generis , nec in fig. 352

in flexu contrario ; cum utrobique bini arcus hinc , &

inde jaceant ad partes tangentis oppofitas , At eo vitio

non laborat methodus , qua recta occurrens curvæ in

binis punctis, convertatur circa alterum ex iis irnmo

- tum donec chorda evanefcente , eodem recidat & alte

rum.* Sic fi in fig. 252 per V ; & P agatur recta con

vertaturque, donec recidat P in V; recta ipfa abibit in

tangentem OQ neceffario omnium rectarum proximam

ita, ut in eòdeim angulo nulla alia recta duci poffit ;

* niam fi nova recta utcurnque patuim declinet a prima ,

-jam erit una èx, iis , quæ habebat alteram interfectio

nem , & arcum binis inverfectionibus interjaccritem in

terceptum angulo tangentis cum, chorda . Idem auteum

accideret etiam ifi fig. 267, in qua fi per O, & I, vel P

ageretur recta, ac circa punctumO converteretur , doneâ

- - T 3 • abi
<a
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abirent ea puncta in O , definerct eadem re$ta in tam.

gentem OA, OV, Vetum hæc ipfa in tractatu de cur.

vis lineis in genere pluribus perfequemur, & accuratius

omnia demonftrabimus. -

75 1. Intcrea videbimus hic aliam quandam relatio

nem , quam habet reéta linea infinita , cum infinito

circulo, quæ nobis ufui futura eft infra , & ad plures

tum analogias , tum anomalias detegendas conducet ,

F371Sit in fig. 271 recta infinita MN , cique perpendicu

… F.89

laris OQ , quæ ipfam fecet in R. ln h ic fit cen

trum circuli P occurrentis ipfi in binis punétis I, I'.

jaccnte I' ad partes centri , & rectæ MN in binis A ,

C. Patet & chordam AC perpendicularem diametro fe

cari in R bifariam ab eadem , & binos arcus AIC.

Al C itidem bifariam in I, & 1'. Recedente centro P

in infinitum ita , ut femper circulus tranfeat per ea

dem illa pun&ta A, & C , patet juxta num. 727 , ar

cum AIC debere abire in reétam lineam, adeoque de

bere conguere , cum ipfa reéta AC , abeunte I in R ,

Reliquus arcus Al' , C1' partim abibit in rectas AM ,

CN in infinitum produétas , partim ita in infinitum

recedct cum ipfo puncto I , ut nufquam jam fit. Qua

mobrem ficut in ipfo circulo bini habentur arcus AC,

nimirum AIC, Al'C terminati binis punétis AC , qui

arcus fecantur bifariam in I , & I' , ita habebuntur

binæ rc&tae AC, nimirum ARC , AM ( infinitum )

NC, five affumpto pro carateriftica infiniti figno co ,

quo femper uteumur in pofterum , AM oo NC , quo

rum prima fecabitur bifariam in R , fecunda in `•

ita, ut prioris dimidia fint AR, RC, pofterioris A co ,

«o C. Qgin immo ; quoniam , ut in fig. 89 vidimus

num. 278 , arcus Fm, ` funt numero infiniti tam dire

&tione FBm , quam dire&tione FAm , qui nimirum his

arcubus integras quotcumque peripherias addant ; et

iam hic infiniti numero erunt arcus incipientes ab A,

& definentes in C , nimirum A IC , A1 CI'AI C ,

A 1 C I'AI CI'AI C , & contra Al'C, AI'CI AI' C,

Ai'CI AI'C I Al'C, & ita porro, ac infinitæ numero

rectæ
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,.& e ARC, ARCN o MARC, ARCN oo MARCN

… MARC, & contra AM 3o NC, AM 3o NCRAM

&, NC, AM oo NCRAM &o NCRAM « NC ,

& ita porro ,

752. Jam vero omiffis reliquis magis compofitis ,

ipfà re&à finita ARC , & illa per infinitum e$t;
AM oo NC eam inter fe analogiam habcnt , quâ

in eo circulo arcus AlC , Al'C : ut ii nimirum arcus

communes habent proprietates , fi alteri pofitivè fum

pto fubftituatur alter fümptus negativè, ita etiam in re

Éta illa MN utrinque infinita fegmentum ejus finitum

AC negative refpondeat fegmento AM 3o NC per in

finitum. tradu&o, & viceverfa hoc negative fumptum illi

fumpto pofitive. - - …

753. Hinc autem in fig. 265 , ubi imminuta CM ,F265

augetur CP, donec puncto M abeunte in C , abeat P

in infinitum ita, ut nufquam jam fit , ac puncto ipfo

NM abeunte in M' ad partes oppofitas, abit etiam P ad

partes oppofitas in P', confiderari poffunt binæ CP' ,

altera directione CB, quæ directio fi affumatur pro po

fitiva , adeoque oppofita CA pro negativa , eadem e

rit adhuc pofitiva , & altera directione , CA jam nega

tiva. Illa nimirum erit COB. «o AP', hæc CNP . .

Hoc modo fi res confideretur poft eandem CM', &

CO , vel CM, habebuntur quodammodo binæ tertiæ

continue proportionales, altera negativa CNP' , altera

adhuc pofitiva COB oo AP . Nimirum cum juxta

num. 719 fit CP pofitiva tertia poft GM pofitivam ,

& CO; ut imminuta ipfa CM ultra quofcumque limi

tes, augetur ultra quofcumque limites CP , & illa e

vanefcente , five abeunte in nihilum , hæc abit in infi

initum , ita facta CM' jam negativa , quæ quodammo

do concipitur decreviffe infra nihilum , ipfi videtur.

quodammodo debere refpondere ex eadem parte quan

titas plufquam infinita , & cum refpondcat COPB

&o AP , videtur hæc dicenda effe quodammodo &

Pofitiva s & plufquam infinita. Sed id quidem ad my

{terium quoddam infiniti pertinet , & ad analogias

- - T 4 qua(-
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tjuafdam conducit, at in Geometria communi ipfi CM*

negativæ negativa itidcmi illa finita CMP refpondet fj

re ullo myfterio , & ita , ut in iis , quæ inde dedu

cantur , pcrfpicua ubique evidentia habcatur , ac ma

xime manifcfta.

F 27 1 754. Confidefatiö tarien binariim AC in figura »7f

9 nimirum ARC, & AM &o NC , ufuin etiam in Se

1 I &tionibus Conicis contemplandis paullo inferius babc

*69 bit praeftantiß'rnm, ubi axi Ellipfeos MCmi finito iii

fig. 9 cfcnderuus prorfus, & directe arialogum , non

axcm finitum Hyp.-rbolæ Mm in fig. i 1 , fed axemi

MH oò hm, tradu£tum per infinitum . Patiter in

fig. 26o, ubi reéta A 1 BI per A2B2 abit in A3B3 ,

concipitur DPI per infinitum abire in DP3 riegativam.

Abit illa, fi analogia fpectetur dire&ta , & ab infiniti

myfteriis petita , in DA3 oo BP3 adhuc pofitivam ,

& per infinitum tradüétam, & proprictates prioris que

cumque a directione pendent , cum hujus directione

«confjrant. Sed confiderati folet pro ipfâ illa alteta DP

finita, ac ncgativa, quæ huic contranaloga eft , fi hac

voce uti licet, & eft ejus complementurfi ad queridarn

veluti infinitum circulum , qua idea niobis infra opus

erit ad oftendendum illud etiam , poffe rationem red

di, cur in negativis quantitatibus (ubtraétio additioni

fubftituenda fit etiam , ubi obvenerint ex ttanfitu pun

&ti per infiniturn, licet quantitati , que habebatur ante

edifceffum in infinitum , fit prórfus , & direéte analo

í non hæc quantitas negativa , fed pofitiva illa per

infinitum traduéta, quæ juxta illam fuperiorem ideam

plufquam infinita diceretur.

755. Qgoniam autem huc ufque tam fmulta vidimus,

quæ pertinent ad tranfitum quantitatum e pofitivis ih

negnrivas; vel regreffum inde , libet hîc adneétere aliarh

quandam analogiam, quam habet cum hoc ipfo tran

fitu quantitatum e pofìtivis in negativas , vel regreffu

tranfitus, qui fit e ftatu reali , ad ftatum imaginariurh,

qui impoffibilitatem fecum fert juxta num. 684. Tran

fitus e pofitivo in negativum nunquam fieri posf, per

- ræ!-- .
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fàltum quendam ; ubi adhuc decrementum haberi pof

fit, vel incrementum ex eadem plaga , fed gradatim ,

-Aut nimirum trarifitus ipfe fiat vel per nihilum , vel

-per infinitum . In primiö cafu limites magnitudinis ,

ut ubi de lineis ágitur , extrema punóta ad fe invi

rerm accedunt, & coeunt , in fecundo a fe invicem

: recedunt in infinitum . Eodem paéto realis quantitas

nunquam in imagihariam abibit per faltum , fed fem

per grádatim, nec unquam is tranfitus fiet, nifi ubi ea

devenerit vel ad nihilüm, vel ad infinitum. Ad hofce

veluti fcopules allifa aliquando retro refleétitur adhuc

fealis, & per eofdem gradus decrefcit , aliquando con

trariam direétionem acquirit per ipfum nihilum , vel

infinitum traduéta , aliquando vero iri imaginariam

quoque migrat, five impoffibilem. Regreffus, ac tram

fitus exempla dedimus jam plurima ; hujus migrationis

in ftaturn imaginarium exempla plurima fe ubique pro

*fent. En aliqua rei illuftrandae apta.

756. Dum in fig. 243 re&ta EF motu coritinuo de

lata verfus E2F> appellit ad A, binâ punita G, G ita

in fe invicem incrirrunt , & quodammodo veluti colli

<duntur , ut fe deftruant , & motu ejus reétæ pergen

te, jarn nufquam fint , e rcali ftatuin imaginarium trari

slata , quæ migratio a migrationc in infinitum, plurimum

differt. Migratio enim in infiniturti determinationem quafi

dam problemati addit, ut ibi Ellipfeos vertex in infinitum

recedens Ellipfim ipfam mutat in Parabolain, ac abducto

fecum in infinitum altero foco ,& centro, mutat in paralle

losjuxta n. 2o2 radios illos, qui ex altero focó egref

fi» convergebant in Ellipfi poft reflexionem ad fòcum

alterum , ac parallelas itidem reddit diametros gmnes

"quæ in Ellipfi convergebant ad centrum , vel ubi cir

culi centrum recedens in infinitum ejus peripheriam mu

tat in re£tam lineam . At abitus in imaginarietatem

fecum traliit impoffibilitatem abfolutam problematis ,

quod ejus ope folvebatur ita , ut idem fit in quavis

£gfolutione devenire ad latus quadrati negativi, ac pro

blematis in eo cafu impoßibilitatem evincere, quod &

Geo

F34*

256

268
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geometris , & Algebriftis folemne eft . Linea igitur

GG in eo cafu evadit imaginaria pofteaquam per o

mnes finitarum magnitudinum gradus , decrevit ufque

ad nihilum, at in fig. 256 ordinata PP , pun&o R a

beunte per V in R2 , evadit quidem imaginaria , fedt

-pofteaquam per omnes contra magnitudinum finita

rum gradus crevit in infinitum ; atque idem accideret

in fig. 268. ordinatæ RpP , fi pun&um , R continua

ret curfum ultra V verfus M . Abiret ordinata et

iam in eo cafu in infinitum , & deinde imaginaria

-evaderet .

757. Illud autem difcriminis intercedit inter cafum

quo linea poft difceßum in infinitum abit in imagi

nariam , & cafum , quo realis remanet , ac tranfilit,

vel regreditur , quod in hoc fecundo cafu poteft habe

ri progreffus, vcl regreffus etiam , ubi unicum pun

f+*âúíiíí iíniíTür übi iá fig. 254 ordinata

*3 £ RP abit in contrariam R2P2 , vcl in fig. 255 regre

£33 ditur per R>P2, in quibus abit quidem in infinitum

*5* P, fed remanet R ; at in primo illo cafu nunquam

*%? habcbitur imaginarietas ipfa', nifi utrumque rectè cx

*°* tremum abeat in infinitum five ad partes'oppofitas, ut

in fig. 256, five ad easdem , ut in fig. 268 , adcoque

-nifi in illo ipfo infinito collifio quædam habeatur s*ac

veluti pugna inter bina punéta fibi invicem occurrcntia

ibidem, & fe mutuo quodammodo elidentia. Hic autem

ipfe velut interitus quantitatis (fi hanc etiam cum vero.

aliarum rerum interitu analogiam quandam perfequi li

beat ) nec habcbitur, fane , nifi illa ipfa punéta veloci

tatem, qua in fe mutuo irruunt, infinities majorem ha

beant ibi , quam alibi, ut facile demonftratur contin

gere punétis G, G fig. 242 , P, p fig. 268, & vero et

iam P, pfig. 256, ubi punéta P, p cx parte finita a fe

inyicem recedentia ultra quofcumque limites, ex parte

infinita ad fe invicem accedunt pariter ultra quofcum

que limites , & fibi invicem occurrunt quodammodo,

& colliduntur : vcl infinities minorem , quam alibi ,

velocitatem habeant refpcétivam , quod accideret utri

qu;c
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que in cufpidibus omnibus , quæ tamen multo paucio

res funt juxta num. 748 ; nam rectæ PP' , & II' in

fig. 267 paulo antequam evanefcant , differentias ha

bent in infinitum minores , quam alibi , ut facile dé

monftrari poffet , & poft imminutam in infinitum ve

locitatem refpectivi motus extrcmorum pun&oru:m , a

beunte EL' ultra el , imaginariæ fiunt ; ut adeo vi

deatur etiam in Geometria hic intcritus haberi poffe

tantummodo vel e nimio quodam quafi furere , ac ef

fervefcentia, ut teli cujufdam i&tu haberi folet , ac fé

bri, vel e languore quodam , ut habetur in fenibus

quandoque decrepitis ætate ipfa , & virium imbecilli

tate , quanquam id ipfum pariter perquam raro con

tingat.

758. Porre migrationis e ftatu reali in imaginariutm

per nihilum fatis ctiam dlcgan s. exemplum habctur in

ipfis Coni Sectionibus , quas a num. 553 perfecuti fu

mus . Aflumpto in latere` VA figuræ zo8 quovis pun-F2o8

&to M ad arbitrium , fi concipiatur recta MI con- ao9

gruens initio cum MV, verfus pofitionem MA circum- • io

voluta per punctum M, e recta lineaMV, in qua pla- z 1 1

num ipfi OVS parallelum eo cafu contingit conum ,

enafcitur juxta num. 585 Ellipfis principio arctiffima •

quæ perpetuo pinguefcit in cono recto', doncc facto

plano ipfo parallelo bafi fectio evadat circulus , pun

gtg T abeunte in infinitum ita , ut nufquam jam fit,

fed in infinito ipfo delitcfcat , Pergente motu , oblon

gatur pcrpetuo Sectionis forma , & abit per omnes

gradus finitarum rationum axis conjugati ad tranfver

fum , quas acquirit in fig. 2o9 iterum a circulari for

ma recedens , ac punctum T traductum per infinitum

jam regreditur ex parte oppofita, quo abeunte demum

in B, abit Sectionis figura in Parabolam figuræ 2Io3

in qua vertex ille m jaminfinito obrutus latét, & nuf

quam eft. Procedente' ulterius T verfus A , jam habc

' tur in figura 2 1 1 duplex ramus Hypcrbolæ cum verti

Ce ??? fegrelfo ex infinito ex parte oppofita , ac Hyper

bolæ ipfius forma mutatur itidcm pcrpctuo, doncc ip
. • - fò
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fo puncto T, & cum eo eriam I abeuntibus fimu! £n

A , abeant ipfi Hyperbolae rami in binas reëtas MA ,

Va' infinitas . Perit hic Sedlionis Conicæ area ; & ad

nihilum devenit , polteaquam e nihilo enata fuerat ab

illa re&ta MV fig. 2o8 5 quae refpondet huic ipfi MV

fig. 2 1 1 : & is interitus habetur quodarn veluti incur

fu pcrinrcrri irruentis in fe , & in axeat tranfverfurn

hinc , & inde ab axe ipfo . Si motus plani qui eo

cafu contingit conum , pergat nltcrius in eandem pIa

gam ; jam puri&tum T abibit ultra A extra conutn ,

*& puncto m fubeunte rectam VB , id planum iterufn

fecabit ipfum conuum , ac iterum nafcetur nova Ellip

-fis , & fiova Sectionum Conicatum feries priori prot

fus fimillima. Sed hæc non continuatur cum illa prio

re , nec Hyperbolæ illæ poftremæ in primas hafce El

lipfes . mutantur : Illæ enitn definunt in re&tam MA

oo am traduótam per infinitum , hæ nafcuntur a re

&a finita MV , quæ illi traduétæ per infinitum quo

dammodo non analoga eft , fed quodammodo velut

antiarialoga , nimirum ejus negativa , & ad eam

relata , üt illi bini ejufdem circuli arcus binis da

• tis pun&is interje&i , & contraria directione con

F»71fiderati AC , A I C in fig. 271 fibi invicem analo

gi furit . Prima illa igitur feries exortum habet in re

άa finita , interitum in recta per infinitum traducta

illius ejufdem finitæ re&tæ complemento ad infinitumi

' circulufm , ac ìlli alia fuccedit itidem ortum , & inte

ritum haberis ita , ut in fingulis converfionibus inte

gris , binæ ejufmodi feries oriantur , & occidant, qua

'íum quælibet ante ortum ; vel poft occafum in ima

ginario ftatu fit.
759. Porro in hujufmodi transforrnationibus Sectio

num Conicarum aliarum in alias habentur punctorum

multiplices & tranfitus per nihilum , ac per infinitum,

& regreffus inde : ipfi autem appulfus ad infinitum ,

*el nihilum fæpe puncta retinent in ftatu reali , vel

alicubi confpicua , vel infinito obruta , ibique velat

* delitefcentia , quandoque “ctiam ad imaginarietatern

detur
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- deturbant, adeoque linearum , quæ ipfis tcrminantut ,

habetur jam perfeverantia in cadcm directione, jam di

rectionis mutatio , jam impoffibilitas , & fæpe annihi

latio, ac evanefcentia , faepe productio in infinitum , fc

i pc ctiam circuitus quidam per infinitum , & quædama

veluti plufquam infinita extenfio . Hinc hæc ipfa Co

nicarum Sectionum transformatio aptiffima eft , ad de

clarandós , confirmandofque quofdam canoncs , qui per

univerfam late Geometricam obfervantur , & eorum

exempla ex demonftratis harum curvarum elementis

depromenda . Ex ipfis autem canonibus, eorumque ap

plicatione ad hæc ipfa Conicarum Sectionum Elemen

ta patebit etiam , quæ hifce curvis communia fìnt , &

communem demonftrationem fufcipiant , quæ ab alte

ta ad alteram transferri non poffint , & ipfa cjus ano

maliæ ratio fe prodet, ac noftrum in hifce clementis

adornandis confilium palam fiet . Ejufmodi vero cano

nes ex iis, quæ huc ufque vidimus pendent omncs , &

funt eorum quidam veluti fructus . Proponemus autem

fingulos, ac eorum rationem proferemus, exempla da

Limus , & applicationem ad Conicas Sectiones . Oc

current autem identidem quædam etiaim infiniti my

fteria , quæ eo ufque excrefcent , ut infiniti extenfi.

impo{fibilitatem demum fuadeant , ac ad indefinito

rum : , five indefinite parva fint , five indefinite ma

gna » theoriam , quam alio opere pertractabimus , nos

deducent.

76o. In primis Amaloga dicemus puncta , quæ eodem.

* modo detcrminantur in utroque cjufdemgeometricæ con

J* ftructionis ftatu , ante , nimirum transformationcm , & «

* poft , quæ nempe determinantur per concurfum eorun

dcm Locorum Geometricorum , rectarum cum aliis re

i* ctis , cum circulo, cum Sectionis Conicæ perimetro ,

w cum lineis per ejufmodi concurfus definitis eadem le

3 ge . Sic analoga funt in fig. 239 tam puncta M 1 »F239

I 1 Mz , M3 , quam OI , Ox , O 3 , & NI , N2 , N3 , .

β codem modo definita per copcurfum\rcctatum inter

Β £ : analogi funt tam vcrtices M, quam m in fig. 9 , 1 3 • ,
f] - I I ax flitm

;*
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F2 391 1 axium tranfverforum Ellipfeos, Parabolæ, Hyperb6;

3 lae , qui ubique eâdem lege determinantur per ratio.

Io nem conftantem ex focó F affumpto 3 & rectâ dire

1 1 ctrice AB . Analoga* autem dicetmus lineas binis ana

logis punctis terminatas , füperficies terminatas lineis

analogis , folida terminatâ analogis fuperficiebus : Sic

in fig. 239 analogæ funt rect* M iO 13 MiQx , M303,

& iii fig. 9, io; I i foci radii FM inter fe , chordæ

per focum ductæ VFu inter fe; ac aliâ ejufmodi. .

761. Deinde bina hujus analogiæ genera diftingui

mus : alterum Primarium ; & fummumi j cüm poft

transformátionem manet directio quantitatis definitæ ;

vel mutatur numero mutationum pari ; alteruni Secun

darium ; cum directio quantitatis mutátur femel , vel

humero mutationum impari , quæ po{fet etiam Antia

?alogia dici : Primario analogiæ genere analogæ funt

in fig. 239 omries rectæ MO, inter fe ; rectæ MiN I ,

& MzN3 inter fe , ac N iOi ; & N3O3 . inter fe ,

pariter in fig. 9 , Io, I 1 radii foci FM inter fe, chor

dæ VFu ductæ per focum inter fe , quæ directionem

£rvant . Hoc itidem genere primario analogiæ analo

gâ funt quadrata rectarum directionem mutäntium ;

quæ eam juxta num: 684 bis, mütant : Et vero etiam

ptimario analogiæ genere analogus eft axis tranfverfus

Ellipfeos finitus Mm cum axe Hyperbolæ M &o m

per infinitum traducto , quâ expreffione exprimimus

lineas, quæ a quibufdam punctis üt M; & m tenden

tes ad partes oppofitas ipfis , ut hîc verfus H , &

H s concipiantur conjunctae quodammodo , & con

nexæ in ipfo infinito , juxta ea, quæ jam toties vidi

mus. Secundario analogiæ genere analogæ funt iri fig,

239 rectæ NIOI s N2O2 3 ac M1N 1 ; M3N3 § in fig.

9 5 & 1 1 foci radii Fm» inter fe ; axes finiti Mm im

ter fe , & alia cjufmodi, quæ directionem habentcon

trariam poft transformatioaem , ut etiam folida fub

tribus lineis quibufcurmque, directionem rhutantibus.

Porro diverfa axium Ellipfeos , & Hyperbolæ analo

gia » ac Permutatio axis finiti cum axe per infinitum

tradu

-
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traducto ita , ut axi Ellipfeos finito MCm directe ref

pondeat Hyperbolæ axis , non finitus MCm , fed M

`co m per infinitum traductus , & viceverfa , patent

ex eo , quod dum ratio determinans perpetuo crefcit ,

vel coni fectio perpetu6 inclinatur poft parallelifmum

cum bafe , & Ellipfis accedit ad Parabolam , axis

MCm perpetuo oblongatur , & vertex m poft tranfitum

per parabolam ita regreditur ex parte oppofita , ut pe

timeter curvæ retro non redeat in orbem ab M ad m.,

fed verfus eandem plagam in infinitum abeat & fupe

rato veluti infinito , eadem directione pergat regre

diens ex parte oppofita : Hinc nimirum per quodvis

punétum R finiti axis MCm figuræ : 9, & axis M •o

m per infinitum traducti figuræ 1 i . ducta recta axi

perpendicularis occurrit perimetro in binis punctis P',

p juxta num. 365 contra rectæ , quæ tranfeunt per pun

ctâ R axis M oo m Ellipfeos , & MCm Hyperbolæ

nufquam occurrunt perimetro : ufque adco axi MCm

illius refpondet directe axis M oó m hujus , & vi

ceverfa: : . -
-

-

762. Etiam in pünctis , fi eâ determinentur a bi

nis rectis tendentibus ad eandem plagam , dicemus ip

fa analoga primo analogiæ genere ; fi ad oppofitas *F.33

fecundario . Puneta P definita ( num. 1 3o) ia fig. 35 , â

&c 36 a rectis FQ3 VG tendentibus utrobique in ean- I9

dem plagam funt analogâ primario analogie genere , |3

puncta P fecundario , cum ipfum p in fig. 35 definia

tur a rectis QF , gV coeuntibus ad partes FV refpe

ctu Gg , & in fig. 36 ad partes oppofitas . Pariter in

*. fig. I9 » & 2o funt, analoga fecundario analogiæ gé

* nere puncta m , faltem fiT ipfunt m in Hyperbola in

* fig. 2o concipiatur, ut vertex axis finiti Mii ; fi enim

|! concipiatur , ut vertex axis M có m per infinitutn

, traducti ; poterit concipi , ut primario analogiæ genere

% analogum ipfi m figuræ 19. Centrum quoque C El

? 1ipfeos in fig. 19, Cüm centro C Hyperbölae in fig. 2o

% ctunt analoga fccundario analogiæ genere , cum in

; veniantur in medio itinere ab M ad m verfus partes

oppofi
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oppolitas . At axis Hypcrbolæ per infinitum traductus

habebit in ipfo infinito aliud centrum co , quæ eft

infiniri nota , ut & axis Ellipfeos M oo m aliud ccn.

trum qo juxta num. 254» eritque analogum primo a

na!ogiae genere centrum finitum Ellipfeos C, quod ejus

axes, finitum MCm fecat bifariam, cum centroHyperbo

læ infinito co , quod fecat bifariam ejus axemM so m

tra fuctum per infinitum, & centrum co Ellipfeos cumi

centro Hypcrbolæ C . Ejus permutationis centrorum

difcrinrcr manifefto fe prodit ipfam Ellipfeos , ac Hy

perbolæ forrmani confideranti . Ellipfis óbvertit cavita

tem centro C, convexitatcm centro co utrinque , & fe

catur a rccta pcr C ducta perpendiculari axi in binas

aequaies , ac fimiles Semiellipfes fpe&antes hiantibus

veluti buccis plagas MFC , mfC. Hyperbola obvertit

convexitatem centro C » cavitatem centro co , utrin

que , & in binos æqualcs , ac fimiles ramos quodam

modo fccatur in infinito, quo rami ipfi excurrunt, qui

fpeétant itidem hiatu cavo eafdem plagas , fed expref

fas pcr MF oo , mf co. Ipfe ordo punciorum rem pre

dit. Nam in Ellipfi incipiendo ab M proceditur in fig.

19 fic , MFC fm e qo EM ; in Hyperbola vgro in

fig. 2o fic: MF oo fm e CEM, ubi C , & oo fedes

permutant . Hinc nimirum in Ellipfi quævis reéta per

C duéta occurrit perimetro bis, nulla in Hyperbola du

£ta in iis afymptotorum angulis , quos fecat axis con

jugatus. Nulla in Ellipfi contingit perimetrum per C

ducta: in Hyperbola habentur pro tangentibus afym

ptoti , in quas tangentes definunt juxta num, 288, ubi^

contaétus ita in infinitum abeant , ut nufquam jam fìnt.

Hinc Hyperbola afymptotos habct, Ellipfis non habet;

adeoque tam multis, & elegantiffimis fane afymptoto

rum proprietatibus Ellipfis caret.

763. Expofitis hifce nominum definitionibus , jam

ad canones ipfos faciemus gradum , in quavis geo

metricarum conftruétionum transformarione adhiben

dos .

764. Canon I, Si quantitates , a quibus folutio pro

- /ema

i

i

|

|
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blematis pendet , vel emunciatio theorematis , maneant

omnes poff transformationem amalogæ primo amalogie ge

„ere, nec ullus habeatur tran/itur per infinitum ; mane

j;, eadem falutio , emunciatio , demonffratio , mulla re,

mullo verbo mutato . Quod fi aliquæ ex iis per imfini

tum traduéte , & in ipfo infinito copulate, ac commexe

;mter fe concipiantur , extante utroque extremo ; im ii*,

quæ a fala direétione pendent, manebunt itidem omnia;

jm ii*; quæ ad magmitudinem pertimemt, cemferi debet ea

rum ratio eadem , que oritur ex ea lege , qua detcrmi

mamtur, prorfus analoga illi, quam haberemt , fi per infi

mitum mon tranßffemt. -

765. Prima canonis pars omnino patet ex eo, quod

omnes Geometricorum Locorum partes debeant eafJem

proprietates habere ; & cum nullus fiat tranfitus pcr

infinitum , vel per nihilum , nulla mutatio fit , quæ

perturbet vulgarem geometricum fermoncm , quantita

tibus vel infinitis , aut per infinitum traduótis ufque

ad finitum oppofitum , vel negativis , & minuentibus

fummam. Et id quidem prorfus congruit cum n. 674 &c

675. In fig. 239 , quotiefcumque punétum N fucrit in-F239

ter G, & H, ut NI , conftruétio problematis propo

fiti num. 676 inveniendi fummam MN, NO æqualem

reétae datae, enunciatio fummæ inventae demonftratio,

eadem erit ubique , nec mutabitur nifi punéto N e

greffo ex illis limitibus aliquae quantitates dire&tionem

1mutcnt.

766. Idem videre licet etiam in noftris Se&ionum

Conicarum Elementis . Nos ea ita adornavimus , ut

in iis , quæ ad ipfam curvarum naturam conte:mplan

dam » & proprictates deducendas pertineat, reducercn

tur omnia ad unicum problema geometricum , cujus

generalis folutio , &c applicatio ad cafus particulares ,

vel per fe ipfa , vel per ea , quae inde fponte confe- .

querentur , proprietates omnes harum curvarum ele

mentares exhiberet . Vidimus nimirum ea fere om

nia , quæ in earum elementis circumferri folent, con

tincti comparationibus reétarum , quae ipfis occurrunt,
Bofcovich. Tom. ///. l. V. vel
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vcl earum pofitione confiderata , vel magnitudine ," a

qua pendent fummæ , differentiæ , rationes ad fe in

vicem, quadrata , rcctangula , eorumque relationes tam

variæ. Quamobrem felegimus ejufmodi definitionem ,

quæ omnibus hifce curvis generaliter conveniret , ex

prcffam ratione conftanti , quam habet diftaatia puncti

cujufvis pcrimetri a dato puncto, ad diftantiam pèrpen

dicularem a data recta : tum inveftigavimus folütio

nem hujufmodi generalis problematis . Datiy foco , di

re&irice, & ratione determimamte , imvemire comcurfae

re£fe datæ cujufvis cum Se£}ione Comiea , Soluto, gene

ralitcr hoc problemate , fatis patebat, in ipfa folutio

, ne contineri debere fundamenta omnia omnium rela

ticnum, quas recte ejufmodi concurfibus intercepte ha

bere poffent ad fe invicem , & cum! ipfa perimetro

Conicarum Sectionum : dummodo ex generalibus

Locorum Geometricorum transformationibus rite ip

fa gcneralis conftructio ad cafus fingulares applica

IC tur. • .

767. Porro illud contigit , ut in ipfa illa gene- d

rali conftructione quædam rectarum interfectiones , a

quibus punctorum quæfitorum determinatio pchdebat ;

vel iis rectis evadentibus parallelis , ita in infinitun a

bierint , ut nufquam jam e{fent , vel iis rectis con

grucntibus , haberi non poffent, fruftrata generali ipfa

folutione ; quorum primum accidit in rectis directrici

parallelis , fécundum in rectis per focum tranfeuntibus.

Quamobrem pro iis fubftituimus bina particularia pro

blemata, ad quorum fulutiones quo pacto illa genera

lis folutio nos perduxerit, in fequentium canonum ap

plicatione , ubi nimirum ad eas ejufmodi transforma

tiones pertinuerint, oftendemus . Atque idcirco pro

blema generale ad prepofitionem tertiam rejecimus ,

reliquis illis , quæ ipfo generali non indigerent , præ

rniffis in præcedentibus binis propofitionibus , ubi et

iam , quaecumque ad Conicarum Sectionum proprie

tates pertinentia fe ultro offerrena , dedüxinus • Tum

ex generali problematc multo uberiores fruetus . perce

Pimus



-* LOCORUM GEOMETRICORUM. »8*

pimus alia ex aliis theoremata deduccndo , ip{a ef*

iam , ubcrtate fane admirabili , fœcundiffima quaqui

verfum. . . . i . - - -

, 768. Jam vero in fingulis hifce , vel problematum

folutionibus , vcl theorematum enunciationibus , vel

demonftrationibus utrorumque , patcbit fanè illud ca

dcm confideranti, ubicumque nihil dircctioncm mutat ,

nihil ábit in infinitum , ncc pcr infinitum traducitur,

vim conftructionis , & cnunciationem ipfam , ac ver

ba omnia prorfus eadem effe ubique , five confidercn

tur diverfae partes ejufdem pcrimetri cjufdcin Sectio

nis Conicæ , five conferatur perimeter unius Scctio

nis Conicæ cujufcumque cum Petimetris aliarum qua

rumcumque vel magnitudine tantum , vel & magni

tudine , & fpccie , & forma differentium . Ejufmodi

exempla ubique occurrunt . Eadcm cft in fig. 9 , Io,

I 1 detcrminatio puncti M , , fecta FE in M in ra

tione determinante , eadem puncti V , vel u , capta

FV , vel Fu ad FE in ipfa ràtione dcterminante jüx

ta num. 35. Eadem in fig. 35 , & 36. dctcrminatio

, cujufvis puncti P per totum arcum VMu in quavis

Sectione Conica , capta juxta num. 1 2o QG adpar

tes oppofitas FV æquali QF , per interfcctiönem re

ctarum VG, FQ, & eadem iifdem verbis dcmonftratio

defumpta e fimilibus triangulis FPV, QJPG , quæ ubi

que demonftrantur fimilia ob anguios ad vcrticem P

æquales oppofitos , & angulos ad bafim FV, alternos

ängulorum ad bafim, QG , adeoque æqualcs. Pariter

theoremata communia iifdem ver$is effercntur . Chor

da VFu in fiifiem figuris erit ubique latus rc&tum prin

cipale juxta num. 54, ac eodem ubique modo accipic*

tur. Chorda, quam circulus ofculator intercipiet c gia

mctro per punctum ofcu'i tranfeurite, crit ubique jux

ta num. 5o3 æqualis lateri recto ejufdem diametri • Iri

omnibus ejufmódi cafibus fatis erit puncta homologa

defignare litteris iifdem ubique , & eædem prorfus de

monftrationes obvenient. - -

769. Sccunda pars hujus Canonis , quæ eft de lineis

^ V 2 per
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v

per infinitum tradu&is , pertinet ad infiniti myfteria

quaedam, quae ad analogiam quandatm retinendam hîc

adhibemus , licet infra eo deveniendum fit nobis , ut

ipfum infinitum habeamus potius pro impoffibili. Id

circo adjecimus , f? aliquæ ex iis per imfim itum tradu

8tae . . . . concipiantur . Nimirum fi eas hoc pacto

concipimus , debemus etiam in iis generales illas ra

tioncs admittere , quae habentur in omnibus aliis ana

logis , eadem nimirum lege cum eadema directione de

finiris pcr conftructiones cafdem, ad quas analogasGeo

metria humanæ mentis extenditur . Nam fi infinitum

extenfum eft poffibile , id quidem humanae mentis vi

rcs omnino excedit , quae in eo abfurda quædam de

mum invenit , quæ cum recta ratione nullo modo con

ciliari poffe videantur . Adjecimus autem illud, extam

te utroque extremo , ut diftingueremus quantitates hafce

per infinitum traductas, ac proinde quodammodovelu

ti plufquam infinitas , quarum nimirum extrema funt

alicubi , & poffunt perfpici , ab illis , quae fimpliciter

in infinitum abeunt , altero faltcm extremo nufquam

jam cxiftcnte.

77o. Illud , quod in hac fecunda huju(ce Canonis

parte pertinet ad directionem rectæ per infinitum tra

úuctæ, manifeftum eft in illa infigii Conicarum Se

ctionum proprietate, quæ earum fgcis' nomen dedit ,

quam nutn. 2o2 expofuimus. Radii ex foco F egreffi

in Ellipfi in fig. 66 poft reflexionema $in punctis P, p.

debent abire per rectas finitas PP , pft convergentes ad

punctum f ex parte finita . li in parabola in fig. 67,

abeunte foco f in infinitum ita, ut nufquam jam fit .

evadunt paralleli inter fe , quod Pertinet ad unum e

fequentibus Canonibus . At in Hyperbola in fig. 48

abeunt per rectas P co f, p oo f, quæ funt analoge

primario genere analogiæ finitis Pf, pf Ellipfeos , &

quodammodo velut convergunt itidem ad ipfum f ex

parte infiniti . Sed quoniam in vulgari geometrico fer

wone non adhibetur nota infiniti , nec rectæ confide

tantur in infinitum traductæ s apponenda fuit littera O,

- quæ
a
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quæ vices ipfius oo fuppleret, & convergentiæ c * pá£•

te infiniti fubftituenda divergentia ex parte finiti . At

que eodem pacto fi in fig. 68 poffent lucis radii cx f

ègreffi fuperato infinit6 deferri ad puncta P, p, ad que

nimirum advenirent per rectas OP , op 3 . colligerentur

in F, ut in figura 66 radii fP, fp in ipfo foco Fjcol

liguntur, - - -

771. Ex hac hujus Canonis parte debent in fig. 2o

in Hyperbola diftántiæ focorum FIo^ f, verticum M

&o , m , directricum E •• • per infinitufi traductæ ha

beri pro continuè proportionalibus inter fe, & diftan

tiæ F &o , M &o , E oo , inter fe in ratione dcter

minante, ut in ratione determinante funt in fig. 19

continue proportionales FCf, MCm , ECe , & EC,MC,

EC juxta num. 9o. Videtur hoc {ingens quoddam infi

niti myfterium. Debet enim concipi arcus illius circuli

infiniti cui refpondet F 6^ f major arcu illius, cui re

fpondet M . •• m , & hic arcu E o6 , e in illâ ratio

ne, quam habet in ipfa fig. FM adME, quæ aratione

æqualitatis poteft diftare utcumque , ut poffit effe du

pla » decuplâ, centupla, &z ita porro . dú fieri po

teft , ut ille árcus primus fecundi , & hic tertii habe

fi dcbeat duplus , decuplus, ccntuplus . At id difcri

1men provenire non poteft ab illis EM, emw , velMF ,

mf adjectis , quae potius præftarent primum arcum mi

notem fecundo , fècunduim tertio . Debet igitur con

cipi ille circulus primius in infinito ipfo extenfus lon

ge ultra fecunduih , fecundus longe ültra tertium ita ,

ut illud co in aliis ejufmodi circulis in alia diftantia

infi*ta fit , pro conditione , & natura rectarum, guæ

per infinitumi traductæ concipiantur . In fig. 19 FCf

£ft minor , quam MCm , & MCm' minor , quaui

ECe. Oblöngáta Ellipfi, düm ratio déterminans gQnti

nuo crcfcit,`crefcit etiam ejufmodiratio, quae dum Ellipfis

ad Parabolam appellit , evadente ratione determinán

te ratione æquálitatis, evadere & ipfa debet ratio

£qualitatis , tit infra videbimus . Mutata Ellipfi in

Hyperbolam in fig. zo , & traduétis per infinitunr*

- V 3 pun
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punctis e, m, f, abit ratio determinans in rationem *

hajoris inæqualitatis, quæ pcrpetuo crefcit, dutn punéta

ipfâ accedunt ad E, M , F ex parte oppofita , Qgare

debcnt concipi & illi veluti arcus F oo f, M oo m ,

E cc e in illis immentis, & noftræ menti imperviis.

quibufdam infiniti ipfius veluti campis extenfi per tro,

êtus diverfos refpondentes rationi illi s abeunte duplo,

decuplo , ccntuplo longius illo co pertinente ad Éf '

quam abeat illud , quod pertinet ad Mm s & hoc fò-*

tidem fpatiis longius , quatn id , quod pertinet ad Fe-.

Hoc infiniti myfterium üfui nobis erit infra , & uji

ètiam binæ reátæ in infinitum recedunt , Jimite fal

tem altero rcliéto in ipfo infinito , patebit infra s dé

bcrc pariter concipi altéram altera longiorem in ratio

ne quacumque. &; etiam fieri peffet , ut ad analo

giani fervaridam ififinitum infinito etiam infinities'ma

ius, five in ratione , quam habet infinita quantitas aâ:

finitam, finita ad nihilum , haberi debeat. Scd haecde.

primo Canone fatis ; jam ad fccundum. *.

772. Ganon. 2. Si alique qnamtitates maneamt ama

loge folo fecumdario analogiae genere , computande erunt.

in enumciationibus , & demonßrationibus ºmegativo mo

do eæ, que dire§ionem mutarumt numero impare muta

tiomum , mt mimirum /? e bimis altera tantum mutetur

eo pacto , fumma abeat in differentiam , quæ pro pofi

tiva habeatur , vel pro mgativa, prout ea , qüe miita

vit , erat minor,'vel major , & viceverfa : /? mutetur

utraque, fumme, & differemtie remaneant páriter fùm.

me , & differentiæ, fed e pofitivit im negativa r abiiff.

*£/feantur , ubi ad ulteriora vel theoremata , vel proble

amata adhibendae fimt . /m demonßrationibus vero pcr

proportiones, inffitutis argumentationi per compo/ tionem;

fubßitui debet argumentatio per divifiomem, & vicever

fa , ubi e binis terminis rationis tam primæ , quam fè

eunde abierit im, negativum alter tamtiimmodo sTretimán

«ium «rgumentationis genus, fi uterque mutet ratiomi, p.
tría fíåbet . . . - - - - · · · · · ·

773. Qgae ad hunc pcttingnt Canonem confequuntur

Qm*nía
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etmnia ex iis , quæ fupra vidimus . Habenda effe pro

ncgativis ea , quæ pofitioncm mutant numero vicium

imparc, manere , quæ mutant numero pari , conftat ex

nuim. 688. Negativa mutare fummam in differentiam,

conftat ex iis omnibus , quæ demonftravimus a n. 677

ad 692. Mutatio modi argumentandi patet cx eo ipfo,

quod fummae in differentias migrerat, & viceverfa , ubi

àlter e binis terminis mutatur in negativum . Ejus rei

exemplum adduétum eft num. 69 I. Alia exempla exhi

beri poffunt plura etiam in Scctionum Comicarum Ele

mentis. En aliqua. - -

g74. In Ellipfi in fig. 19 eft (num. 92) fumma bina

rum rectarum, quæ a binis focis F, f ducuntur ad quod

vis punctum perimetri P conftanter æqualis axi Mm .

In Hyperbola in fig. 2o æqualis cft axi Mm earum dif- F. 19

ferentia, quia ninairum Pf directionem mutavit , cum 39

punctum f Ellipfeos abierit in f Hyperbolæ per infini

tum, unde fit, ut recta P co f Hyperbolæ fit analoga

primo analogiæ genere rectæ Pf Ellipfeos. Cum vero

Pf negativa fit major, quam PF, fumma ipfarum , quæ

in vulgari fermone geometrico eft differentia , evadit

negativa , & idcirco axis Mm ipfi differentiæ æqualis

negativus eft refpectu axis Ellipfeos. -

775. In demonftratione autém ejufdem proprietatis fa

cta num. 93 fummae , quæ habcntur pro Ellipfi , mu

tantur in differentias pro Hyperbola. Cum nimirum fit

FP ad PD, & fP ad Pd iii' ratione determinante, five

juxta num ?o s ut Mm ad Ee , eruitur fummam FP ,

fP in Ellipfi , differentiam in Hypcrbola ad Dd fum

`mam ibi , hic differcntiam ipfafüm PD, Pa cfTe, ut

Mm ad Ee , adeoque ut Dd, Ee aequantur, aequari il

lam fummam s vel differentiam ipfi Mm. Thcorema au

tem numeri 9o ibi fuppofitum, quod Ff, Mm, Ee fint

continuo in ratione determinante , quod num. 9 I de

monftravimus ex natura proportionis harrnonicæ , po

terat demonftrari mutando differentias , quæ habcntur

pro Ellipfi, in fummas pro Hyperbola, & viceverfa hoc

pacto. Eft Ff in Ellipfi diffcrcntia, in Hyperbola fum

- V 4. 1T1U1
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ma ipfarum FM, fM , cft Mm differentia in Ellipfi ,

fun^ima in Hyperbola ipfarum ME, Me, five me, Me,

Eadem Mm fumma in Ellipfi , differentia in Hyperbo

la ipfarum FM, fM, five fm, fM, & Ee fumma in

Ellipfi, differentia in Hyperbola ipfarum ME, Me. Hinc

cum fit & FM ad ME, & fM ad Me in ratione de

terminante , colligitur & antecedentium fummas , vel

differentias ad confequentium fummas, vel differentias,

nimirum Ff ad Mm, & Mm ad Ee fore in eadem ra

tione. Mutatio direétionis rectarum fM, Me mutatio

ncm induxit in fummas, & differentias.

776. Porro ex ipfis infiniti myfteriis, nimirum e ne

xu illo in infinita diftantia, de quo jam totiesinje&a eft

mentio, reddi poteft ratio, cur etiam ubi dire&tiones quan

titatuiv mutantur vi tranfitus per infinitum , adhuc pro

negativis haberi debeant, & fubtrahi, licet illæ pofitive

non mutentur in has negativas; fed in illas per infinitum

raductas, quæ funt harum veluti complegmenta ad cir

culum infinitum. Summa ipfarum FP , Pfin fig. 19 eft

conftans, & æqualis axi Mm • In fig. 2o. ipfi Pfeft ana

l ega primario analogiæ genere recta per infinitum tra

«iucta P oo f. Qgäre adhuc ipfarum PF, P oo ffum

ma pro conftanti habenda crit . Quantum igitur crefcit

FP tantum minui debet ipfa P eo f, quæcum eacon

ftantem fummam reddit. Tantundem igitur debet crefce

re fP complementum ipfius P es f ad illum infinitum

circuluiu , qui hîc habetur pro conftanti ; ac proinde FP,

fP a-que crefcent, & earum differentia femper manebit

conftans. Abeunte P in M , ea differentia crit eadem,

ac differentiafM,FM, five fm,fM, nimirum Mm. Hocpa

cto ab illa fumma Ellipfeos fit tranfitus adhanc Hyperbo

læ differentiam ex ipfis infiniti myßeriis. Sed reimiita' fe

habere debere conftat ex ipfa conformitate omnium par

tium LocorumGeometricorum , quæ communes proprie

tates habere debent, dummodo fi directio contraria fit,

conrrario modo accipiantur , demendo , quod addeba

tur, & addendo, quod demebatur. Sic in fig. 89. arcus

9 illi Fi/zw, & FAm juxta num. 377. communes proprie

tat€S
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vates habent , nec alter in tres partes æquales fecari

poteß, quin fecetur& alter, licet alterius negativus fit:&
idcirco fi ab FP trifecante primum deveniendum fit ad

Fp trifecantem fecundum non gyrando per _BmP'Ap ,

quo pa&o in p trifecatur arcus FBmAFBmAFBm, non

arcus ipfe FAm , fed retro regrcdiendo per PFp; muta

tur direétio tam arcus FP , in arcu Fp , quam chord;

in chorda.
-

777. Canon. 3. Si in aliqua proportione termimt ali

qui po/? tram formationem mameamr amalogi fecundaris a

malogie genere , manebit proportio : fed in proportioni.

ßus utcumque compofiti* mumquam mwtatio habebitur, mi

fi mumero pari, im rectangulis, vel folidis «qualibus de

bebit, vel in ommibus haberi mutatiomum mumerus par ,

vel impar in omnibus, & termimur , qui invenitur pro

portionibus quibufcumque , vel quovir ductu, cemfendus

erit negativur , vel pofitivus , prout mutationnm mu

merus fuerit im iis , a quibus pemdet , impar , velpar.

778. Proportionem debere manere poft , mutationem

direétionis , qua analogia primaria in fecundariam ver

ritur , patet ex eo , quod etiam num. 776 ufi fumus.

quod nimirum omnes partes eorundem Locorum Geo

metricorum eafdem proprietates , & 'relationes ad fe

invicem habere debeant , five affumantur ex parte po

fitiva , five ex parte negativa. Sic in fig. 89 nullus ex

arcubus tendentibus ab F ad m per B trifecari poteft

.uxta num. 776, quin fimul trifecentur conftruótione

Jeadem reliqui omnes , qui ab eodem punéto F ten

dunt ad m contraria: direétione per A.

779. Terminum , qui invenitür. proportionibus qui

bufcumque , vel duétu quovis , fore fiegativum , ve!

pofitivum , prout numerus mutationum fuerit imper »

vel par , demonftratum eft num. 688, & confirmatum

deinde tam multis exemplis e Geometria petitis . Inde

autem confequitur , in proportionibus utcumque com

pofitis nunquam mutationem haberi poffe nifi numero

pari. Nam fi præcedentes mutationes fuerint numero

impari, acccdet mutatio poftrcvmi , quæ complebit nu

1m€í'V11I1
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merum parem , fi autem mutationes præcedentes fue

rint pares , manebit poftremus terminus , adeoque ite

rum manebit numerus par. Reétangula autem , vel fo

lida æqualia , debent habere numcrum mutationum ,

vcl fimul imparem , vel fimul parem s quia fi al

terum haberet imparem , alterum parem; alterum eva

deret negativiim , alterum pofitivum remaneret , adeo

que non potiet remanerc æqualia. Idem autem ex prio

re parte eruitur etiam hoc pacto. In rc&tangulis æqua

libus eft unum latus prioris ad , unum pofterioris , &

in folidis planum fub binis lateribus prioris ad planum

fub binis poftcrioris, ut reliquum latus pofterioris ad

reliquum prioris. Hinc in ejufmodi proportione numé

rus mutationum erit fumma mutationum utriufque re-.

&tanguli , vel folidi . Ut ea fit numerus par , debebit

in utroque reétangulo, vel folido cffe fimul par , vel

fimul impar . Nam par pari, & impar impari additus

parem reddit , par impari imparem. Patent igitur om

nes propofiti Canonis partes. -

78o. At hic in ipfa prima parte hujus Canonis vi

detur occurrcre difficultas, quæ folutionem non ita fa

cile admittat. Sex haberi poffunt in proportione ali

qua conftante quatuor terminis binaria terminorum ip*

forum. Vel enim fumi poffunt bini rationis primae ,

vel bini rationis fecundæ , vel primus cum tertio , vel

fecundus cum quarto , vel bini extremi , vel bini mc

dii, qui mutentur . In primo , ac fecundo cafu erit

termini negativi ad negativum eadem ratio , quæ po

fitivi ad pofitivum : in quo nulla eft difäcultas . In

tertio , & quarto erit negativus ad pofitivum , ut ne

gativus ad pofitivum, vel pofitivus ad negativum , ut

pofitivus ad ncgativum , in quo pariter difficultas cft

nulla. At in poftremis binis oportet fit negativus ad

pofitivum, ut pofitivus ad negativum, vcl pofitivus ad

negativum , ut negativus ad pofitivum , quod eodem

reddit permutato rationum æqualium ordine . Id vero

videtur omnino pugnare cum analogia , & quidem et.

iam cum modo , quo negativa concipimus . Ea nimi
Tu111
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pum concipiuntur in aliqua ratione minora nihilo. Si .

* facultates confidcrantur, debitum, quod eft negativum,

* pcjoris conditionis hominem reddit , quam fi nihil ha

' beret. Si confiderentur progreffus , pejoris conditionis ,

eft ille , qui regreditur , quam ille , qui ftat . Ablatis ,

i* 8 a Io relinquuntur 2 , ablatis Io relinquitur nihil , .

;* ablatis I 2 relinquuntur duo minus , quam nihil. Sc

* cunda conditio eft pejor prima ; igitur & tertia con- '

£ ditio fccunda eft pejor . Qgamobrem ratio quantitatis.

& negativæ ad pofitivám effe debet multo minor , quam

? nihili ad pofitivam*ipfam, ratio autcm pofitivæ ad ne- .

gativam multo major , quam pofitivæ ad nihilum ,.

Non igitur æquales effe poffunt. .

781. Hæc quidem difficultas fummam, fi rite rerum
*

Vt analogia confideretur , vim habct. At ejus folutio pen-`

& det ex hifce infiniti myfteriis , quæ perfequimur , &

â ex iis potiffimum , quæ num. 753 vidimus in fig. 265.F265

* Ibi enim notavimus tertiam continue proportionalem .

poft CM' confideratam ut ncgativam , in quam abierit

í pofitiva CM poft nihilum habitum in appulfu M ad C.

$ non effe CP' finitam , fed CB co AP' per infinitum
1

- - .' *

} traduétam , & quodammodo veluti plufquam infini-'

? tam . Hinc ut finita quantitas CM duéta in finitam

3. CP rcddit rcctangulum æquale quadrato CO, ita quo-.

* dammodo nihiluim in infifiitam ductum , ubi M abit

3 in C, & P in infinitum ita, ut nufquam jam fit, &

{? negativa CM' in quantitatem plufquam infinitam duêta, idem producat. • - - - -

} 782. Idcirco autcm illud in Geometria ubique fan

% &tè obfervabitur , ut in hifce poftremis bini$ cafibus

; fempcr » fi altcr e binis terminis abeat in negativum

? tranfeundo pcr nihilum , alter abeat tranfeundo"per in- ,

/ finitum » dum in reliquis vel anbo tranfibunt pcr ni-F243

/ hilum, vel ambo per infinitum. Dum fig. 243 abit in 244

■% 244 , e quatuor terminis proportionalibus illius CH , 245

f. QF • CI, CG primus, & quartus abeunt in negativum • 244

? Sed punéto H accedente ad C, & decrcfcenté ;;;;'• 254.
-

- IH
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CIH in fig. 243 , adeoque crefcente CHI, pun&um G

recedit a C ita , ut congruente IH , cum fC , & fa

&ta FG parallela CE , punétum G in infinito obru

tum delitefcat ; tum procedente H in fig. 244 redit G

ex parte D ex infinito . Pariter in fig. 254 , fi ea re

ferat Hyperbolam conicam , in qua reétafigulum fub

VR, & RP eft conftans , adeoque VR ad VA , ut

AB ad RP, tranfeunte VR in negativam per nihilum ,

tranfit RP in R2P2 per infinitum, ut adeo illis CG, PR,

figuræ 343, & 254 non refpondeat CG figuræ 244 ,

& R2Pz figuræ 254 , fed illi C oo G huic R2 3o

P2. Generaliter ut reétangulum fub extremis æquetur

re&angulo fub mediis, femper manentibus finitis alte

rius lateribus , & altero alterius latere tranfeunte per

nihilum, alterum latus alterius tranfibit per infinitum,

cum , ut paullo infra patebit , altera, evanefcente , al

verum debeat evadere infinitum : adeoque quodammo

de fiet plufquam infinitum ex ea parte , ex qua in in

finitum recefferat . At ubi figura 243 abcat in 245 ,

facile patebit tranfeunte CH per nihilum , vel per in

finitum motu re&ae lH circa I, tranfire {debere pariter

GF per nihilum , vel per infinitum fimili motu reéte

GF circa G , & idem accideret , fi reéta HI tran

firet motu parallclo ad partes BD pcr C , vel per in

finitum , tranfeuntibus H , & I fimul pcr C, vel per

infinitum. -

783. Licet autem ubi agitur de proportione , termi

nus quartus poft quantitatem negativam CM' , & bi

nas pofitivas CO fit Coo P perinfinitum traduétus in

Fa6yfig. 265 ; tamen cum hæc traduétio haberi non poffit

nifi P' redeat ex parte oppofita , & alicubi in finitis

quantitatibus exiftat; fecum trahit neceffario diftantiam

CP finitam dire&ionis oppofitæ , & conformis dire

&tioni CM , quae , fi puræ magnitudines fpeétentur ,

vel eæ confiderentur ut pofitivae , libera enim eft pla

ga pofitivorum , eafdem habcbunt relationes ad fe in

vicem , & ad eandem CO » quam prius habebant feg

ngcnta CM, CP ejufdcm Loci Geometrici eodem modo

dcfinita }
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definita; adeoque adhuc erit CM' fid CO , ut CO ad

CP' finitam, & proportio quidem manebit, direétio au

tem in ejufmodi finitis quantitatibus in oppofitam pla

; gam tendentibus erit iterum eadem priori contraria .

. Idcirco proportio manebit etiam inter eiufmodi qua

, tuor quantitates , quarum mediæ dire&tionem non mu

tarunt , mutavit prima , & quarta quoque affumpta

ex parte finita contrariam priori habet 5 adeoque in

fummis habenda erit etiam ipfa pro negativa, reductio

ne aliqua fimili ei, quam num. 776 confideravimus in

complemento ejufmodi ad circulum infinitum ejus quan

titatis per infinitum traduétae, quae analoga erat primo

analogiæ genere.

784. Ubi vero uterque terminus per nihilum tran

fit , nulla difficultas effe poteft , cum præcedentes ter

mini , qui habebantur ante transformationem , migra

rint in hos ipfos negativos , ac ubi mutatio fit tran

}

1- feundo per infinitum ', facile ratio redditur rationis

I. manentis ex ille infiniti myfterio , quod num. 776

. perfecuti fumus ; licet mutatione faéta per infinitum ,

„ non fucccdant prioribus terminis negativi illi finiti ,_ .

fed pofitivi per infinitum traduéti . Si in fig. 243 re-F243

* &ta FG abiret in infinitum ex parte AE, & regrederetur

; ex parte contraria DB in fg ; illis CF, CG:non fucce

derent Cf, Cg, fed C oo f, C oo g . At quoniam

* harum rátio femper ob analogiam deberet effe eadem, et- '

iam fi fé appelleret ad C; idcircojuxta n.769 etiam in

? tegri infiniti circuli CA oo BC, CE oo DC debent

* cóhcipi ad fe invicem in eadem ratione CH ad CI.

' Qgare ubicumque fit fg ab integris circulis illis exi

* fèhtibus, ut öH, cfdemendo fegmenta CA oo Bf,

* CE cο Dg, quæ funt in eadem fatione , relinquen

* tur Cf, Cg ifi ratione pariter cadem . Quamobrem

* ctiam confiderata analogia primi generis in transfor

{' ' rmatione , eruitur adhuc quantitates fecundario genere ' -

; analogas, licet oriantur tranfitu limitis per infinitum »
!

dcbcre retinere proportioncs, quas ante transformatio

$ facm habuerant.

857. Et
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785. Et haec quidem ad. cxplicandum canonem , aâ

ex Locorum Geometricorum homogeneitate in omni- !

bus fuis partibus, vel cx infiniti myfteriis demonftran

dum, ac vindicandum di$ta abunde funt! . Cæterurn

Icanon ipfe , ubi dc finitis quantitatibus agitur certiffi- ;

mus omnino eft, ac patet in omnibus tam multis e.

xemplis , quæ adduximus a num. 677 ad num. 7o6 .

Ex eo dcterminavimus duétum, & formam tot curva

rum parabolici , ac hyperbolici gcncris , quas deinde

conftructione geometricâ accurata invenirnus ejufdcm

formae , quae ex hoc canone iis applicato obvenerat .

Patet autem latiffime ipfius ufus per univerfam; Geo

metriam . Pauca quadam attingemus , quæ perti

nent ad ejus ufum, in noftris Conicarum Seétionum

elementis. - - - I * - •

786. In primis in ipfa definitione in fig. i , & i

tam FP ad PD , quam Fp ad pd funt in eadem ratio

ne determinante . Fp, & pd in fig. 2 funt analogæ ip

fis Fp , pd figuræ 1 fecundario analogiæ genere , & ta

mcn fervant proportioncm candem FP ad PD , ut Fp

ad pd. Deinde in ea proportione abierunt in negati

vos bini termini fecundæ rationis in tranfitu a figura

1 ad 2 , nimirum habetur numerus mutationum par , ]

& uterque terminus mutat tranfeundo pcr infinitum ; ;

cum arcus rami ulterioris , & cum co punótum p re- !

grediatur ex infinito. -

F.19 787. In fig. I9 , & 2o eft ( num. 9o J tam Ff ad

ao Mm , quam Mm ad Ee in ratione determinante FM ad

ME . Manet utraque proportio , licet Ff, Mm , Ee

in fig. 2o fint analogæ fecundario genere analogiæ ip- ;

fis Ff , Mm , Ee fig. 19. In utraqüe proportione bini
.termini tantummodò mutant directionem , & cura ad

eandem pertineant rationem , mutant ambo in tranfi

tu per infinitum.

F1 zz. 788. In fig. I 22 in qua reétangulum PLP æquatur

( num. 33o) re&tangul6 VLD , abeunte VL in VL'

directione mutata, & manente L'D' ; debet mutari g

Pofitivo in negativum ctiam reétangulum P'L'p'. Qga

re de
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* re debet altera tantum cx ipfis P'L' , Lp^ direétionem

mutare ;, Mata;, &am fola L'P', ac in rectangulis æqua- - * - • - - - -

' libus PL'p's VLD inveaitur;numerus mutationum utro

bique irimpar. -

789. Hinc ex hoc ipfo principio in fig. 169, & 170F169

facile definiri poteft plaga ad quam poni deberit illae 17o.

;a, Ip , quas num. 453 dcterminavimus in problefiia

' te , quo quæritur Se&io Conica tranfiens per data

quinque punéta PpPAB . Cum enim debeat effe ( nu.

' 399 ) reétangulum AQB ad reétangulum AIB , ut re

&iangulum Pòp ad PIp , poftremùm hoc P'ip' debet

habere inutationes dire&ionis humero pari , vel impa

ri refpeétu AIB, ut PQP habet rcfpectu AQ3. Qgare

• cum innotefcant reliquórum omnium laterum dire&tio

nes præter direétioneih lateris quæfiti Ip' , haec etiam

innótefcet. In fig. 169 AIB refpeétu AQB mutat folam

AQ in AI, manentibus QB , & IB . Qgare & P'ip'

refpéétu PQ p debct habere` unam mutatiónem . Mu

· tavit PI refpeétu PQ , manebit igitur Ip' refpeétuQ : ,

• ut revera manet . Simile eft argumentum pro IP' ma

nente in fig, 17o , ac eodem paóto determinatur p6

fitio ia $ quae manet refpeétu qp in fig. I 69 s muta

tur in fig. 17o. - -

79o. Canon. 4. Angulo , cuju* alteram, crur tamtum

modo diretlionem mutavit , fuccedit is , qui ejus ef?

complementum ad duos re&tos , five quem continet crus

mom mutatum cum, crure mutató produéto : angulo , cu

jus utrumque mutavit diretiionem , fuccedit is , qui ip

fì ad verticem oppomitur , & ut emunciatio maneat, im

crure quod direétionem mutavit , communis aliqua litte

ra opponemda e/? im bimis cafibus fita ad partes . oTpo/?-

' tas ita , ut altera jaceat ad partem pumtii amalogi Je

cumdario analogiae gemcre , altera ad partem oppofitam;

im demonßrationibus vero , ut& im emunciatio**bus cavem

dum femper fieri poffe , ut anguli , qui congruebant ,

fiant ad verticem, oppo/iti , qui erat externus im paral

lelis , evadat inter mu r, & oppofitus , vel alternus ; at

qne ea a mamcro mutatiomum pemdebunt , ita famem »
μ£
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ut in fingulis cafibus admodum facile deprehendatur fùb

/fitutio facienda im demomffratione , motatis illis bimis

fùcceffomum regulis . Generaliter autem ubi vertex am

zuli, qui erat intra binas parallelas , abeat extra ; am

gulur ipfe enunciatus concurfu crurum cum iis paralleli*

himc , & inde ad verticem oppofitus , fiet communis ,

amguli vero crurum cum parallelix mutabuntur ex alter

mis in externo* , ac internos , & •ppo/îtor, & vicever

fa fi punétum abeat imter parallela, T. Quod /7 extra

fuerit . & abeat extra , fed ad parter àìteriùs para/-

Ilele , manebit ipfe angulus , & angulò ad paralle/as ,

qui erant externi , fient intermi , & viceverfa.

79 1. Hujus canonis ratio eft manifefta ; ubi enim,

F243in fig. 243 ab$unt; in 244 , anguli cujufpiamHCI ctus

24Ä'altgrum CH dircctionem mutet , angulus ipfe HCI ,

24; qui prius in fig. 243 erat ACE , evadit jam in fig.

233 344 ECB , quem coatipet crus mutatum CH prioris,

five CA productum in CB , cum latere non mutato

CI , vel CE. At in fig. 246 mutato & CH , & CI,

angulus IC H , qui congruebat in fig. 243. cum ACE,

jam congruit cum DCB ad verticem oppofito . Quo

niam vcro punétum C jacet in fig. 243 » 245 • 246 ex

tra parallelas HI, FG ad partes HI , in fig. 244. in

ter eas ; angulus HCI eft in illis idem , ac FCG, ia

hac ad verticem oppofitus , anguli vero CHI, CIH in

illis externi , & CFG , CGF interni , & oppofiti, in

hac alterni. At fi in illis Hl recederet a C ültra FG,

fatis patct , ftatim ipfos CFG, CGF ex internis evafu

IOS externOS.

792. Porro plurimum faepe proderit litteras appone

re a transformatione non pendentes , quae adhiberi

poffint fine mutatione ulla , ut hic litteræ A, B, D ,

E plurimum profunt ad plagas defignandas , cum in

fig. 243 ponitur A ad partes H, & in fig. 244 B ad

partes H jam mutati , & A ad oppofitas. Proderit au

` tem id ipfum faepe ad habendam generalem enuncia

tionem , ut jam videbimus , in Conicarum Se&tionum

elcmentis præftitum a nobis effet cum fucceffu, Mutationes

V€TO
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vero angulorum in oppofitos ad verticem , vcl externo

rum in alternos, vel internos vidimus ' ex parte n.69o.

videbimus jam uberius in ipfis Conicis Sectionibus.

793. Anguli mutatio tam ex alterius cruris , quam

e utriufque mutatione in Conicarum Seétionum cle

mentis occurrit plurimis vicibus , cui & demonftratio

aliquando idcirco accommodanda fuit , In folutione

probl. 2, num. 13o , occurrit in, fig. 35 , 3c 36 deter- F. 3 ;

iminatio pun&i P per interfeétionem reétarum VG , 36

FQ, & punéti p per interfc&ionem reétarum Vg, FQg

captis FV ad FE in ratione determinante, & QG, Q3

zqualibus QF. In ejus autem demonftrationc confide

rantur fimilia pro punéto P triamgula , FPV , QPG ,

g QPD, QFE, ac inde eruitur FP ad PQ , ut FV ad

QG, five JF, & PQ ad PD, ut FQ ad FE, unde in

fertur ex æqualitate ordimata FP ad PD, ut FV, ad FE

äm ratione determinamte, ut opportebat. Hec demonftra

tie , fi affumatur fimilitudo triangulorum , nullum ha

bet difcrimen in figuris 35 , & 36 , juxta num. 764 ,

|licet altera ad quamvis Se&tionem Conicam pertineat,

altera ad folam Hyperbolam ; quia omnia remanetprimo

analogie genere analoga , nullo termino dire&tionem

mutante, nec in infinitum abit quidquam, nec per in

finitum traducitur. Transfertur eâ demonftratio ad pun

&tum p iifdem prorfus vertís, & litteris ponendo folutm

pro pun£tis , P, G , D pun&a p, £ , d corum analoga.

Sunt nimirum /imilia triangula FPV, Qgg . & Q,g ,

QÉE, ae inde eruitur ■p ad pQ , ut FV ad Q g,`five

QF, & pQ ad pd , ut FQ ad FE ; umde infertur ex <-

qualitate oraimata Fp ad pd, ut FV ad FE im ratione

determimante , ut oportebat . Nulla autem mutatio fit

in nomenclatura triangulorum , & propo£tionibus, fi

ve conferatur punctum p cum punéto P ejufdem figu

tae , five p cum p alterius, quia punctis, & rectis fuc

cedunt puncta, & rectæ cum analogia vel primi, vel

fecundi gencris ; quamobrem rationes redeunt eedem

juxta num. 772, & cum nulla argumentatio fiat com

Ponendo , vel dividendo, nullus fit tranfitus a fummis,

Bofcovich. Tom. ///. X ad
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ad differentias, vel viceverfa, quae textum demonftra

tionis verbo aliquo immutent.

794. At fimilitudinis triangulorum illorum demon

ftratio turbatur nonnihil a mutatione dire&ionis cru

rum in angulis . Angulo VFP in fig. 35 fuccedit VFp ,

quem PF mutata continet , fi producatur , cum FV

non mutata , At direétio FP , Fp communis in fig.

36 , cum FV communi angulum VFP communem red

dit cum angulo VFP. Contra angulus PQg idem eft

ac PQ3 in fig. 35 ob directionem Q p , QP eandem ,

& Q3 utrobique eandem , fed contrariani illi priori

QG : at in fig. 36 pQg cft ad verticem oppoGtus ip

fitis PQG, ob directionem QP , Qg utramque oppofi

tam dirèétioni QP , QG . Comparando angulos FPV,

QPG, habetur utrobique alter alteri ad verticem oppo

fitüs , at FPV , QJg idem funt angulus mutatis in fig.

35 folis direétionibus FP, VP , dum abeunt in Fp ,

Vp, & manentibus direétionibusGP , QP, in Gp,Q p :

atin fig.36 mutatis contra direétionibus GP s QP in gp,

Qp , fîiancntibus FP, VP in Fp, Vp, unde fit, ut al

tcr ex angulis illis binis utrobique , dum fit tranfitus

a P ad p , mutetur in angulum fibi ad verticem op

pofitum , maneat vcro alter , & proinde qui fuerant

ad verticem oppofiti » jam congruant . Demum anguli

PFV, PVF funt utrobique alterni angulorum PQG ,

PGQ.jacente P inter parallelas FV , IGQ , at pFV ,

PVF , rcfpcctu pQ3 s pgQ funt in fig. 35 Texterni, in

fig. 36 , interni, & oppofiti cum jaceat p ibi ad partes

FV hic ad partes gQ . Qgoniam tamen ejufmodi mu

tatio angulorum ex oppofitis ad verticem in congrucn

tes & ex altcrnis in externos, ac internos, & oppofi

tos , vel ex externis in internos , æqualitatem eorum

non mutat, manebit demonftrationis vis , & folum e

nunciatio mutabitur dicendo pro punéto P angulus FPV

aequatur angulo QPG ad verticem oppofito , & pro p

angulus FpV , eft idem , ac angulus Q pg ; pro angu

lis vero ad FV, GQ, & FV , gQ poteft dici tantum

moio anguli ad ejufihodi bafes funt ubique æquales ex

- paral
•,
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parallelarum proprietatibus , licet , fi cæ proprietates

enuncientur, mutari debeat expreffio . Prorfus vero fi

milia obfervari poffunt in comparatioae triangulorum

FEQ , PDQ , & FEQ , pdQ , . . . . .

795. At ad evitanda incommoda dire&ionis mutatæ

in angulorum , & vero etiam rcétarum enunciationi

bus , plurimum fæpe nobis profuit alias adhibere lit

teras praeter eas, quæ mutantur . Hinc , illæ A, B in

fig. 1 , 2 , & tam multis poft retentæ in dire&trice :

hinc illae GHIT, ghit conftanter retentæ in figuris a 9 F. ;

ad 14 5 & 25, 26, 27. Hinc in figuris poft 4 1 pun- ,

&tà illa z , Z, & K, ac aliis in locis. Id autem pro- a3

deft multo etiam magis aliquándo , ubi punctum ali- 41

quod ita in infinitum abit , ut nufquam jam fit. Sic

præter fuperiora exempla, ifi quibus haec utilitas often

di pcteft, ubi figura 25 mutatur in 28 ( num. Io9 )

& Ellipfis in circulum, punéto E illius abeunte in in- F, 5 $

finitum ita, ut nufquam jaim fit, fruftra analogia que- , §

reretur figurárum, nifi utrobique manerent litteræ Gg ,

Hh, Ii ab interfeétionibus non pendentes , quæ poft

transformatiónem fuperfurit , • • - -

796. Exempla litteræ adje&ae cum fru&uenunciatio

his manentis habentur plüra . Luculentiffimum eft in F,4;

ufu litteræ V 3 quæ in figuris à 41 ad 45 adjeéta £ft Ā£

in ufu litteræ Ví quae irífiguris à 41 ad 45' adje£tâ ;
eft (num. 172) reëtæ HF, in prioribus ad partes Fin AZ

pòftrema ad partes H . Hac arte obtigit, ubique ex pa- 45

rallelarum natura æqualitas angulorum PFH, pFV cüm

angulis LTt, LtT æqualibus ifiter fe , licet éx diver

fis parallelaruin proprietatibus profluat æqualitas ipfa jux

ta hunc ipfum canonem . Porro in figuris 41 , 43, 43

tam FP inter fe relatæ, quam Fp inter fe, pofitionem

fervant, & proinde omniâ eodem modo fe habent;, in

figura 44 mütat direétionem tam EP, quam FP ; hinc

adhuc V jacet ad partes contrarias H . At iin fig. 45

mutatur Fp , manet FP ; hinclitterarum refpondentium

V , & H altera refpectu alterius manentis mutari de

buit , ut jam direétiones FH, FV congrucrcnt ,

- Q 3 7 97.
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53

54

*797. Hujufmodi artificio auferetur etiam apparens

quaedam irregularitas , quæ videtur occurrere in theo

remate expofito num. 176. Ibi enunciatur , binas tan

gentes ductas ex extremis punctis chordæ tranfeuntis per

focum concurrere in directrice , ibique continere angu

lum in Ellipfi acutum , in Parabola rectum , in Hy

perbola obtufum , fi terminetur ad eundem ramum il

la chorda , iterum vero acutum fi terminetur ad bi

nos ramos . Is angulus eft in fig. 53 , & 54 PHp .

Porro ubi punctum p e ramo citeriorc figurae 53 abic

in ulteriorem figurae 54, non abit angulus ille ex ob

tufo in acutum faltu quodam , fed angulo PHp illius

fuccedit angulus , quem in hac contineret PH cum

PH producta ad partes H , quæ nimirum PH directio

nem mutavit . Is eft adhuc obtufus , & excipiens po

fremum lllum obtufum PHP figurae 5 3 , qui habetur

puncto P abeunte in infinitum , & tangente HP im

afymptotum H2Kx figurae 5o . Is pcr omnes conti

nuos gradus mutatur , donec ad binos rectos acce

dat ultra quofcumque himites , imminuto PHp acuto

ita , ut abeuntibus P, p in vertices axis tranfverfi ,

& factis tangentibus parallelis , evanefcat. Satis igitur

fuiffet in HP producta in fig. 53 ad partes p , in 54.

ad partes H apponere litteram V , & enunciare ita :

angulus PHV erit in Ellipfi acutus , in Parabola re

ctus, in Hyperbola femper obtufus . Sed quoniam c

nunciatio, & demonftratio fine ejufmodi productione re

ctæ evadebat fimplicior, fimplicitati analogiam poftpo
fuimus.

798. At ex hifce exemplis jam patet , quam apte

hujufmodi artificio fervetur faepe analogia , vulgari et

iam Geometriæ fermone adhibito. Nam fi infiniti my

fteria liberet adjicere , & rectas confiderare per infini

tum traductas , ac alia , quædam, quæ fingula perfequi

longum cffct , admifcere , theoromatis quoque inde

provenientibus in Geometriam invectis; poffent femper

ipfa interfcctionum puncta retinere caracteres fuos ,

dummodo aliqua notula gcncralitcr exprimi poffet di

1'CCtt Q '
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re&io re&ae tendentis ad punctum , & magnitudo *

quæ expreffio communis effet etiam punétis in infini

rò lateritibus , & lineis per infinitum traduótis • Sicin ,

fig. 35 angulus FPV angulo g erit adhuc oppofitus f.33

ad verticem , ut FPV ângulo

ex parte finita reétarum Fp , VP , quæ diteétionem

miutarunt , fed ex part€ iilarum F oo P, V • P •

quae per infinitum cadcm directióde traduétæ conci

piantür & in ipfa 34 adhuc obtufus eft angulus PH ,

• p , quem PH continet cum H &o p per infinitum tra- ,

duéta . Verum deeft ejufinodi geometricum idiomâ ,

& infiniti myfteria, fi ipfum pofmibile fit, noftrae nien

tis captum excedunt adeo, ut fæpe in iis analogia qu£

dam confiderari poffit taatumfnodg , & ufus ad ea ,

quæ de fihitarum magnitudinum relationibus mutuis

habentur , generalius , & facilius eruerida , mori vero

ad ipfarum infinitarumi , vcl plufquämä infinitarum ma
gnitudinum relationes ad fe invidcrn evidenter perfpi

ciendas , & pari evidentia ex iis relationibus dedu

cendas femper defhonftrationes theoreimatum ad finitam

Geometriam pertinentiumi : Quædam ex iis inveftiga

tioni aptiora funt , quam demionftrationi , Certi qui

dam tantummodo cárioncs eruuntur , quod hic pra*,

ftamus, ex quibus rite ftabilitis poffint plerumque $ çuid

poft transformationem debcat in quântitatibus finitis
relinqui. Ubi infinitis ifidefinita fubftituerimus alio vo

mo , multo fanc evidentius , & multo uberius pate

bunt omnia , quae huc pertinercnt . Scd de iis

iterum infra . Intereà gedinetrici idiomatis defe&uset

iam in fequenti canonic , & multo etiam magis fc

prodet.
-

799. Canon. 3. Ubi anguli, hiaths ab altera plaga

ad alteram tranfit, quod fieri potef? vel tranfeundo per

mihilum , vel tranfeumdo per binor reéios , /? accipi

tur is , qui ejufmodi mutatione oritur tranfeundo per

mfhilum , habendus^ eff pro megativo , & in fummi*

negativo modo computamdus ita , ut fumme im differem

tias abeant , altero tam:.m e. bimi; mutate ; at f ee

X 3 abcat

DG , fi non fumatur 54



go6 DE TRANSFORMAT I O NE

abeat tramfeumdo per b mo* re&tos , angula orto juxta

commumam Geometrie momenclaturam debet fubßitui ej s

c mplememtum ad 4 re£tos , qui ß appelletur angulus com

vexus , vel ut aliqui folemt gibbus , fepe analogia mul

to melius fervabitur. -

8oo. Dum reéta CL in fig. 264 gyrat circa C cum

F264reéta CK efficit angulum KCL dire&ione KLN ; abe

unte L in K, is evadit nullus : tum abeunte L in L'.

jam evadit negativus refpe&tu KCL , hiatu KCL poft

tranfitum per nihilum abeunte in KCL dire&tione op

pofita KLO. Is crefcit , & fit re&tus , ubi L' abit in

O: tum fi L' pergat ultra moveri in M; angulusKCM.

eft adhuc ejufdem direétionis cum KCL', fed obtufus. '

Abeunte M in Q , jam fit KCQ reéta linea ,

& angulus ille abit non in nihilum , fed in duos re

&tos KCQ , quorum menfura eft dimidia circumfe

rentia KOQ,. Pergente M in M', jam angulus KCM'

in vulgari geometrico fermone intelligitur is, qui hia

tu cavo refpicit plagamKN, qui iterum eft minor duo

bus re&tis . At is non fuccedit priori illi KCM , nec

eft analogus ipfi primario analogiae genere , fed fecun

dario . Priori fuccedit angulus , ut eum appellavimus,

convexus, quem KC cum CM' continet ex parte OQ;

& cujus menfura eft arcus KOM' femicirculo major J

Is crefcit , & ille cavus: decrefcit , dum M' pergit in

E. , & appellente demum M' , vel L ad K , complen

F.89 tur quatuor reéti . Nimirum ut in fig. 89 bini funt

arcus FBm , FAm contraria dire&ioae complentes cir

culum , immo infiniti , qui integros addunt circulos

directione utraque ; ita bini confiderari poffunt angu

li , quos binæ re&te-in-punéto quovis continent di

reétione contrarii , alter convexus , alter cavus ,

complectens quatuor re€tos , immo infiniti dire&tione

utraque . -

8oI, Porro ubi angulus direétionem mutat tranfe

undo per nihilum s traétari debet ut negativus. In fig.

F24o24o argulus ACB externus æquatur fummae angulo

rum AEB , DBE , qui funt interni, & oppofiti in tri

abl
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angulo CBE . Hinc angulus AC2B æquari debet dif-'

ferentiæ angulorum AEaB, DBEx ob direétionem DBE

mutatam in DBE2 3 tranfitu faéto in D per nihilum.

Et revera eft ipfi differentiæ æqualis , cum AE2B ex

ternus æquetur binis DBE2 , AC2B internis , & op

ofitis ,P. 832. Qu9d fi mutatio fiat tranfèundo per duos re

άtos ; angulo, qui in vulgari fermone nafcitur : cavus

ad partem oppofitam , debet fubftitui convexus ille ,

qui eft ejus complementum ad quatuor re&os. Eft no

tiffimum Geometriæ theorema , in circulo angulum ad

centrum effe duplum anguli eidem arcui infiftentis ad

circumferentiam . Non erit verum , nifi angulus ad

circumferentiam fit acutus , vel nifi anguli hujufmo

_-~~

.-

di convexi confiderentur . In fig. 271 angulus APCeftF271

duplus anguli Al'C ; anguli autem AIC Τnon habetur

duplus in vulgari fcrmone acceptus , neque enim eft

APC » fed ejus complementum ad reétos quatuor, cu

jus menfura cft arcus AIC, five eft angulüs APCcon

VeXuS. - -

8o3. Hujus etiam canonis ufus occurrit in Seétio

num Conicarum elementis . Ex num. 184 habetur, in F.57

Ellipfi in fig. 58 duplum anguli PHp binärum tangcn- 58

tium æquari differentiæ binörum angulorum PFP, Pfp , 59

in Hyperbola in fig. 59 fummæ eorundem PFP , Pf.

Nam ubi f abit in Parabola in infinitum ita, ut riuf

quam jam fit » angulus Pfp decrefcens in receffu pun

cti f in infinitum jam fit nullus, & idcirco ibidem in

fig. 57 in Parabola duplum anguli PHP aequatur foli ;

angulo PFP. Ubi autem abit curva in Hypcrbolam fi

guræ 59 , & f redit ex parte oppofita , ' angulus Pfp*

acquirit directionem oppofitam , quam cum acquifierit

in tranfitu per nihilum , evafit negativus, & differen

tia debuit abire in fummaria.

8o4. Ibidem autem fi angulus PFp non obvertat cu

fpidem puncto H , fed ut in fig. 60, 61 , 62 hiatum;[f.6o.

cnunciatio theorematis in vulgari Geometrico fermone561

falfa erit, Nam non cft accipicndus angulus PFP ca- 62
- X 4 `vus
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vns ille quern vulgo confiderant, fed ejus. complemen.

rum ad 4 rettos, himirum ille , quem nos convexum

appellavimus, qui conftat adhuc binis PFN, pFN,quod

ibidem enunciavimus , & qui id non enunciant, thco

rema exhibent in hoc cafu falfum , Nam in Geome

trico fcrmone vulgari femper anguli nominc intclligi
cur cavus ille , non convexus.

8o5. Hic folum poftremo loco aotandum eft hofce

binos modos mutandi direétionem in angulis tranf*.

undo pcr nihilum , & pcr duos reétos , refpondere bi

nis modis, quibus linea abit e pofitiva in negativam

tranfeundo per nihilum , & per infinitum . Ut autem

ibi non eft analoga primario analogiae genere priori

linee linea finita habens direétionem oppofitam nata

in tranfitu per infinitum, fed illa per infinitum tradu

&ta plufquam infinita; ita hic priori angulo non ref.

pondet poft tranfitum per duos re&os angulus cavus

dire&ionis contrarie , fed ille , quem nos hic conve

xum diximus plufquam obtufus ,

8o6. Canon. 6. Quadratum lineæ tam po/itive , quam

negative eff pofitivum , ©* quodvis quadratum po/ìtivum

bima habet latera alterum po/ rivum alterum megativum.

Si autem quoddam quadratum equale fuerit reëiangulo ,

cujus latus alterum direétionem mutet ; ipfum quidem

quadratum cenfemdum erit reale , fed megativum , &

ouac raro primi amalogum fecundo gemere amalogie ; a?

ejus latus fiet imagimarium, & impoffibile, deficienteibi

termimo amalogo lateri quadrati priori* : /? direífionem

mutet utrumque reëlamguli latus, erit reale mtrumque la

tur quadrati po/ìtivum, & megativum, & /ingula ex his

erunt amaloga primo amalogiae gemere /ingulis lateribus

priori* quadrati.
-

8o7. Patet hic Canon. ex iis, quę diximus a num.

682 ad 688, ubi & cjus demonßratio habetur, & a£

F*4*feruntur exempla ordinatarum BG, BG figure a4a , qug

bine funt intra circulum , nullg sxtra , ac B2L,B3Lx ,

que habentur extra utrinque in Hypcrbola, non autem

11A£2\
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intra, ac alia exempla adduntur defumpta a pofitioni

bus Euclidis libri 2. Qgadratum autem , ubi fit nega

tivum, & adhuc appellatur quadratum, non erit qua

dratum quantitatis realis, fed produótum ex recla po

fitive confiderata , & reéta longitudinis ejufdem, dire

&ionis contrariae negativè confiderata ; adeo ut qua

dratum negativum ubi ad reales quantitates referatur

idem fignificet, ac ejufmodi produétum, quod quadrato

pofitivo, & vere quadrato refpondetita, ut reôta nega

tira pofitive; erit autem quadratum lateris imaginarii,

five impoffibilis . Rc&tangula ejufinodi , & quadrata

negativa cum pofitivis confundi, & pro fe invicem af

fumi poterunt , ubi fole magnitudines confiderantur ;

at ubi etiam pofitio confideratur » ae analogia ad tran

sformationes, diligenter funt diftinguenda.

8o8. Confequitur autem ex ipfo canone hoc veluti

Gorollarium. Inter binas retias tam fimul pofitiva, ,

quam fimul megativas media proportionalis e/? duplex .

altera po/jtiva , altera megativa , quæ lomgitudine fum?

«quales , di reëiione comtrarie . Inter bimas alterwm po

Αtivam , megativam alteram media proportiomali* rea

lis mom habetur , fed im impoffibilem , & imaginariam*

utraque tranfi* : haberi autem poffunt bine medielen

gitudine «qualet , fed pofitione contrarie altera po/ìri

va , altera negativa . Patet corollarium ex eo , quod

quadratum mediæ æquari debeat reétangulo fub extre

mis, & demonftratum eft num. 685. Binæ autem ille

medig habebuntur , ubi datarum altera eft pofitiva »

altera negativa , fi earundem datarum utraque pofitive

confideretur , & inveniantur binc medie » quod ibidem

preftitimus , inventis binis B2L , mediis inter AB* •

B2D : Nam fi hg confiderentur ut pofitivc ambae •

erit AB» ad utramvis BxLi, ut eadem BAL adB2D» at

fi altera ex iis confideretur negativo modo , ut AB2 »

erit ABz ad alterum e binis BL, ut altera, BL,non il

la cadem, ad BzD, mutata nimirum confideratione g
triufquc tcrmiaicjufdem primς rationis. Atque hocÉ;di

CI*•
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fcrimen inter B comparatum circulo, & Bz compara

tum Hyperbolæ . Erit ibi AB ad alterutram BG , ut

eadem BG ad BD , hic AB: ad alteram B2L , ut non

ea, fed altera BL pariter ad Hyperbolam terminata ad

B2D. Atquc hoc pacto relationes quandoque habebun

tur non inelegantes inter Ellipfim , & Hyperbolam ,

folventes quaedam problemata, quae videreritur ope po

fitivorum, & negativorum ad unicum problema` redu

ci poffe , & communem habere enunciationem , ubi

nimirum planis pofitivis negativa fuccedant , non li

neæ lineis tantummodo , ut in fine eorum , quæ ad

hunc Canonem pertinent , patebit.

8o9. Hujus Canonis, & Corollarii fummus eft ufus

in Scctionum Conicarum elementis , & ejus ope mi

rum in modum ratio redditur quarundam, quae viden

tur anomaliæ evertentes omnem analogiam, & relatio

nem harum curvarum ad fc invicem . Illud jam fupra

notavimus num. 761 , ubi oftendimus axem Hyperbolæ

per infinitum traductum , non vero axem finitum ref

pondere finito axi Ellipfeos, quod nimirum per quod

vis punctum axis finiti Ellipfeos , & per nullum fini

ti , fed per quodvis illius, qui traducitur per infinitum

in Hyperbola, ductæ rectae ipfi axi perpendiculares oc

currunt perimetro. Id vero hinc fane manifefto, pen

det , & ad omnes diametros primarias Hyperbolæ tra

ducitur'. Nimirum in fig. 9. in Ellipfi cft ( num. 66)

conftanter axis Mm ad chordam VFu , ut rectangulum

MRm ad quadratum femiordinatæ RP. Jam vero ubi

cumque affumatur punctum R in Ellipfi in axe finito

Mm , ambæMR, mR retinent pofitionem fuam, adeo

que habcntur ordinatæ PRp iis refpondentes . At fi

punctum affumatur extra ad partes M, vel m , muta

tur in negativam MR , vel mR , maanente mR, vel

MR. Quare mutatur in negativum etiam rectangulum

MRm , Hinc quartus terminus proportionalis poft Mm

Vu , & reétangulum MRm , quod crat : quadratum fe

miordinatæ , vertitur in ncgativum , & proinde £mi

ordinata rcfpondens punétocuilibct axis EllipfeosM oo m

per

|
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per infinitum traduéti cft imaginaria , licet ejus qua

aratum reale maneat, fed negativum. :-

8 i o. Comparata jam Hyperbola figuræ 1 I cum El- F.9

lipfi fig. 9 , fi R affumatur in quevis punéto axis in- I I

definiti MH ; direétionem habetMR eandem, ac prius,

mR contrariam; & affamatur R' in axe mh, eam mu

tat MR' , retinet mR'. Qgare in utroque eafu re&an

gulum MRm evadit negativum . Remanet autem Vu

pofitiva quantitas, Mm negativa , direétionis nimirum

contrariae . Quare mutatis primo , ac tertio termino

proportionis , & manente fecundo, dcbct manere quar

tus , adeoque quadratum femiordinatæ habetur, pofiti

vum , & femiordinata utraque realis per totum axem

M oo m traductum per infinitum . Contra vero in

quovis punéto R affumpto inter M, & m retinetur di

reétio utriufque MR , mR refpeétu Ellipfeos ; adeo

que retinetur rectangulum MRm directionis ejufdem ,

retinetur VFu , mutatur vere Mm . Qgare mutatur et

iam quadratum femiordinatæ in negativum , & Proin

de nullum eft punétum affumptum in axe Mm finito

Hyperbolæ, in quo haberi poffint ordinatae . Ordinate

ipfae iis punctis refpondentes funt impoffibiles, & ima

ginariae 5 earum autem quadratum, quartum in illa pro

portione, in qua priores tres termini realcs funt 3 rea

lc eft etiam ipfum , fed negativum.

81 I. Hoc animadverfo, patet jam primo, cur Ellip

fis quidem finito orbe in fe ipfàm redeat , Hyperbola

vero habeat bina crura in infinitum utrinque produéta.

Patct etiam unde oriatur difcrimen infignc inter dia

metros conjugatas primariarum Hyperbolæ, fiye diame

tros fecundarias & diametros conjugatas Ellipfeos. Om

aes diametri hujus terminantur ad perimetrum , (num- '

212 ): illius diametri, non omnes, fed eae folae , quas

continent ii afymptotorum anguli, quos axis tranfver

fus fecat , occurrunt perimetro ipfius ; reliquæ autem

ipfi nullo modo occurrunt , fed terminantur ad peri

metrum binorum ramorum Hyperbolæ conjugatae f.nlle

212), quæ Hyperbola conjugáta cft locus geometricus

- a. Priore
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a priore omnino diftin&tus. Nam quæcumqac diximus

de ordinatis axi tranfverfo , locum habent in ordina

ris diametrorum omnium, cum in omnibus juxta num.

35 1 debeat effe reétangulum fub abfciffis ad quadra

tum femiordinatae in conftanti ratione diametri prirma

riae, quae in Hyperbola mutat direétionem , ad re&am

datam , qua parameter dicitur , & ut paullo inferius

hinc demonftrabitur , eam non mutat . Qgamobrem

fi per centrum C , utique interceptum verticibus dia

metri , concipiatur ordinata parallela ordinatis diame

tri primae cujufvis ; ea quidem imaginaria eft , fed ejus

quadratum eft reale, & negativum. Si ca effet realis ,

effet utique analoga diametro conjugatæ Ellipfcos, qu©

cum per centrum tranfeat, & ad perimetrum Ellipfeos

ipfius terminetur , ac fit parallela ordinatis fuae diame

tri primae fibi conjugatae, etiam ipfa eft ordinata quæ

dam pertinens ad ipfum centrum . Hinc eruitur illud:

femidiametro parallclae ordinatis diamctri Ellipfcos cu

jufvis terminatæ ad ejus perimetrum , adcoque, ejus

conjugatae nihil refpondere analogum , quod reale fit s

& pertineat ad centrum finitum Hyperbolae . Sed ejus

quadrato rcfpondere quadratum quoddam negativum • i

parametrum pofitivam , &, rcétangulum MCms pofiti

812. Porro ob hujas quadrati negativi analogiam

eum quadrato pofitivo axis conjugati Ellipfeos faétum

eft , ut Geometræ , licet id, ipfum omnino tum non

perfpexerint , femidiametros appcllaverint conjugatas

primariarum , latera ejufmodi quadrati pofitivè confi

dcrati , quas cum viderent non terminari ad perime

trum , eas dixerunt femidiametrós fecundarias . Illae

funguntur vicc carum , quæ immaginariae funt , &

quæ vere analogæ effent , fi effent reales . Hinc au

tem illud manifefto confequitur , femidiametros , vel

' diametros fecundarias Hyperbole nullam habcre ana

logiam cum femidiametris , vel diametris conjugatis

£llipfcos , fcd illarum quadrata cffc analoga fccunda

fia

!



LOC©RUM GEOMETRICORUM. 3 1 3 _

rio analogiæ genere quadratis harum , nimirum , ubi

refertur Hyperbola ad Ellipfim , quadrata femidia

metrorum fecundariarum illius affumcnda effe , ut

negativa, dum quadrata femidiametrorum coniugatarum

cujufvis diametri Ellipfeos confiderantur, ut pofitiva.

8 1 3. Huc ubi iam delati fumus , prona fient , &

legibus continuitatis , & uniformis Sectionum Conica

rum naturae admodum conformia plurima , que vide•

rentur #; analogiam pervertere . Nimirum in iis,

quae pertinent ad diametros ipfas fecundarias Hyperbo

læ collatas cum diametris Ellipfeos , difcrepabunt om

nia , ac proprietates earum diversæ erunt , & diverfa

ratione demonftrabuntur. Ubi autem earum quadrata

occurrent, fervabitur penitus analogia , dummodo qua

drata diametrorum fecundariarum Hyperbolæ habean

tur pro negativis • Patebit autem & illud difcrimen ,

& hec conformis f ratio , confideratis ipfis Conicarum

Se&tionum Elementis , in quibus , quæ maximè no

tatu digna huc pertinentia arbitrabimur , hic pcrfe

quentur.

814. Conftruétio Ellipfeos, quam ex datis binis dia

metris dedimus num. 39 1 , nullo modo ad Hyperbo

lam transferri poteft : ea vero , quam pro Hyperbola

dedimus num. 269 ad Ellipfim pertinere non poteft :

ambe elegantiffimæ funt, & fimpliciffimae, fed a fe in

vicem remotiffime , & penitus difcrepantes. Axis tranf

verfus in Ellipfi cft omnium diamctrorum maxima (m.

379 ) , in Hyperbola omnium primariarum minima

ô num. 246 ), & methodi , quibus ea theoremata de

monftrantur a fe invicem difcrepant. In Ellipfi omnes

diamctri terminantur ad ejufdem Ellipfeos perimetrum .

ut diximus: in Hyperbola terminantur omnes primarie

tantum, fecundarie autemad Hyperbolam conjugatam »

que alium locum geometricum conftituit a priori pror

fus diftinétum . In quavis Ellipfi habentur ( numer.

379 ) bine diantetri conjugate aequales , ac vel pri

maria major effe poteft , quam fua conjugata vel mi

nor: in Hyperbola,nifi gquilatcra fit, fcmpcr ingqualcsfunt,
- 2C
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ac primaria (num. 246) vel fcmper major , vel min:

quam fua conjugata. -

81 5. Ipfa ratio , qua axem conjugatum , &c diam:

tros primariis conjugatas definivimus in Ellipfi, & H;,

perbola difcrimen hoc apertiffime docet , cum admo

dum diverfa fit , licet prima fronte conformis apparcat,

Neque enim eas definivimus ex ulla relatione commu

ni ad perimetrum Ellipfeos , & Hyperbolæ, quae nimi

rum nülla habebatur , fed alia via ad hanc ipfamiano

maliam declarandam aptiffimâ , Nimirum pro axe con

jugato in fig. 9 , & 1 i affumpfimus CX ; Cr medias

inter MF, mF, & diximus utrobique illam Xæ axeiri

conjugatum. Videtur fane hæc definitio communis effe

defùmpta nimirum ab eadem relatione ad tectás afia*

logas MF , mF . At re diligentius confiderata , con

trárium erit admodum manifeftum'. Cum enim MF in

figura I f habeat. eandem direétionem s ac ifi fig.

9 , & Fm contratiam , patet, alteram tantummodo

tranfire in negativam. Hinc fi habetur in Ellipfi du

plex media preportionalis inter MF & Fm, ea in Hf

perbolâ habeti non poteft juxta num. 8o8 , cum nulli

fit media inter quafititatem pofitivam ; & negativam ;

fed binæ inveniri poffint mediæ æquales quidem ma

gnitudine, fed pofitione contrariæ altera pofitiva, altę

fa negativa. Si igitur in Hyperbola affumuntur mediae

X , Cx inter MF, mF , jäm etiam mF confideratur,

ut pofitiva, adeoque ipfa fic confiderata non eft análo

ga illi mF Ellipfeos ibidem confidefatae , ut pofitivae ;

nec pfoinde illa: mediæ analogæ funt. . . . . .

816. At pro diametris conjugatis cujufvis diamcti

poterat quidem illud affumi pro definitione , ut effert

rectæ per centrum ductæ parallelæ ordinatis illius im

eo bifariam fectae 4 quarum quadratum ad quadratum

fuae diametri primæ effet , ut eft quadratum 'femiordi

natæ ad rectangulum fub abfciffis, quæ vifa fuiffet com*

fnunis definitio . Sed præter quam quod in eundem

fcopulum incidiffet definitio, quadrato`femidiametri fe

cgndariæ evadente negativo in Hyperbola , & ipfa fe
fÉ¤·
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midiametro, ac diametro, fi analogia rite fervanda ef

fet , imaginaria ; præterea ea definitio nec generalis

extitiffet : nam diameter quævis primaria habet in Hy

perbola fuam fecundariam, cujus ea ipfa conjugata eft,

inec tamen habetur conftans ea ratio quadrati femior

dinatæ diametri fccundariæ ad rectangulum fub abfcif

fis a binis ejus verticibus , fed ea proprietas eft ordi

natarum tantummodo , & abfciffarum ad diametrum

primariam. Aliam igitur apparentem tantummodo ana

logiam confectati fumus , quae primo afpectu fumma

videretur, licet re ipfa , nulla effét , cum himirum nul

la prorfus haberi poffet . Nimirum in fubfidium voca

vimus figuram illam conclufam quatuor infinitis bina

tum Hyperbolarum conjugatarum ramis , quas exhi- F. 5*

bent figuræ, 52 , 83, 84, & ad unicam Ellipfim , ut 83

num. 172 innuimus , relationes habet admodum ele- 84

gantes . Diximus igitur num. 2 12 illam diametri cu

jufvis diametrum conjugatam , & pofitione, & magni

tudine definitam, quæ per centrum duéta ordinatis il

lius parallela effet , & ad perimetrum terminaretur ia

Ellipfi ipfius Ellipfeos, in Hyperbola figuræ ipfius a qua

tuor binarum Hyperbolarum conjugatarum ramis eon

clufae, qua definitione fatis patebat contineri axes ip

fos, cum axem conjugatum terminari in Ellipfi ad pe

timetrum ipfius Ellipfeos conftaret ex n. 72, & in Hy

perbola id in ipfa Hyperbolarum conjugatarum notione

contineretur n. I7o.

817. Porro tanta eft ejus figuræ quatuor Hyperbola

rum ramis conclufe habitudo ad unicam Ellipfim , ut

ea vel minus perito , vel minus cauto Geometræ faci

le poffit imponere , ac fuadere ejus etiam figuræ peri

metrum fimplicem effe Geometricum locuim , & unicc

Ellipfi integrg refpondentem . Nam quævis recta tam

in quavis Ellipfi, quam in ejufmodi figura per centrum

'ducta , ipfius perimetro occurrit hinc , & inde in bi

nis purictis tantummodo, fi nimirum & afymptotorum

concurfus confiderentur , ut in infinito delitefcentes , .

abi fe & cum ipfis afymptotis octo illa quatuor ratno
Iu111
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vum crura conjungant : quævis ex iis ita terminata in

ipfo centro fecatur bifariam 5 quævis eft diameter ha

bcns ordinatas, quas bifariam fecet, quibus liceret an

numerare ctiam illas II. in fig. 83 , quae dici poffcnt

ordinate afyptotorum alteri parallelæ ab altera bifariam

fectae, juxta num. 24o 5 quævis habet binas tangentes

perimetri figuræ ordinatis paralIelas preter afymptoto

rum ordinatas illas LI , quæ nullam habent nifi ip

fa afymptoto confiderata pro tangente » cujus contactüs

ita in infinitum recedit , ut nufquam jam fit : quævis ;

diametrum fibi conjugatam habct parallelam binis tan

gentibus figuræ per binos fuos vertices ductis. Bemum

tam in Ellipfi , quam in ea figura quatuor tangentes

per extrema puncta diametrorum conjugatarum duct®

parallelogrammum continent, cujus area conftantis eft

magnitudinis , æqualis nimirum rectangulo fub binis ;

axibus , juxta num. 469 , ubi illud etiam ad hujufmo

di analogiam acccdit, quod anguli eius parallelogram

mi terminantur in Ellipfi ad aliam Ellipfim fimilem

(num. 375 ) , & in Hyperbola ad afymptotos ( num.

244) , quas patet communes effe debere omnibus Hy

perbolis fimilibus idem habentibus centrum C, & ean

dem directionem axium Mm , Xx , ac eandem eorun

dem rationem ad fe invicem, & in eas debere define

re omnes Hypcrbolas , ubi axes evanefcant , ut adeo

illæ ipfe afymptoti confiderari poffint , tanquam alia

quaedam Hyperbola illi fimilis , in cuius perimetro

id parallelogrammum angulos habet-terminatos, ut in

Ellipfi.

818. At licet tanta fit huius figurae fimilitudo cum

Ellipfi , difcrimen admodum facile deprehenditur vel fé

cx eo, quod eadem recta ei figure in quatuor etiam di

punctis poffit occurrcre , ut illa Hh fig. 84 , que oc- | to

currit ipfi in N, P, p, m, præter quain quod nulla e | t.

millc aliis proprietatibus, quæ vel ad focos , vel ad f;

ordinatas, vel ad latera recta , normales , tangentes , tt|

ac alia ejufmodi pertinent in Ellipfi , locum habet in

ramis omnibus eius figuræ, fed ritè applicata in binis Ę

^. tán
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tantummodo . llla vero qualifcumque apparens analo

gia, & figurarum fimilitudo inde ortum duxit , quod

licet ipfæ diametri fecundariae non fint in Hyperbola

analogæ diametris Ellipfeos, earum tamen quadrata funt

analoga fecundo analogiæ genere quadratis harum ,

quibus fi negativè fumantur, prorfus refpondent. Cum

ipfae diametri vi ejus definitionis nullo modo analogæ

fint , hæc ipfa analogia quadratorum demonftraricom

muni demonftratione non potuit defumpta ex ipfa de

finitione . Pendet ea a theoremate enunciato Prop. 7

num. 35 1 , in qua habetur pro utraque curva , qua

dratum femiordinatæ cujufvis diametri primariæ effe

ad rectangulum fub binis abfeiffis a binis ejus' vertici

bus , ut eft quadratum femidiametri conjugatæ ad qua

dratum femidiametri primariae . Porro rationem ejus

quadrati ad rectangulum fub abfciffis conftantem effe

communi demonftratione patuit num. 352 ; at eam

eandem effe , quæ eft quadrati femidiametri prima

riae , eadem pro utraque curva demonftratione evinci

non potuit ; fed pro Ellipfi ibidem demonftratum eft.

ex eo , quod vertices diametri conjugatæ funt etiam

ii ad eandem Ellipfim , pro Hyperbola repetitum eft

a numer. 256 , ubi idem longe alia demonftratione,

petita videlicet ab afymptotorum natura» fuerat demon

ftratum.

819. Caeterum demonftrata jam ejufmodi quadrato

rum analogia , ex qua conftat quadratum ejus , quæ

dicta eft diameter fecundaria in Hyperbola , effe ejuf

dem magnitudinis , ac eft quadratüm negativum veré*,

analogum quadrato pofitivo^ diametri conjugataeÊ
feos , quæcumque in Ellipfi pertinebunt nón ad; ipfa

diametros conjugatas , fed ad earum quadrata , erunt

communia Hyperbolæ , dummodo in hac quadra

tum femidiametri fecundariae fumatur negativè , quod

fane » fi ipfa fecundaria diameter effet analoga diame

tro Ellipfeos , pofitive fumi deberet , cum nimirum &

pofitivarum, & negativarum quantitatum quadrata fint

pofitiva . Fit autem idem , ut ubi de quadratis agitur ,

Bofcovich,Tom. IJ/. “… Y a'-
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altéro jam negativè accepto , fummis jam refponde&ii

differentiae , quod in fcquentibus exemplis manifeftuni

CI1t . -

82o. In Ellipfi in fig. 19 quadratumi diftantiæ CF

, foci a centro æquatur ( num. 64 ) differeatiæ quadra

torum femiaxium CM , CX ; at in Hyperbola iri

fig. 2o fummc . Semiaxis quidem Hyperbolæ tranfver

fus illc finitus Mm eft analogus femiaxi tranfverfo El

lipfos , fed fecundario analogiae genere 3 adeoque re

fpc&tu ipfius ncgativus. At pòfitivum adhuc. manet ejus

quadratum , Scmiaxis conjugatus illius terminatus ver

tice X non eft analogus ullo analogig genere femiaxi

conjugato hujus , fed illi refpQndet imaginaria 5 atque

impoffibilis quantitas , cujus tamen quantitatis quadra

tum reale æquatur femiaxis conjugati quadrato negati

vè fumpto; unde fit, ut ubi ipfius CX adhibetur qua

dratum in Ellipfi , fubftitui poffit in Hyperbola fuae iCX

quadratum negativè fumptum, quod erit idem, ac re

&tangulo MFm. Ellipfeos analogum , fed negativum

Hyperbolæ re&angulum MFm fubftituere . Ac ut qua

dratum CF in fig. 19 e(t differentia quadrati CM, &

reétanguli MFm , in figura vero zo fumma eorun

dem, mutata nimirum dire&tione re&tapguli MFm ob

mF mutatam pofitione , quæ duo theoremata apud Eu.

elidem refpondent propofitioni 5 & 6 Libri 2 , fed re

vera rite confiderata Geometriae indole , unicum thco

rema funt ; ita etiam ibi differentiæ, hic fummae qua

£;gun- CM , CX æquatur illud idem quadratum

82 I. Eodem prorfùs pa&o cum in Ellipfi fumma

quadratorum femidiametrorum conjugatarum , aequetur

fummæ quadratorum axium , in Hyperbola æquiantur

inter fe corundem quadratorum différentiae ; quod ni

*mirum quadrato diametri conjugatæ Ellipfeos refpon

det in Hyperbola quadratum quantitatis immaginariæ,

fcd ipfum reale, & æquale quadrato femidiametri con

jugatæ Ellipfeos negativè fumpto.

822. Qgod paranietri, fcu latera reéta cmnium dia

£¤€tT©-*
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iietrorum in Ellipfi , & primariorum in Hyperbola fitif

prorfus analoga , & quidem primario analogiae geris

fe , funt autem , ut jam videbitnus , ac proindc pfo ,

prietates omnes communes habeant , & cormmtini c

inunciatione ; conftruétione, demonftrationc ubiquc gau

deant } ex hac ipfa quadrati fetnidiamctri, conjugata:

negativè fumpti confidcratione oiììnino profluit . Latus

te&tum cujufpiáiii diametri diximus generaliter ( nuhi.

35 t ) tettiam cohtinue proportionalem, poft diamcurum

iJlam, & ejus coniugatam , & eo reduci etiam latus

principalc , cónftat ex nuim. 66 3 cum inde, páteat , &

in Ellipfi , & in Hypcrbola ipfum effe tertiun poft a

xein tranfvetfum } & conjugatum ; licet ubi ipfum dcfi

nivirhus? n. 54, ufi fuérinus ea proprietate , quam ha

6et communiem cum latere reéto principali Parabelæ

çarentis. axe conjugato , qüod nimirum fit chorda axi

perpendicularis per focum \ duéta : Rectafigulum fub

diametro primaria ; & latere faéto debet æquari qua

dtat o diametri fecundatiae . Porro ubi Ellipfis in Hy

perbolam abit , quadratum diametri coniugatæ fecünda

riæ Hypetbolæ ipfius negativè fumptum eft analogum

quadrato diametri conjugatae Ellipfeos. Debet igitur e

vadcre negativum illud re&angulum , adeoque , debet

evadcre negativum alterum tantummodo e binis ejus

latetibus : Evadit autem negativa diameter primariâ »

quae niinirum terminatur ad ramum oppofitum . Igitur

latus re£tum debet adhuc remanere pöfitivum ; quod

cum £onneétatur non cum ea quantitate imaginaria ,

quæ in Hyperbola refpondet diafmetro conjugatæ Ellip

fcos» fed cum ejus quadrato reali, rcale et

833. Poterat quidema fic etiam definiri, ut effet quar

tum Poft re&tafigulum fub binis abfciffis, quadratum fe

miordinatae , ac diametrum primariam , cujus ca , eft

ordinata , & iri hac definitióne , quae eodem redit ,

nihil affumeretur , quod non effet hotmogeneum , &

*$ale : Abeunt autemii in negativos primus tcrminus ob

alteram abfciffam, ac tertiu§ ob diâmetrum primariam
akuntes in negativas; ac proinde mancnte Po{itivo fk

Y 2 CJR
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cundo termino, five quadrato femiordinatæ, manet et

iam pofitivus quartus, feu latus rectum. Eo paéto ejus

pofitiva analogia in ipfa definitione manifefta effet per

Yefe . At quoniam ejus relationis ad ipfas diametros

major eft ufus , & eft multo fimplicior determinatio

tertiæ continuè proportionalis poft binas re&tas, quarm

quartæ poft illa plana ; idcirco hic etiam fimplicitati

pofthabuimus analogiam , ut fupra num. 797.

824. Caeterum latera recta communibus gaudere pro

prietatibus in utraque curva, plurimis exemplis patet ,

quæ clementa ipfa perpendentibus paffim occurrenr .

Fr73Éodem paéto latera re£ta principalia determinantur

18oTnum. 54 per chordam axi perpendicularem per focùm

186 du&am: eodem paéto num. 464 definitur in fig. I73 ,

139 174 ex dimidio latere re&o principali VO fubnorma

â–

lis RM æqualis RD : eodem paéto num. 475 in fig.

18o, ac 18 I illa PT , abfciffa per perpendiculum MT

du&um ex concurfu normalis cum axe tranfverfo in

radium foci , aequalis dimidio lateri re&o principali ;

eodem paéto num. 495 determinatur in fig. 186 , 188

ex quovis latere re&o VA quadratum femiordinatae PR

aequäle reétangulo VRL : eodem paéto num. 5o3 in

fig. 189, 191 chorda VH , quam circulus ofculator ab

fcindit ex- diametro primaria du&a per punétum ofculi,

aequalis lateri re&o ejufdem diametri . In iis omnibus

& enunciatio, & conftru&io, & demonftratiocommu

nis eft. / -

825. Qgoniam vero ipfæ diametri conjugatae in Elli

pfi , & Hyperbola nullam analogiam habent , habent

autem earum quadrata fecundariam ; tam in - demon

ftrandis theorematis , quam in folvendis problematis ,

quæ pendent a diametris ipfis conjugatis, proderit faepe

ad earum quadrata recurrere , quorum ope communis

quandoque inveniri poterit & enunciatio , & conftru

&tio, ac demonftratio . Exemplum theorematis defumi

poteft ab illa area parallelogrammi , quod in fuo an

gulo continent binæ diametri conjugatæ , & circum

fcribitur Ellipfi , ac infcribitur figuræ Hyperbelicae 4ra

!*J-
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morum , quæ area conftanter equatur reótangulo, fub

femiaxibus. Nos aliam ejus demonftrationem dedimus

pro Ellipfi num. 375, aliam pro Hyperbola num.344,

juarum illa prior ad Hyperbolam , pofterior ad Ellip

im transferri nullo modó poffunt , `atque id idcirc6 ,

quod in iis nulla haberi debuerat analogia. Demon

ftrationem commünem nonnulli exhibent ope tangen

rium, que proprietates communes habent . Nos etiam

hum. 469 communem ejus demonftrationem haberi pof

fe oftendimus petitam ex alio communi theoreniate

propofito num. 466, quod nimirum in fig. 171 , & 172

Ἄ

íeéîangulum fuö perpéndiculo CL e centro in tåígí*17r

$em, & femidiamietro conjugata Cf cquctur reétafigu

£o fub femiaxibus. Id vérô idcirco fieri potuit , quia

num. 467 in ejus theorematis demonftratione inven

tum fuit, alternando, quadratum CL ad quadratum fe

raiaxis tranfverfi CV, üt quadratum femiâxis conjuga

ri CD ad quàdratum femidiametri conjugate CI. Qga

«drata adhibita fuht , quæ funt realia , licet negativa

fint. Quadratum autem femiaxis conjugati CD, & fe

rmidiamétri conjugate CI in Hyperbola, fi ncgativè ac

cipiantur , funt analoga iifdem quadratis pofitivè fum

ptis in Ellipfi , & ratio inter ea negativè fumpta eft

eadem, ac inter ea pofitivè, fumpta , quam ob caufam

in lateribus ipforùm pofitivè cohfideratorum, quae rea

iia funt» manfit ratió, licet in iis non habeatür analo

§. • Id fcmpcr accidet , ubi proportio aliqua comple

etur in Ellipfi binos terminös, `qui in Hyperbola ma

neant analogi, & binas diametros, que ifi Hyperbola

fiant fecundarie; manebit proportio, íed in deimonftra

tione recurrendum erit ad quadrata,.& ad hunc ipfum

difcurfum, quem hic inftitúimus. . -

826. Problematis exemplum effe poteft illud , quod

num. 436 propofuimus, übi & quadratum femidiaime

tri cofijugât; analogum fecundatio analogic genere »

& latus rectum primario analogie genere analogum

I7z

adhibuimus. Ibi datis in fig. 16o, 161 binis diametris èon- Ff6o

jugatis PP , Ii , qugrebantur axes. Potcrant qugri binc 16 1

Y -3 re&t;
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re£tae ejufmodi, ut quadratorum fumma, vel differen

ria æquaretur fummae , vel differentiæ quadra:orum da

tarum CP, CI, & rectangulum rectangulo fub altera,

ut CI , & perpendiculo ex alterius vertice demiffo in

ipfam, quibus definitur conftans parallelogrammum; at

folutio ncc obveniffet communis , nec ita expedita .

Suftulimus heterogeneas illas diametros eonjugatas, &

illis fubftituimus parametros , quae datis diametris pri

mariis , & conjugatis danrur , & cum dentur per qua

drata diametrorum cunjugatarum analogæ funt in utra

quc cuiva , & quidem primario analogiae genere , ut

vidimus num. 822 . Eas combinavimus cum diametris

primariis itidem analogis, fed fccundario genere , adeo

que negativis . Idcirco applicata PS aequali dimidię pa

rametro utrobique ex parte curvæ convexa , adeoque

utrobique ád eandem plagam , nimirum in Ellipfi in

fig. 1 6o in dire&um cum pP, in Hyperbola in fig. I 61

a P verfus pun&um p mutatum , unde provenit CS

fumma ibi femidiametri CP, & dimidiæ parametri PS,

quæ in illa pofitivç funr ambe, differentia hic alterius

pofitivae ab altcra fiegativa; communis profluxit & con

ftructio , & demonftratio, -

827. Qgoniam autem diximus num. 8o8. inter bi

r nas rc&as alteram pofitivam, alterarn negativam non

poffe inveniri unicam medianm proportionalem , pofTc

autem duas magnitudine quidem æquales fcd directio
• ne contrarias; non erit abs re proferre exemplum, in

\;i; binæ femidiametri fecundariae in Hyperbola affum

ptæ cum directionibus contrariis fint medie proportio

nales inter binas rectas , quæ in Ellipfi ambae funt po

fitiv£ , & habent femidiametrum conjugatam pro media

proportionali , qufarum tamen altera directionem fer

vat in Hyperbola, altera mutat , ubi ea proprietas fe

midiamctri Ellipfeos ad Hyperbolam trarisfertur kujus

F ;,,£gpjjg dire&ionis beneficio » qu£ nimirum profluit

1 33 '£* illa quadfati, negativi analogia. Diximus pug. 415

j? ? in fig. 156 femidiametrum fecundariam CV in Hyper

** bola cffe mediam propertionalcm inter abfciffam a cen

- - tTo
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gro CR , & diftantiam CQ concurfus tangentis PQ,

«cum eadem diametro , Monuimus autem ipfas CR ,

CQ, , quae in figura 153. ,.& 1 54 , ubi num. 419 a

gebátur de diametris Ellipfeos , vel de diametris Hy

perbol; primariis, jacebant ad candem centri' partem ,

áebere in fig. 153 jacere. ad partes öppofitas . Nimi

rum in diametris primariis in fig. 153 , & I 54 erat

CR ad CV , ut CV ad CQ., & quadratum CV æ

quale rectangulo fub CR , & CQ.. ln fig. 156 qua

dratum CV negativè funptum refpondet quadrato CV

fig. 153 ', & 154. Hinc rectangulum fub CR , & CQ,

debuit cffe negativum in fig. 156 refpe&u fig. 153, &c

* 54, adeoque cum in illis eandem utraque directioncm

habuerit, in hac debent habere contrarias ; nec erit ,

fi pefitio etiam fpeétetur, CR ad CV, ut CV ad CQ;

fed CR ad CV, ut Cu ad CQ , Id autem ipfum grui

tur ex fine demonftrationis pofite num. 416. Inveaitur

enim CR ad CQ , ut quadratum CR ad quadratum

CV . Primus terminus , & fecundus habent directio

nem contrariam , adcoque & tertius , ac quartus de

bent habere contrariam ita , ut quadratum CV refpe

ctu pofitivi quadrati CR pro negativo habendum fit ,

five pro produéto ex Cu, & CV, que fint vere mcdie

inter CR , CQ , fi directio fpectatur . Sed cum ipfa

dire&io ibi confideranda nobis non effet , & fole ma

gnitudines fpcctarentur , que in Geometria communi

ufum habent 5 diximus fcfmidiametrum ipfam CV me

diam inter CR , CQ ibi, ut in diametris primariis.

828. Haud multum abfimile ab eo cafu eft illud ,

quod diximus nurh. 8o8. in fig. 24. fi fumatur BG

pro media inter AB, BD confideratas ut pofitivas, mu

tata AB in negativam ABz , fore non B2L termina

tam ad Hyperbolam mediam inter ABz , Bzb , fed

binas illas B2 L habentes directiones oppofitas , alte

ram pofitivam » alteram negativam , fore medias . Si

mile quid habetür etiam, fi ma or quaedam relatioqu¢:

ratur inter inventioncm Locorum Geometricorum ; ad

quę tcrminatur vertex trianguli habentis bafim datam ,

Y 4. » cu;us
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cujus angulorum ad bafim fumma , vel differentia ae

quatur angulo dato, quorum Locorum nu. 266 inveni

mus primum effe circulum 3 fecundum effe Hyperbolani ;

F272æquilateram. Sit in fig. 272. recta data Vu, fiât anguius ,

uVI æqualis fumwmæ, vel differentiæ : tum methodô ibi ,

dem expofita fiat circulusp'VPu » cujus Vu chorda , IV;

tangens, & Hyperbola æquilatera SVT oo tus $ cujus |

diameter Vu, tangens pariter IVi: ac areus, circuli VP*, ,

& Hyperbolae VT oo tu egreffi ab V ad partes I, ac

dcfinentes in u, exhibcbunt ille fummam, hic differen_

tiam æqualem angulo wVI , reliquis idem exhibentibus.

refpectu uVi. ` . - - - - A.

839. Demonßratio pro Hyperbola ibi expreffa eß hu- !

jufmodi. Ducta ordináta PRp parallela IVi , & rectis !

VP, wP, erit ( num. 26o ) quadratum RP æquale re

ctangulo VRu, adeoque VR ad RP, ut RP ad Ru; &

proinde fimilia erunt triangula VRP, PR* ob angulum

ad R communem, & angulus RuP , five VuP æqualis

VPR, five alterno PVI , adeoque differentia ipforum,

PVu, PuV eadem, acPVu , PVI, five datus angulus VI,

quæ demonftratio eadcm effet in crure ut oo , cumtan

gens per u debeat effe parallela tangenti IVi , & conti

mere cum uV angulum æqualem ipfi uVI ad partes op

pofitas, nimirum alternum. Porro in circulo ductis pa

riter VP', u'P', angulus P'VI chordæ cum tangente ae

quatur angulo VuP' in alterno fegmento; adeoque bi

ni P'uV , PVu aequantur foli uVI, ut oportebat . At fi

illa demonftratio Hyperbolæ ad circulum fit, transferen- |

da, ubi VR' acquifivit directionem contrariam VR, &

in negativam abiit, non erit jam R'P'media interVR',

R'u , fed binæ R'P', R}', quarum altera directionem

habet alteri oppofitam, erunt mediae . Et quidem funt

sx natura circuli, in quo rectangula VR'w' P'R'P'æqua

lia funt, adeoque VR' ad R'P', ut R'P' ad R'a, & ob

angulos ad verficem R' oppofitos æquales, angulusRPV

five PVI æqualis angulo Rup', five ob arcus VP", VP

interceptos a chorda tangenti Parallela æquales , aequa

lis angulo VuP', ut oportebat.
839 for*

/
.^
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83o. Porro hinc aliquando fieri poteft , ut adquorun

άami problematum refolutionem, quæ videntur unicum

continere problema, refpondeant Loca Geometrica di=

verfae prorfus naturae , quae diverfis eorum partibus fa- -

tisfaciant, fingula fingulis . Satis quidem eft manife

ftum id debere contingere , ubi pofitivorum , & nega

tivorüm ratio non habeatur. Ubi in problemate pro

pofito num. 676 quaeritur in fig. 239 fumma fegmen-F239

torum MN , NO, quae recta data EF intercipit inter

fe, & binas parallelas AB, DG datas e recta ducta per

punctum P datum $ fi ea recta debeat occurrere rectæ

EF in N I ihter parallelas ipsas , folutio eft admodum

expedita , quam ibidem dedimus , ope folius rectæ KI,

& PN ipfi parallelæ : Eadem communis erit ctiam ,

ubi punctum N cadatextra in Nz , vel N3 , dummodo

mutata directione recta intercepta habeatur pro nega

tiva . Nam fi nulla negativorum ratio habeatur , &c

quaeratur recta ejufmodi , in qua MzN2 , & OaN*

fimul fumiptae aequentur recte datae , problema erit ala

tiffimum , & curvas fublimiores requiret . Si enimi ex

puncto Pz ducta quavis. P2O2N2 , fumatur NzR. fem

per æqualis, & contraria OzN2 , haud difficulter de

monftratur , punctum R fore ad Hyperbolam tranf*

untem per Pi , & habentem pro afymptotis binas re

ctas patallelas ipfis EF, DG, quarum prima, citra EF ,

fecunda ultra Pjaceat tantundem, quantum P jacet ul

gra EF, vel DG: Qgod fi ducta per Pz quavis recta P5

M2 , in ea fumatur femper MaR recta æqualisdate furfi

mς; punttum R erit feniper ad Concoidem axe AB 3 polo

Pz defcriptam , cum ea ipfa fit ejus curve notio , de qua

nobis alibi agendum erit. Quare ubi eæ bine curve fé

fecuerint in R, habebitur ex prima N*R æqualis N2

Q2, adeoque MaR fumma ipfarum M»N2 , N2Ox.

queex fecunda erit ęqualis date.

83 I. At ibi ftatim dignofcitur mutatio problematis

ex fumma confiderata etiam peft mutatum alterum ter

minum in negativum. Verum prima fronte faciliusquif

jiam habcbit Profimplici Problcma, quo in fig. 242 , da-F.242
-•. {1S
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tis in recta indefinita AD binis punctis A, D, quæra

tur in eadem pun&um B ita, ut rectangulum fub bi

nis ejus diftantiis AB , DB a punétis A , & D aeque

mur dato rectangulo. Ad ejus generalem folutionem re

quiritur figura compofita ex circulo , cujus diameter

AD, & Hyperbola aequilatera , cujus AD axis tranf

verfus . Si ex quovis puncto R datae rectae erigatur

perpendicularis RS media inter latera dati rectanguli,

& ducatur ex S recta ipfi datae rectæ parallela , quae

neceffario occurret binis ramisHypcrbolæ in binis pun

etis L, Lx , & circulum vel fecabit in binis G, G ,

vel tanget in unico , vel evitabit, extra ipfum delata,

prout RS fuerit minor , aequalis, vel major circuli ra

Jio, five dimidiæ AD, & occurfus illi cum figura caa

lefcente ex iis binis locis folvent problema. Demiffis

enim perpendiculis LB , GB , que erunt æqualia ipfi

SR, erit ( num. 685 ) rectangulum quodvis ABC, ae

quale quadrato fuae BG , five BL , adeoque quadrato

SR , & rectangulo dato • Idem autem problema pro

poni poffet , etiam hoc pacto . Invenire duas recipro

cas binis datis , quarum detur fumma, vel differentia.

Nam data AD eft fumma AB, BD, & differentia AB2,

B2D, vel AB3, B3D, & alterum dati rectanguli latus

eft ad alteram ex ipfis , ut earum altera ad cjufdcm

rcctanguli latus alterum . Videtur problema unicum ef

fe utrumque , cum fummas in differentias mutet, mu

tata dircctione AB in ABz . Sed idcirco maxime di

viditur in bina inter fe diverfa , cum AB2 , & B2D,

non po(fit effe mcdiae inter illas ipfas, inter quas me

die funt AB, AD : nam in proportione unus tantum

terminus directionem mutare non potcft ( num. 777).

Quadratum quoque eidem RS æquale , & femper po

fitivum, æquale effe non poteft utrique rectangulo ABD,

ABzD, nifi fuppofitio pofitivorum, adeoque unitaspro

blematis mutemur ; cum alterum ex iis rectangulis ref

pectu alterius , manente unica fuppofitione , acgati

vum effe debeat. *. -

F272 832 Bina pariter Loca Geometrica figurae 272 fol

vúnt
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vunt binos cafus problematis , qui fimul ad unicum

problema pertinere viderentur , & tamen ad duos per

tincnt inter fe diyerfos . Et quidem id problema erit

quoddam complementum corum , quæ in Gonicarum

Seétionum eleinentis demonftravimus de figurarum fimi

litudine a n. 18. Sit in fig. 273 figura fab dire&e, vel fab'

invcrfe fimilisfiguræ FAB, & quaeratur, an habeant ali

quod pun£tum P, yel P', in quo bina homologapun

&ta cocant, five quod fit punétum homologum com

mune . Ad id inveniendum produ&a af, donec occur

rat in V reétae AF produétæ indefinitè in I, fumatur

fu in eadem dire&ione refpeétu fa, in qua eft FV re

fpeétu FA, quae ad ipfam FV fit in ratione , in qua

fünt latera homologa af, AF, & patet punéta Vu forc

homologa. Jam ut pun£tum P, vel P' commune fit, o.

portebit, reétæ VP, PV, vel uP', PV fint ia! illa ea

dem ratione , ac anguli IVP, VuT ad cafdem plagas

in fimilitudine direéta , IVP', VuP' in inverfa ad op

pofitas , aequalcs fint inter fe . Quare fumma angulo

fum BVu, PuV, vel differentia P'Wu, P'uV debebit cf.

fe æqualis angulo IVu dato, qui eft fumma angulorum

PVu , PVI, & differentia P'Vu ; P'VI. Si igitur con

ftruantur bini Loci Gcometrici, alter, ad quem expun

&tis Vu duétæ re&tæ uP, VP, vel uP", VP fint in illa

ratione data fa ad FA, alter, in quo fumma angulo

rum PVu , P/V , vel differentia P'Vu, PuV aequetür da

tQ angulo IVu» occurfus ejufinodi locorum fölyet pro

blcma. Porto Patct cx num. 28 primum locum habc

ri, fi in reéta £V produéta datis 'binis pun&is V, u ,

alternis proportionis armonicae , & ratiòne fa ad FA

ipfius proportionis, inyeniantur reliqua duo B, D per

num. 25, & diametro BD defcribatur circulus BPDP':

fecundum autem , patet ex num. 266 , fore pro P ar•

cum circuli VPu habentis VI pro tangente , Vu pre

chorda , & pro P' crura VT co tu Hyperbolæ æqui

lateræ habcntis Vu pro diametro , & ipfam VI , pro

fangentc . Quare patet , quo pa&to problema conftru

cndum fit ,

883. Pos
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833. Porro videbatur , pro directa , & inverfa £i-=

railitudine eadem Loca Geometrica requiri debere , aie

diverfa obtigerunt . Requirebatur enim in altero fürri

ma , in altero differentia angulorum ad bafini ae

qualis datae , quae problemata cum in fig. 273 mu

teat illam eandem RP mediam inter VR , RV in E,;_

fas R'P', RP medias inter VR', R'u , miutata po—

fitione VR in contrariam VR , Loci Geomctrici 're

quifiti mutarunt naturam , -

834. Ex tam expedita problematis conftructione fà

cile deduci poteft, femper commune punctum inveni

ri debere in binis figuris , utcumque fimilibus , idque

unicum , fi inæquales fint, ac in cafu equalitatis pur

cto D abeunte in infinitum , circulum PBP' abire ini

rectam , & P inveniri expeditius , P' abire in infini- 1

tum : in cafü autem inverf: fimilitudinis fecto bifatiam

angulo VPu per rectam indefinitam, eandem , quæ fi

mirum cum rectis P'V , P'u hornologis æquales conti

nebit angulos ad partes oppofitas , fore communem po

£tione homologam , in directa vero fimilitudine , fi

non congruant directione ipfae VP , uP pofitiorie ho

rhologe , nullas alias per commune punctum ductas
•' comimuries effe poffe; fi vero ille congruant, omnes per

ipfum ductas fore pofitione communes , ut funt omnes

per F ducte in fig. 33, & 34, cum nimiirum nove ho

F. 33mologe cum precedentibus eofdem in eandemi plagani

34. angulos continere debeant , ádeoque , inter fe eundemi

angulumi, quem illæ inter fe . Sed nos jam longius c- -

vagatos feptimus Canon ad fe fe vocat.

• 835. Canon. 7. Si im quatuor proportionis cujufpiam*

terminis binis utriuslibet rationis maneant finiti , rc

/iquorum, autem alter , abeat in nihilum , vel ita in in

finitum, ut alterum faltem ejus extremum mufquam jam .

fíì ; alter abibit pariter im mihilum, vel in infinitum eo

aem pa£to .. Quod / bimis extremis manemtibus alter ex

e&tremis abeatìm mìhilum, vel im infinitum , alter contra

abibit im infinitum, vel im mihilüm , & idem in me

diis comtimget , ß bini extfemi maneant : ac /?â quod

¢gdgm

i

.*'



LoCORUM GEOMETRICORUM. gag

;
^.

;

!

;

eodem redit, quoddam rettamgulnm fimito retiamgulo æqua

/e maneat, ac alterum ejus latus abeat im mihilum, vel

;m infinitum, alterum contra abibit in infinitum , vel

in mihilum.

836. Canonis hujus partes omnes videntur admodum

manifeftae . Adhuc tamen fic accuratius demonftrantuæ.

Si bini termini rationis utriuslibet finiti fint & unus

præterea rationis alterius evanefcat , vel fiat infini

tus , alter ipfius non poteft finitus remanere 5 nam is,

qui fupponitur evafiffe infinitus, vel abiiffe in nihilum,

adhuc effct finitus , & inveniretur ex reliquis tribus

eodem paéto , quo in Geometria , datis tribus re

&tis , quarta proportionalis invenitur . Porro cumeo

rum ratio debeat effe finita , non poteft alter ex iis

binis terminis abire in nihilum , altero abeunte in in

finitum , ratio enim infiniti ad nihilum non finita ef

fet , fed infinities infinita . Quod fi binis extremisma

nentibus finitis, alter ex mediis evanefcat , vel in in

finitum abeat , alter ex ipfis eadem ratione finitus rema

nere non poteft, quod eodem argumento evincitur • Non

poffunt autem fimul abire in nihikum , vel in infini

tum , ne eorum produ&um , quod æquari dcbet finito

produ&o extremorum, fiat nihilum, vel infinitum. Ea

dem autem cft demonftratio, fi maneant medii, & al

ter ex extremis abeat in nihilum, vel in infinitum.

837. Porro ubi alter ex terminis extremis , vel me

diis proportionis ita in infinitum abfolute receffit , ut

nufquam jam fit » verum nihilum illi refpondere debet,

non quantitas quæpiam, quæ dicatur infinitefima ordi

nis cujufcumque. Id quidem multo evidentius conftabit,

ubi manifefto demonftraverimus, quantitates infiniteffi

mas, quæ in fe ipfis tales fint, nüllas revera eße, fed

a noftro cogitandi modo pendere tantummodo , ut ni

mirum indefinitè, non abfolute infinitè parvae fint. At

hic etiam, fi nomine infiniti abfoluti intelligatur id •

cujus faltem alter limes , ut in reéta alterum punétum .

ita in infinitum receffit , ut nufquam fit ; verum ei

nihilum refpondere mille exemplis e Geomctria petitis facile
CV1I\C1
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evifici poteft. In fig.254 ubi eft VR adVA, ut AB ad RP:

F254Utcumique parva fit VR refpofidct fcmper alicui RP .

264`habenti aliquem terminum P, nec P ita recedit in in

a7y fifiitum; ut niifquämi jam fit 3 nifi ubi R. rccidat iri V,

' T fa&a RP abfolute ihfinita s & VR penitus evanefcen

e : nam accurätä demonftratione oftenfum èft ( num,

149 )} afymptotum folani in Hyperbola e reétis omni

'bus ipfi parallelis rfufquam petimetro occurrere. Sic et

iam in fig. 264 vidimus ( numi. 7i8 ) e quatuor CZ,

CH ¥ ZL'; HP proportionalibus folüim coeuiitibus oin

uino punctis C, Z,,adeoque evanefcerite prorfus CZ,

abire in infinitum HP ita; ut P* nufquam jam fit. Iti

dem ibi fig. 265 cum fit CM ad CO, ut CO ad CP }

vidimus nulm. 72o , CP nori excrefcere in infinitunt

ita, ut nufquam jam fit, nifi CM penitus evanefcense,

' abeat I in Q ; , . . • . •

838. Hujus theoremiatis frequentiffimus eft ufus per

ùaiverfàm Geometriam, & in ipfis Conicarum Seétionum

•ransformationibus eafdem rite contemplanti fæpißimè

occurret , Prima ejus pars in quovis etiam .angulo re

F.ii étilineo eft manifefta. In fig. ix , cüm fit ER ad RQ;

j ut EF ad FV , non potcft evanefcere RQ, s vel abiré

43 in infinitum, nifi pariter etiam ER eyanefcat, vel abcat

in infinitum . Secundæ partis exempluiim cffe poteft re

ceffüs difcétricis in infinitum ita , ut nufquam jam fit,

ubi Ellipfis in circulum abit juxta numer. io9. Nam

eft in fig. 9 ( num. 9o ) CF ad,CM, ut CM ad CE.

Ubi autem Ellipfis abit in circulum , debet focus F a

birc in centrum , ut in fig. 28, evanefcente proffus

CF. Qgare debet CE evadere prorfus infinita ita , ut

mufquam jam fit . In ipfa autem fig. 9 cum reétangu

lum fub CF, & CE æquetur quadrato CM , abeunt:

CF in nihilum, abit finiul CE in infinitum;, quae erat

Pars tertia . Pariter in Hyperbola ad afymptotos relata

reétangulum fub quavis abfciffa, , & ordifiata aequatur

( num. 227 ) rectangulo fub aliis quibufvis . Hincor

dinata tum folum a5it in infinitum ita, ut ejus vertex

aufquam jam fit , cum rccidit in ipfarn afymptotum

- cum

u-r
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êüm ea congrucns , adeoque cum abfciffa pcnitus eva

nefcit . - ' - . • ' '

839. Canon. 8. Si bine reéte , que ad quoddampum

&#um co*vergebamt, , parallele fiant ; illud punéium ita

im ìnfimitum recedit, ut mufqnam jam fit, angulu* vero,

quem ad jartes in ipfo finito rumamentet continebant ,

evanefcit s ac is ; quem altera comtimibat cum altera

produçia; cenferi debet , ut im duas rettas definem *. Si

vero è contrario concurfur ita im imfniiwm recédat ; ut

mufquam jam fit; vel angulus ex altera parte evamefeat,

ex altera abeat in duos re&io* § ille ipfe re$tæ evadum*

parallelæ & , • . • ' - -

84s. Hic etiam canon eft admodum manifeftus , &

èo jam fæpe ufi fumus . Hoc autem pa&to facile de

monftrari poteft ex præcedenti . In fig. 24o ex pun&o, ,

E3 ducatur recta E3I. parallela AB , quæ re&tæ. ÄÈÉFi46

dccurrat in I. Erunt fimilia triangula E3AI, BCäA ob

parallclas, eritqué E3I ad E3A ut AB ad BCz. Abeat

jam te&ta AEa in AE3 parallelam BH : evanefcet E3I,

adeoque BC2 fiet infinita , nec concurfus Ci ufquam

jam érit . Angulus autem AC2B (emper æqualis E3ACx

alterno evanefcet , cùm ille evanefcat ; ac Proinde 'fi -

ponatur H in BD produéta ultra Cz s angulus AC2£f ,

accedet ultra quofcümque limites , ad duos reétqs s &

cenferi debet in eas définiens, dum ACzB decrefcit uf

tra quofcumquc limites, & evanefcit. E contrario fi con

curfus C* ita receffit in infinitum, ut nufquam fit , &

angulus alter eft nullus, adeoque alter definit in duos

fectos; binæ re&tæ debent effe parallelæ . Si eaim non

cffent, alicubi concurrerent , & angulos conftituerent

binios » ac fimul duobus rectis æquales. -

841. Caeterum hinc etiam patet , binis rectis eva

dentibus parallelis, concurfum abire in infinitum ita ,

ut nufquam jam fit . Quod ipfae utcumque in infin*

tum productæ nufquam concurrant . Angulum autem

parallelarum nullum effe ex parte finita , patet jüxta

num. 681 ibidem ex eo, quod anguli AC2B menfura

eft femidifferentia arcuum AB, EaD , quæ abeunte Ex
11A
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in E3, evanefcit penitus , adeoque &c angulus paralle

larum evadit omnino nullus.

842. Hujus canonis in transformationibus locorum

geometricorum ufus eft frequentiffimus . Secunda ejus

parte ufi fumus num. 797 ad oftendendam analogiam,

& continuitatem theorematis , quo determinatur an

gulus , quem binæ tangentes du&ae per extrema pun&a

chordæ tranfeuntis per centrum , & coeuntes in dire

&trice ibidem continent. Invenimus enim ipfum in Hy

perbola, fi rite accipiatut , ex parte altera evanefcere ,

ex altera definere in duos re&os , ubi chorda e(t ip(e

axis tranfverfus, & tangentes fiunt parallelae. Multo ta

men frequentius occurrit pars prima , quæ pertinet ad

receffum punéti in infinitum, quo fepiffime ufi fumus.

Ejus ope invenimus num. 41 alterum axis verticem in

Parabola ita in infinitum recedere, ut nufquam jam fit,

r., ex eo nimirum quod £T. ii, quc in fig. 9 in Ellipfi

16 concurrebant in pun&o l determinante punétum m ,

evaferint in fig. 1o parallelæ inter fe , punéto l nuf

quam jam exiftente. Ejus ope inventum eft num. 154,

re&tas parallelas axi Parabolæ, & num. I $6 re&tas pa

rallelas alterutri afymptoto Hyperbolæ femel occurrere

perimetro, altera interfe&ioné ita in £hfinitum recedcn

te, ut nufquam jam fit.

843. Porro ejus itidem ope admodum expedite trans

feruntur ad Parabolam multae e proprietatibus Ellip

feos. In Ellipfi omnes diametri convergunt ad centrum

( num. 2o6 ), centrum in Parabola recedit, in infini

tum , cum recedat vertex m ; quare diametri omnes in

Parabola debent evadere parallelæ axi : & funt juxta

num. 2o6. Radii, qui ex altero foco Ellipfeos incur

runt in ejus pcrimetrum , convergunt poft reflexionem

ad focum alterum ( num. 2o2 ) : focus alter in Pa

rabola recedit in infinitum cum centro, & vertice al

tero: hinc fi is focus concipiatur effe primo ille , ad

Quem radii convergebant, tum ille a quo prodibant ,

5abebimus ibidem illa bina theoremata: radii , qui in

Parabola exeunt e foco , abeunt poft istaioT*
ralleli

|
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fallcli axi : radii , qui adveniunt paralleli axi , con

_ vergunt poft reflexionem ad focum . In Ellipfi in fig.

% i73 exiftente VO dimidio latere reéto principali re<F173

&ía OC ad centrum duéta determinat ( num. 464 ) -

* RD æqualem fubnormali axis RM : in Parabola abit

* centrum C in infinitum: evadit ergo ODparallala VR,

}° ut exhibet fig. 176; & proinde fit RD æqualis ipfi VO,

3* & fubnormalis æqualis dimidio lateri reéto principali ?

* ita autem fe res habet ibidem. In fig. 186 exiftente VA

* æquali lateri re&o, reéta Au duéta ad alterum verti
Ä: cem , determinat RL , cujus reétangulum cum VR æ-_ _ _

* quatur quadrato femiordinatæ RP : abit in ParabolaFi86
W punétum u in infinitum : igitur AL evadit parallelaVR, 187

* 3; exhibet fig. 187 , & proinde RL æquatur lateri re

! £to VA, & quadratum femiordinatæ, RP æquatur re

$ &tangulo fub abfciffa VR , & latere reéto : ita autem

A fé rem habcre conftat ex n. 495.

:* 844. Hic receffus in infinitum mutat conftru&io

* nes omnes, ubi punctum, adquod aliqua ducenda erat,

£* abit in infinitum . At conftruétio nova femper indc

* deduci poteft , in quain in eo cafu migrat illa prior .

33 Duo autem funt cafus . Vel enim rectæ inde ducen

:- dæ dabatur aliquod aliud punctum, quod remanet $ vel

dabatur fola directio , ut nimirum debuerit duci ex il

3* lo concurfu recta cupiam datæ parallela. In primo ca

;£ fu res erit expeditiffima. Satisefit ex illo puncto, quod

: remanet » ducere rectam parallelam illi, in qua erat

í punctum , quod abiit in infinitum. In fecund6 aliquo ,

■:;i artificio erit opus , quo ante conftructionis transforma

: ' tionem determinetur aliquod ejus rectæ punctum, quod

; & remaneat, vel diftantia ab ea recta , cji patallela fit ;

3 & res iterum eodem redibit. - -

3% 845. En exemplum pro primo cafu: data in fig. 71

$. quavis chgtda PP in Ellipfi, ad inveniendam'diametrum,

cujus ea fit ordinata, fatis eft (n. 239) ducere in fig.71 F.71

3 cx foco F. rectam FA ipfi perpendicularem, quæ alicubi 72

g* occurrat directrici in I. Ind: fi per centrum C duca

? Vut rect4 » ea problemati facict fatis ,' & ipfam illa'n

! 32fkovich, Tom. ///. … Z ch Y

:
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chördam bifariam fecabit in R. In Parabola in fig.7.

centrum C abiit in infinitum ita, ut nufquam iam fit,

fed remanet I. Qgare fatis erit ex I ducère reétam ,

axi parallelam, quod ibidem eft præftitnm.

846. Secundi cafus exemp'um defumemus ex proble

mate fertio generali , quod num. 14o propofuimus ,

cujus folutio ad omnes diverfos cafus applicata totum

hunc noftrorum elementorum ordinem nobis exhibuit,

juxta ea, quæ diximus num. 766 , & 767. Generalis

inimirum ipfa folutio fallebat in binis cafibus, reéìaruiii

videlice tparallclarum dire&trici, & tranfeuntium per fo

cum, quod nos coegit bina ipfi pfoblemata particula

ria fubftituere 3 quæ in prima, & fecunda propofitione

præmifimus. /

847. Propofitionis tertiae 'problema illud generale erat

hujufmodi. Datis foco , dire&#rice , & ratione deter

mimamte , imvenire concurfum reétæ datæ cum Se£lioné

Comica . Conftruétio problematis etat hujufmodi . Sit

*4i in fig. 41. AB dite&trix , focus F , reéta data HK ,

quæ dire&rici occurrat in H . Affumpto quovis pun

&to L, & duéta LG perpendiculari ad directricem, ca

piatur LS ad LG in ratione determinante data. Cen

tro I. • intervallo LS fiat circulus . Ducatur recta LQ

parallela datæ KH occurrens directtici iri O : tum per

O recta;zOZ parallela FH, quae fi alicubi occurratcir

culo in T , t, ducantur LT, Lt, & illis parallelæ cx

f rectæ , quarum occurfus P , p cum recta data HK,
erunt quæfita puncta. ~t_

848. Jam vero fi recta, data fit parallela directrici ,

punctum H abit in infiniturn. Hinc recta quidem FH,

cujus punctum F adhuc, refhanet , adhuc habetur du

cendo ex F rectam parallelam dire&trici . Sed evadit

fimul etiam LO parallela directrici , adeoque punctum

C, abit ia infinitum . Debet igitur etiam OZ evadere

parallela directrici. At ejus nullum jam aliud Punctum

habemus , unde ea duci poffit. Binas habebat determi

nationes , alteram quod ducenda effet ex puncto Q •
alteram 2. quod deberet efíe parallela HF £ Utraque de

- termi

* * , • - *

~
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teftminatio abiit in unicum parallelifimum cum directti*

ce. Eam igitur jam ducere non poffumus , nec e;us

ope definire illa pungta T, t , & radios LT, Lt , qui

bus ducantur parallelae FP, FP . Eh primum in primg

cafu incommodum. - -

849. Quod fi rectâ HK tranfeat per focüm F, eva

hefcét angulus FHK, adeoque & LOZ. Tranfibit igi

tur OZ per L, & LT,Lt abibunt in ipfam OZ, ac FP,

FA iis parallelæ in ipfam HK , quam nofi fecabunt ,

adeoque occurfus illos cum Sectionis Conicæ perimes

tto , quos per `fuas interfectiohes debebant determina

fe , indefinitos relinquent . En incommodum fecundi

tafus;

85o. Ut prim6 incoifithödö medeámur , fit fig. 374F3*4

£adem, ac 41 . Quaeratur LI perpendicularis OZ, five 275

hujus diftahiia ab`L. Ducatur ipfa, & FR perpendicu

aris HF , occurrens HK ih, R, tum RE perpendicula

tis directrici . Facile conftabit , fore fimilia' triangula

FRH, ILO, & REH , LGO ob latera omnia pătal.

lela, fingula fingulis ; Qgare erit FR ad RH , ut IL

ad LO , & RH ad RET, ut iO ad LG ; adeoque ex

æqualitate ordinata FR ad RE , ut IL ad LG. Porro

íìbi H abit in infinitum , & fiunt FH , KH paralle

£; evadit ipfa FR perpendicularis etiam recte datas

R. , quæ proinde datur etiam tum s dato F : datur

;,ideim RE, & LG. Ergo datur etiam LI diftantia re

çae OZ a centro L, qüa data, duci potetit recta ipfa

z« , & problematis folutio huc redibit . In fig. 275 fit

Iccta data KR parallela directrici. Ducatur FR ipfi per

Pendicularis, quæ producatuf ufque ad dircctricem in E.

Facto circulo, ut prius, capiatut LI ad LG, ut eft FR,

ad RE, verfus partem utramlibet in ipfa GL , ac pcr I

& ducta Zz, pararella directrici, ad ejus concurfusT » *

33 cum circulo, fi qui funt, ducantur radii LT » Lt »tum

' £x F rectae FP , Fp ipfis parallelæ , quæ folvent pro

y * blema. Erit enim FP ad FR, ut LT ad LI, & FR ad

¢

3.

;

** §§, five PD, ut IL ad LG; adcoque FP ad Po • ut
ÍT ; vgl LS ad L& in ratione deterninaftc • Patet au

2* tcrn
Z

χ r.
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tcim LF æqualem - LI exhibituram rectas LT , LT' ac

Lt , Lt' in directum, adeoque folutionem eandem.

85 1. At hîc jam conftat , circulum , qui conftru

ctionem nobis fuggeffit , ncceffarium non effe .. Satis

erit centro F intervallo rectæ , quæ ad PD , vel RE

fit in rationc determinante , invenire puncta. Id Pp ipfum

cft præftitum in fig. 9. Centro F intervallo rectæ, que

ad RE effet in ratione determinante , quæfita funt pün

cta Pp : ut autem ea intervalla fempcr præfto effent ,

capta eft FV, & Fu ad FB in ea ratione, & ductæ per

E , & V , ac u recte iI , gG, quæ exhibent RQ, &

RO ad RF in ratione eadem , adcoque quaefitis interval
lis opportunas, * a

852. Et hoc idem pacto rcmcdium adhibitum conftru

ctioni problcmatis generalis nos perduxit ad hujus pri

mi problematis conftructionem adco fimplicem , &ele

gantem , & vero etiam fecundam , quae SectionumCo

nicarum naturam & varias formas , ac proprietates tam

multas ftatim exhibuit . Poterant & alia parari reme

dia. Sed libuit illam inire viam, quæ fe priuma obtu

lit , & quae docet, quid agendum fit, ubi determina

tio rectæ nos deferit ob punctum ejus aliquod in infi

nitum recedens , & binas determinationes, ut hîc, in

unicam coalcfcentes. Jam ad Canonem 9, quo fecun

di problematis patebit conftructio.

853. Canon. 9. Si bimæ rectæ ex eodeme pumcta di

greßefuperponamtur, earum angulo evanefeemt ; £j aliæ ;

que iis parallelæ eramt fingulæ fingulis , evadent inter

fe parallelæ , vel pariter fuperpomemtur ,£? /? im bi

nis triamgulis fimilibus vertex utriufque abeat in bafim,

!ateribus bafi fupperpofitis ; bime diffamtie puncti in quod

abit vertex , quod pumctum fuccedit interfectioni late

rum , a binis extremis ipfius bafi, tam ad fe invi

eem , quam ad ipfam bafìm , erumt utrobique in eadem

ratione. - - -

854. Hujus etiam Canonis ratio eft manifefta. Narra

cvanefcente angulo binarum rectarum, evanefcit angu

lu$ carám , qu£ ipfis funt parallcle , Quare j evaf

- ufnt

…

' I

|
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ac &vadunt parallelg juxta Canonem 8 vel fi förte, diftafi

tia earufh fit nullä, fuperponüntur . In triangulis vetd

* illis cum lateta fint feiiipet ad fe invicem, & ad bafim im

: eadem ratiohe , utcumque parum vertices diftent a ba

R: fibus ipfis; opórtetj omnino etiami , ubi järn in ipfas

£x recidunt, ratio fit utrobique eadem , ne fcilicet altera

;: in ipfò verticum áppulfu mutetür per faltun*. F f 4f

J* 855. Ubi conftructio illa generalis fig. 4t ; appli- 4$

i, èátur in fig. 48 in Parabolâ fectis parallclis axi , cum

r _ ibi ( hufw. i 54) cohgruänt pünctâ GOtS , recta Lt fu

perponitur recte LOY evanefcente illius angulò OLt ,

Erârit autém iii fig. 4f reetæ HK, £p parallelg ipfis

LO, Lt : Qgate he jaiii parallelg evadünt inter fe , ni

r* fi forte HK trarifcát & ipfâ per F, üt H3K3. Inde au

í- terti confeqüitur illud purictum p , quod pertineret ad

3. H 1Kr , H3K3 , abire in infinirum itâ, ut nufquamjam

> fit juxta h. 154, parallelis núfquaih concurrentibus; ac

3 ex eodcm pfotfu§ forite profiüit receffus in infinitum

.. altctius interfectioriis in rektis altcri afymptoto parallc

a. lis in Hypetbola juxta n, 156. - v

<£ 856. Ögod fi in ipfa fig. 4f trafìfeät HK per F , re

3, tt€ OL,OZ, tL, LT fujerpónufátur; ac pariter fuperpo

.* fiuntur HF, HK, Fp, PF, & cofiftrúctiónem generalem

3 fruftrantur, ut áiximus n. 849. At ex hòc Catíone tum

etiam in ipfâHK jam tranfeunte per punctunt F, quod

a » abit in bafes. triangulorum FPH , FpH, erunt futnénda

'j, Fuficta P; p ita •, ut fit FP ad PH, & FP ad pH , ut
;!? ' LT, vel Lt nimirüm LS ád LO. - -

, ô 857. Porro id ipfum, prgftitiffimüs in fig. 35 , & 36 3 F.35 .

in quibus recta data eft FQg getente Q. yices illius H. j

Qggfita $unt püncta Pgp ita, g; effens FP ad PQ, & £;
„ FP ad PQ , ut eft in fig. 41 LS ad LO • Cómmodum '"

3. àutem acçidit, ut in fig. 35 , & 36 illa ipfa FV jam in

'a yenta in Primò prgblemate eífet ad FQ , ut in fig.41 L$ <

ád LO 5 eft enim ibi FV ad FE , ut hic LS ad LG, & ibi , ,

\£ FE ad FQ, ut hic LG ad LO. Quare fatis fuit inve
i nire puncta P, p ita, üt effetLP ad PQ3 & LP ad pQ.

à jh ratigne FV ad FQ,: Id autem ftätim patuit admo
: - ,• 2. 3 dum
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gum facile praeftati, fi fumptis hic in directrice Qg ,

Qg æqualiGus QF , ducerentur rcctae, per G , & VE aê

pcÉ g & V, quæ juxta num. 13o folverunt problema.

Atque hoc pacto ope hujus Canonis cx illa generali

conftructione problematis cunftructio profluxit.

858. Canon. 1o. Si circuli radius im imfimitum abeae

ita , ut altero extremo mamemte , centrum nufquam jam,

fit peripheria circuli abibit im reétam limeam , & ' ,,. . |

Äa linea viceverfa habenda erit pro peripheria circu/#

imfiniti, ,

859. Hic Canon abunde demonftratus , eft a num.

F27 1 7ss. Eruitur autem etiam ex Canone 8, (num. 839).

Si enim in fig. 271 centrum P ita in infinitum rece

cedat , ut nufquam jam fit, maneant autem quaevis tria

peripheriae puncta A, I, C, tres radii AP, IP, CP e

vadént paralleli, & anguli API , APC prorfus evane

fccnt. Bini igitur reliqui anguli tam ad bafim AI ,

quam adAC, evadent binis rectis æquales; adeoque cum

6b ifofcélifmum triangulorum) API » APC , fint æqua

les finguli fingulis , fient finguli fingulis rectis aequa

Jes . §j. anguli API, APC æquales fient inter fe

& recta AI fuperponetur recte AC, abeunte puncto Í

in AC , & jacentibus punctis A , I , C in directum

Cumque id in omnibus reliquis peripheriæ punctis lo

cum habere debeat ; patet omnem péripheriam , qug

manet in spatiis finitis , in unicam abire rectam per.

pendicularem cuilibet e rectis , pcr quas centrum cre

fcit in infinitum. - - -

F.* 3 , 86o. Hujus Canonis ufus non fémel occurrit in ho

' 24 ftris Conicarum Sectionum Elementis'. In figura 2g

oftenfum eft ( num, ioo) ifi Ellipfi diftantiam TPF cui.

jufvis puncti P ejus perimetri a foco F æquari diftan

tiæ perpcndiculari ÉÉ a peripheria circuki defcripti cen

tro facto in altero foco f, & intervallo axis tranfver

fi. Focus f in Parabola abit in infinitum'. Q uare is

, circulus abit in rectam perpendicularem reetæ FE , ni

mirum in ipfam rectilincam Parabole directricem . Et

quidcm hanc hujus circuli tam in Ellipfi , qvam i; Hy. ;

perbo
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pcrbola analogiam cum directrice Parabolæ notavimus

ętiam num. Io2. Circulus ille in Ellipfi cavus versus

F, ad quam plagam ibi jacet ejus centrum f , abit in

rectam, ubi f in Parabola in infinitum recedit', idem

vero, regreffo f in Hyperbola in fig. 24 ex partc op

pofita, convexitatem obvertit foco F.

861. Eodem pacto etiam cum dcmonftratu:m fit nu.

194 pro Ellipfi in fig. 63 , & pro Hyperbola in fig.64.

rectam CA ductam e centro C ad concurfum A nor

|malis FA cum tangente aequari femiaxi tranfverfo CM;

patet » in iis concurfum ipfum A normalis cum tan

gente jacere in perimetro circuli defcripti diametroMm

incidit in rectam MA normalem axi AF . Res eodem 6

recidit. Circulus ille in Ellipfi in fig. 63. obvertcretca

vitatem foco F, abeunte m in infinitum in Parabola ,

abiret in fig. 65 in rectam ipfi FV perpendicularem ,

& regreffo m ex parte oppofita ex infinito in fig. 64

in Hyperbola, jam ipfi F convexitatem obyerteret,

863. Canon, 1 1. Si bime reéie altero faltem utriuf*

que limite ita in infinitum abeunte , ut mufquam jam;

Jìt , infinitæ evadamt ; debent im ipfo infinito cenferi,

Ἀt affecutæ illam rationem , ad quam altra quofcumque li

nmité accefferunt, dum im infimitum excrefceremt : & ß

Vimæ aliæ re£t« fuerimt femper im earum ratiome, ac illis

excrefcentibus in infinitum, remaneant fimite ; babebunt

accurratè eam rationem ipfam, ad quam ille ultra qua

fcumque, limites aereferant. Rati• aatem , ad qnam ac

cedent bine quamtitates , dum im infimitum excrefcamt ,

& quam afeeut• cenferi debemt, ubi jam infimite fint ,

poteff efie ratie agualitatis, vel in«qualitaiiifiuita, vel

?xcrefcens , aut decrefeems ultra quofcumque limites ; erit

tamem femper ratio æqualitatis , ubi differentia ipfarum

finita maneat, vel mulla, & differentiâ femper manebis

fimita, vel mulla; fi bime feëtæ terminate ad idem pun

atum ab aliis binis punctis abierimt im infmitum , ma

mentibus his bimis pùmetis, & abeumne in infimitum ille

communi ita , ut mufquam i; Aet.

�. 863. Pri.

F. 63

qui concurfus A in Parabola in fig. 65 ( num. 194 ) 64.
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363. Prima theorematis pars deimonftratur a conti

nuitatis lege , quam cum alibi ubiqüe tam fanctè Geo

metria fervet, fcrvare debet etiam ibi , ubi quantitates

in infinitum excrefunt , quæ ibi etiam , ubi & obulos

noflros, & mentem fugiunt , debent, fi poffibiles fünt,

in eo ftatu habere id 3 ad quod accefferaht ultra quof

cumque limites , nec per faltum illo unicq rnomento

tempòris aliam rationem habere diverfari, ab ea , a qua

temperis precedentis intervallo quam .rhihimo , diftá

bant quam minimurh , Finitæ autem illae 3 quie in ea:

rum fatione erant , & remanent adhuc finitae , adeo:

que omnino aliquam rationem habent , debeht haberé

iilam, ad quam accefferant ultra quofcumque limites ,

864. Porro ejufmodi ratio poteft effe æqualitatis ;

cum pofmiht æquales perpetuo effe dum abeunt in in

finitum . Immo etiam ád rationem equalitatis acce- »

det, licet earum differentia finita maneat , ut videbi

f343mus paulo infra . Poffunt autem habet£ rationem figi

33$*tam quoque. Sic fi in fig. 243 manentibus punctis F ;

H cvadant Hl , FG parallele ipfi CE ; puncta I 5 & G ita

— in infinitum recedent , ut nufquam jam firit , & recte

CI, CG, ac HI, FG habebunt femper ih receffu eorürii

punctorum rationem finitam quamcumque , quam nimi

rum habebunt recte CH, CF finitè. Ac fi interea ipfà

qüoque puncta F , H moveantur utcumque ; fed rectis

HI, FG delatis ad parallelifmum, manearit alicubi ; re

cte illæ CI ; CG cenferi deberent affecutę rationein ean

dcm , in qua relinquuntur CH, CI; & fi que quantita

tes fint femper ; ut ipfe CI , CG, & ipfis abeuntibu$

in infinitum , finite remaneant : * debebunt habere tumi

rationem illam, quam habent CH, CF. Poteft autemi

ea ratio etiam in infinitum excrefcere. Sic in fig. 26o ,

decrefcente VR ultra quofcurnque limites , crefcit ul- t

tra quofcumque limites tam RI, quam RE, & abeunte

R in V , iam ita in infinitum abeunt; ut I, & E nuf

quam fiht ; & tamen RE ad RI erit femper , tit AH ad

Rl, ut AV ad ; V, que ratio crefcit ultra quofcumque

íimites , dum manente VA , miauitur VR ultra quof

Cum-,

i
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tatis' rationem delatae, nec, quae iis proportionales funt, /

• poffunt in eo cafu non habere\ rationis æqualitatem ac. .

curatam . - -

866. Plcrumque quantitatibus infinitis ajunt refpon

dere quantitates infinitefimas , quae inaffignabiles fint ,

§. tamen aliquæ, & relationes ad fe invicem habeant.

uod à nobis affignari poffjnt , vel non poffint , i&

hoftro coghofcendi , & determinandi modo pendet, !

& aliud mentis finitae genus ad aliam magnitüdinum '

relationem cognofceadam , affignandamque deveniet , :

aliud ad aliam , quæ minoris, vel majoris inequalita

tis rationem fecum ferat, ufque ad quofdam limites a

vi mentis ipfius pendentes . Idcirco nos ad evitandas

aequivocationes utimur , ubi opus eft , vocibus , quæ ;

ab ipfa affignatione non pendent . Ubi de infinitefi

mis agemus , ftatuermus illud , ac dcmonftrabimus ,

lineas, fuperficies, folida, quae in fe determinata fint,

quæ nimirum fuos alicubi limites habeaat , finita effe,

& finitam inter fe rationem habere . Hìc autcm ita

eas voces adhibemus , ut infinitum dicarnus id, cujus

faltem aliquis limes nufquam jam fìt . Non quaerimus

an ipfe a nobis affignari poffit , an non . Utcumque

remotum fit punétum P , dummodo alicubi fit ; pun- .

&tum I non erit in Q. , nec M, M* in C , & ipfum

uidem P, five affignari poffit a*nobis illa ejus diftan

tia ab O, & N, five non poffit, ita erit alicubi , ut

ultra ipfum alia habeantur, five ut poffit ulterius excur

rere , crefcente ipfa illa diftantia ; ac eodem paúto ]

pun&a I , M, M' ita erunt alicubi , ut illud cum Qg

bæc cum C non congruant , fed diftantiam ab iis ha*

bcant quandam in fe determinatam , five ea a nobis

afiignari poffit , five non poffit , quae diftantia itidem ]

adhuc decrefcere poterit'. Atque ca erit ipfarum diftan

,

}

tiarum I a Q.. & M , M' a C relatio ad diftantiam

punéti P alicubi exiftentis a pun&is O & N , ut illa

quidem augeri femper poffit , hgc minui , nec ulla il

larum fit maxima', harum minima ; illarum autem

omnium limes quidam fit infinitum ab(olutum, in guo
- P muf

^

\

>

—-_

=*=°~ ** •*.
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P nu fquam jam fit , harum nihilum , in quo I a Q;

& M , M' a C diftantiam habcant omnino nullami 3

fed cum ipfis accuratè congruant .. Punétum autem P

nufquam tum effe , qua pfirafi ferfiper ufi fumus, eft

manifcftum ex eo , quod duae reétæ parallele , quæ

utcumque producantur, nunquam ad fe invicem acce

dunt ne minimo quidem , utcumque exiguo in fe de

terminato intervallo nufquam revera concurrunt ; ficet

in finitarum magnitudinum relationibus expifcandis

haberi poffint pro concurrentibus in ipfo infinito no

ftre menti impervio , nifi forte non impervium tam.

tummodo ipfum fit , fed pro abfurdo, habcri debeat ,

ut mox videbimus, - .

867. Ceterum fi reétæ NP, PO exprimant quanti

tates quafcumque, quae in abfolutum infinitum abeunt,

reliéta NO finita differentia, reéte vero NM, MO fint

quantitates finitæ earum rationem exprimentes , & ip

fæ NM , MO non evaferint accuratè æquales , . efit

aliqua ipfarum differentiaMM' in fe determinatâ. Hinc

erit aliqua diftanria MC in fe determinata , aliqua

MI ipfi refpondens, & non congruens cum CQ, ade6

que aliqua tangensGF non congruens cum DE,T& alis

quod punétum P in aliqua in fe determinata diftafitia

ab O , & N . Qgare fi illae NP , & PO ad rati6

nem æqualitatis nón fuerint delatæ utcumque parumt

ab ea diftent, non erunt abfolutè infinit: ita , ut li

fmes P nufquam jam fit. - _

868. Ad hoc myfteriurn utcumque evolvendum, opér

tet quantitatem finitam quamcumque refpe&u abfolutè

infinitæ habere prorfus pro nulla, quanquam ea quidem;

cum abfoluto nihilo confundi nori poffit. Sic&(n.741)

kiatum Parabola licet infinitum, coa&i fumus confide

rare, ut pun&um , ut verum nihilum refpeétu abfolu

tè infinite peripheric, circuli retinentis centrum inver*

- tice ipfius Parabole. .

869. Poftremacänonis pars fic demonftratur. Vel bis

na punéta que remanent funt , ut N , & Oin eadem

rc&a AB, in qua punctum P iri infinitum receffit , &

- patet



344 DE TRANSFORM AT i ÖNÉ . . .

& pàtet ipfarum NP, PO differentiam fore illam NG

finitam. Vel in diverfis reétis ea punéta funt in fig:

Fa66z66 puncta H, C re&tarum CP, HP, quæ evadunt aë

folutè infinitæ, ubi pun&um P itâ in infinitum recef

fit, ut nufquam jam fit; & in hoc fecundo cafu, an

te quäm pünétum P illa infiniti nobis impervia velut

voragine abforbeatur , fi radio PC fiât circuli arcus CR

gccurrens rectæ PH in R 5 ipfarum PC, PR differeh

tia erit HR. Ubi âutem punctum P in infiriitum re

&effetit, arcus CR dcbcbit congruere cum perpendiculo

CV per canonem Io. Quare differentiâ fiet HV, qug

quidem vel nulla erit, fi nimirum CH fit perpendicu

laris HP, puncto H congruente cum V, vel finita erit;

extantibus adhuc punctis H , & V. . . . .

87o. Hujus canonis üfus frequens occurrit , fecuridg

F. & partis potiffimumi. Num. 35 cumi datis in fig. 6. binis

a65 punctis alternis A, C proportionis harmgnicæ, & datâ

IQ

ejus ratione , quæreremus reliquâ duo B 3 D, inveni

müs , fi ratio data foret æqualitátis , B quidem abire

in mediam rectàm AC in R, D vero ita infinitum re

cedere uit nufquam jam effet. Res eodem rediit, atque

bic in fig. 265 , & rectæ RD, CD ád æqualitatis ía

tionem delatæ ita in illam infiniti barathruim miierferunt

punctüm D, ut nufquam jam effet; & ipfæ quidem ab:

folutè irifinitæ evaderent , differentia autem ipfàrum

jam effet nulla. · · · · ·* - - - - *

871. In applicatione theorcmatum Ellipfeos, vel Hy

rbolæ ad Parabolam fummus ejus ufus haberi poteft.

Qgoniam rectæ Fm , mE in fig. 9. debent acquirere:

rationem æqualitatis, ubi ea in Parabolam migrat, ver- ;

tex m axis tranfverfi in ipfa Parabola in fig. 16. nuf.

quam jam eft, & ipfe evadunt abfolutè infifiitae. Hinc

vero ad Parabolam transfertur theoreriia pertinens ad

Èllipfim , & Hyperbolam propofitum num: 74 , quod

nimirum qüadrata femiordihatarum RP in fig. 9 &

I 1 ad axem tranfverfum fint , üt rectangula MRp

fub abfciffis a binis verticibus . Dum eae mutantur in

Paygbolám figúræ ro , abit m in infinitum ita , ut

far£.
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nufquam jam fit . Quare fi binæ affumantur femior

dinatæ , binarum mR , quæ ad eas pertinent, &c eva

dunt abfolutè infinitæ , ratio evadit ratio æqualitatis ,

cum differentia ipfarum fit illa finita diftantia bino

rum punctorum R . Quare illa rectangula erunt , ut

folae abfciffae M R a vertice M , qui in Parabola

manet . Id autem ita fe habere conftat ; id enim ip

fum eodem numero pariter propofuimus: atque eomo

do ex Ellipfi , & Hyperbola ad Parabolam transfertur

eadem proprietas generalius pro diametris omnibus

propofita numer. 357 , cum abeunte in infinitum

centro in Parabola ; fimul cum ipfo cujufvis diame

. tri alter vcrtex in infinitum abeat , nec ufquam jam

fit . -

872. Ejufdem canonis ope illa etiam Parabolæ pro

prietas , quam num, 2oo demonftravimus in fig. 65 ,

guod nimirum foci radius FP aequetur tam diftantiæ F.63

II ejufdem foci a normali , quam diftantiæ FQ ejuf- 65

dem a tangente computatis in axe , derivari poteft ex

proprietate Ellipfeos propofita num. 189 in fig. 63 »

quód normalis fecet Ff in ratione laterum FP , fP ,

& quod concurrentibuis normali , & tangente axi tranf

verfo in I , & T , conftituant proportionem harmo

nicam , quatuor punéta f, I, F , T. Nam ex prima

alternando erit FP ad FI , ut fP ad fi , quæ ratio

cum abeunte in Parabola punéto f in infinitum , &

remanentibus FP, FI, evadat ratio æqualitatis, erit in

ea etiam FP æqualis FI . Ex fecanda vero eft FT ad

FI, ut fT ad fI; quae ratio pariter abeunte f in infi- .

nitum , & manentibus T, I , evadit ratio æqualitatis;

unde fit , ut in fig. 65 rectæ FP, FI, FT æquari de

beant inter fe, - . -

873. Et his quidem cafibus facile fuit canonem hunc

applicare; at artificio aliquo opus erit nonnunquam» ut

ipfum applicari poffit , ut ubi plures quam duæ quanti

tates infinite fiünt ob unius puncti tantummodo recef

fum in infifiitum. In Ellipfi (num. 419 ) funt continueFfy*

proportionales in fig. 153 tres rectæ CR, CV, CQg 155
fiye
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five abfciffa a centro , femidiaceter & fubtangens =

centro computata. Abcunte ccntro Cin infinitum , ubi

sain Parabolam mutatur , debet ea Proprietas aliam pa

tere aptatam ipfi Parabolae. Ea fic facilc inveairi po

irrit. Cum fit cadem ratio CR ad CV, & CV ad CQ

erit pariter eadem ratio differentiae antecedentium RW

ad differentiam confcqucntium VQ,. Erit igitur VR

ad VQ., ut CR ad CV. Porro abeunte centro C iri ,

iafinitum , ac mancntibus R , & V, ea ratio evadit ra

tio zqualitatis; cvadunt igitur zquales etiam VR, VQ,

in parabola, nimirum diftantia VR verticis V in fig.T ,

155 a normali aequalis diftantiae VQ, a tangente con

putata in axe , five fubtangens dupla abfciffz , quod .

num. 4o5 dc ipfa Parabola dcmonftravimus demonftra

tionc peculiari.

374. Majus aliquod artificium requiritur plerumque ;

ubi non commune aliquod punátum binarum reétarum

abit in infinitum, fed bima, fingularum Gngula, vel ad

demonftrandum , differentiam manere finitam , ex qua

profuat ratio æqualitatis, vcl fi differentia quoque ita

iti infinitum excrefcat , ut earum ratio & finita cer

fenda fit, & adhuc ratio inæqualitatis , ad invenien

dam rationem ipfam , & fubftituendas quantitates fini

tas, quae cam rationem exprimant. Adhuc tamen non

qccrunt Plures methodi exercitato Geometræ ad id pre

ftandum. Bina pro binis hifce cafibus exempla alterum

Pto altero exbibabit fimul ipfum theorema illud genera

1** quod n. 299. propofuimus pro rectis omnibus Se

6tioai Conicae bis occurrentibus, quod hoc ipfo artificio

tranftulimus ad rc£tas axi parallclas in Parabola, & u

/ t;ilibet afymptoto in Hyperbola, ac ejus ope invenimus

theorema alterum ipá íübftitutum pró kifce cafibus par

ticularibus num. 3o5 & pcculiari demonftrationc repc
titum deindc cx fiaita Gcometria.

F.91 375. Thcorema generale huc reducitur. Si in fig. 9 f

*7* reétae quotcumque PLp du&ae per quoddam pun&um L

ecGurrant ScctioniConicae bis in punétis P, p; reCtan

&úls fub carum fegmentis LP, LP interceptis inter id

pun

`J

N
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pun&um , & illos occurfus £runt ad fe invicem in ra

íione , quae dara Conica Seétione , & ipfarum reéta

tum inclinationibus, erit femper conftans, , utcumque

mutato puti£to L. Abeat jam, altera interfeétio , ut p,

in infinitum , quod, aceidit folum reétis axi parallelis

in Parabola , vel alteri afymptoto iri Hyperbóla : re

&tangulum PLp evadit ihfinitum . Sed fi feétae, Lp iri

eo cafu fubftituatür reéta , quae mutato punéto L, mii.

tetur in eadem ratione , in qua mutatur ipfa Lp, jani

etiam re&tanguli fub LP, & fub hac re&a ratio ad fe

liqua reétangula mahebit coiiftans, necimmutatâ a niu

tatione puncti L. • • • •

876. Porro omines re£tæ Lp irifinitæ in Parabola ha*

bendae erunt pro æqualibus , & in Hyperbola pto pro

portionalibus reétis , quae in quovis angulo; ducantuf

ex ipfis punétis L ad illami afymptotum , cui Lp evafit

parallela. Nam fi in fig. 276 ducantur per bina Pu3$*f,7ς

L, L' binæ Pp, Pp'parallelæ axi tranfverfò , tum LA, 277

PD, p'a petpendiculates ipfi Pp 5 patet, differentiam bi- -

harum Lj', Ly fote æqualem fummae , vel differentiae

ipfarum LA, pd, cumque ambas Pp, PP' debeat fecare

idem axis conjugatus bifariam; patet, ipfani pd , *qua

ri PD. Cum igitur mutata Ellipfi in Parábolam » & a

beuntibus punáis p, p' in infinitum, maneant finite AL

PD; manebit finita illarum differentia; & proinde ra

tio, erit æqualitatis. At in fig. 277 fi binae chordæ PP,

P?' inter íe parallelæ occurrant binis afymptotis in bi

nis punétis H, h, & H', k', ducantur áutém, ex 5inis

quibufvis earum punétis L, L' binae reétae LI , L!' iri,

quovis angulo ad afymptotum. Ch., ctunt Lb , L'h', ut

Ll, L'i' o5 triangulòrum fimilitudinem. Abeuntibus au•

tem pun&is p, p' in infinitum , cun ph, p'h' fempe£

( nuim. 2 z 1 ) £quentur finitis PH, PH', crunt. I-? ad

Lh , & L'p' ad L%' in ratione æqualitatis ob diffeten

tiam finitäm . Igitur & LP , Lp'cruat , ut LI, LT.

Hinc in iis cafibus pro ea conftanti ratione rcctangulo

fub binis diftantiis Lp, L!p' a binis occurfibus p , P fub

ftitui poterit diftantia ab unico occurfu in reéta quae
- * V1S
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vis &onftanti in Parabola, vel illi ipfi afymptoto incli-!.

nata in Hyperbola in angulo conftanti quovis ex illo I

ipfo punéïò dato . Atque id ipfum præftituimus illo

num. 3o5, & rite faétüm pcr finitam Geometriam d:-
monftravimus.

877. Liceret hic addere jam Canonem I z huic f.

milem pro re&is , que in infinitum decrefcunt ita, ut

demum evanefcant , quæ pariter , dum ita decrefcunt

ad rationem aliquam accedunt ultra quofcumque limi

tes , quam finitæ quantitates acquirunt eo momenta

temporis, quo illæ evanefcunt , quæ ratio pariter effe

poteft vel utcumque inæqualitatis finitæ, vcl etiam au

&ta, vel imminuta in infinitum, cui canoni tota inni

titur methodus, quam Nevvtonus appellavit primam na

fcentium , vel ultimam evanefcentium, & ex quâ me

thodus illa, quam idem appellat fiuxiamum, ortumdu

xit . Qgod fi quantitates dum in infinitum decrefcunt,

infinitefimæ dicantur , & harum infinitefimarum certi

:

ordines, & gradus defignentur , ac ad certos canoncs '

redigatur eorundem ufus, illa omnis uberrima fane dif

ferentialis habetur methodus , quæ calculo potiffimula

adjuta tantos fecit tam brevi in omni & pura , & mix

ta Mathefi univerfa progreffus , qui quidem gradus fi

etiam in quantitatibus in infinitum excrefcentibus pá

riter confiderentur, habetur quidquid ad methodumim

finitorum pertinet in Geometria.'

878. At ea omnia nos alteri tomo edendo, cum pri

mum per tempus licuerit, refervamus; in promptu enim

eft omnis materia: at e folidioribus principiis conabi

mur ftabilire omnia. Nam nec illud nobis fatisfacit ,

quod Nevvtonus de evanefcentibus quantitatibus habct,

eas ad quandam rationem devenire , neque antequam

evanuerint, neque poft , fed tum , cum evanefcunt i

tum enim, cum evanefcunt , jam nihil funt, ncquc u!-

lum eft ultimum effe quod acquirant, fed vel funt ali

quid adhuc, quo minus erunt deinde, vel nihil omni:

nio funt, Mulío autem minus illud arridet , quod alii

ufurpant, qui infinitcfimas quantitates contemplantur •
ll£
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ut aliquid, quod in fe determinatum fit ,& rationem ad finitas

habeat minorem quacumque data. Cum enim datam dicunt,

fi intelligant, quæ reapfe data fit; fieri fane poterit, ut nec data

fit ratio I ad Iooo,& tunc ratio 1 ad 2ooo minor erit, quacum

que data;fi vero intelligant etiam dabilem,quod vere intelligunt

ii, quiejufmodi quantitates inaffignabiles vocant; difficulta

tem ii quidem nequaquam eludunt. Si enim ita affignabilem,

& dabilem dicunt, ut a nobis diftinétè percipi poffit ipfa carum

magnitudo per relationem ad menfuras, quasintuemur ; & id

a mentis ipfius pendebit vi ut fupra diximus numer. 866,

ita , ut quod refpectu alterius mentis dari, vel affignari

non poffit, poffit ab altera . Cumque mentis cu'ufpiam

vis fines habeat omnino certos; id , quod uni affignabile

erit, atque finitum , alteri erit inaffignabile , & infinitefi

mum , ac duplum infinitefimi refpeétu ejufdem mentis erit

fiaitum . Si vero mentis ipfius vim,& perceptionem diftin

&am nequaquam refpiciunt; cur eæ quantitates, quibus in u

niverfa Geometria, & Analyfi perpetuo utiknur , quarum opc

tam longas demonftrationes perteximus , quarum ordines, &

gradus, acrelationes adfe invicem tam multas perfequimur ,

affignari non poffint? Cum ratio cujufdam quantitatis ad fini

tam quandam dicatur minor quacumque dabili,cum ejus ipfius

quantitatis dimidium ad eam ipfam quantitatemfinitam, duplo

adhucminorem rationemhabeat? Illud unum eft reliquum, ut

ubi ratio minor quacumque data dicitur ; fignificetur id, quod

nomen datum in Geometria plerumque exprimit, nimitum de

terminatum,&infinitefimæ quantitates in fe ipfis determina

££• qua yoce ad tollendas æquivocationes utimur, nullæ fint:

fed infinitefimæ dicantur eae , quas nos indefinitè concipimus,

quarum nimirum magnitudinem non definimus, fed ita par

vamaccipimus, ut ad noftrum libitum imminui pofìt, fine ullo

fine a nobis determinato, quo nimirum liceat demonftratio

gem deinde reducere, fi opus fit , ad abfurdum. Ea acceptione

infinitefimorum habita& rite confirmata , folidiffimæ totius

methodi demonftrationes obveniunt, quas non fimulcum ea

rum ufu in curvarum generalibus proprietatibus per fimplicem

etiam Geometriam eruendis , ac curvarum utiliorum elemen

tis inde repetitiseodemillo tomo perfequemur.

879. Eodem autem pa&to & quantitates, quæ in infinitum
Bofcovich. Tom.' ///. A a (* Ai--
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cxcrefcunt, accipi indefinitè poffunt, ac dcmonftrationes, qu£

«

quae inde prefluunt pro ipfis cürvarum transfoimatioaibu* ;

funt fanè multo& folidiores, & ipfi noftrae meriti magis per.

viae , quam eae , quas ex infiniti abfoluti myfteriis hic adhibui

mus. Myfteriaenim ipfa infiniti abfoluti extenfi ejufmodi funt,

ut nosea ftudiofiffimè perfequentes demum deduxcrint ad cen

fendum potius impofîibile prorfus ,& repugnansinfinitum ab- i

folutum in quantitate , quam tantummodo finitae noftrae men

ti impervium. Canones, quos hic praefcripfimus ad eruendas

firmitarum quantitatum , quae poft transformationem refiduæ

funt , relationes mutuas, habemus pro certiffimis in iis omni

bus, quae pcrtinentad ipfasquantitates finitas refìduas, & bina

ipforum Canonum genuina fundamcnta cenfemus effe illa ;

quae fuis locis protulimus. Ubi nimirum punétum aliquod

traducitur per infinitum,& plufquam infiriitae quantitati fub

ftituitur negativum cjus complementum ad integrum infiniturmi

circúlumjuxta n. 776,fundamentum eft ipfa homogcneitas Lo

corum Geometricorum fimplicium; quorum partesomnes eaf

dem habent relationes ad fe invicem, ut ibidem monuimus :

ubi vero punétum nufquamjam eft , fed infinito concipitur dc

merfum, atque obrutum, habetur continuitatis lex, quae co

git quantitates finitas poft ipfam transformationem remanen

tes eam habere rationem, ad quam accefferant ultra quofcum

que limites ipfae, quæ remanent , & ad quam accedere de

buiffcnt illæ etiam, quæ in infinitum excrefcentes concipiun

tur, nifi alicubi neceffario obrumperentur, ante quam abfoIutè

jnfinitæ evaderent.Cenfemus autem abrumpi alicubi debere

omnino ita, ut nunquam affequipoffintomnem illam exten

fionem quae poffibiliscft. Quidquid exiftit, id omne fines ha

bere certos, arbitramur,ultrâ quos alii, fed omncsitidem certi,

& definiti limites habeantur, ut dierum futuræ æternitatis nu

merus a praefenti die ad quemcumque determinatum, qui, exti

turus eft aliquando, finitus eft; fed alius haberi poteft,& omni

no habebitur ipfo najor. Eodem prorfus pacto nobis perfua

fumeft , rerum quarumcumque exiftentium numerum, utho

minum,neceffario femper finiturn fore, atque id ita, uteo ma

ior alter habcri femper poffit,qui & ipfe finitus fit, ncc unquam

fitmul poffit exiftere totum id , quod, fi fcorfum fpeétetur, po

teft exiftcre.Neque enim ficri Poteft, ut fumma Divini Condi
/Qr1S
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torisOmnipotentia vires exhauriat fuas, & condat quæcum

que condere poffit,quia alia fuperfint fine fine,quæ itidem con

dat, fi velit, quod nos quidcm appellare fuemus fimitam im infi.

mitum,& ibi uberiùs explicabimus, ubi hanc infinitorum theo

riam fufius perfequemur. Eodem nimirum paéto , & rectam

lineam ,& curvilinei cruris cujufcumque tractum, cenfemus,

non poffe fimul exiftcre cumea omni longitudine, quam fuc

ceffive habere poteft , qug: nimirum quotiefcumque extiterit, fi.

nita erit,& alias fe longiores purè adhuc poffibiles poft fe relin

quet ita,ut nulla fit ultima carum,quæ exiftere poffunt, & ma

xima, quemadmodum nulla itidem longitudo eft minima ,

fed quacumque detcrminatalongitudine utcumque parva, que

non fit abfolutum nihilum, aliæ adhuc minores, & a nihilo

minus diftantes haberi poffunt. - -

88o.Intereacolligemus hîc illa myfteria,quæ nobisdemum

vifafunt migrare in vera abfurda,quæ quidem funt pleraque,

Mittimusillum noftræ menti impervium fane tranfitum pun

&ti per infinitüm ad partes oppofitas,& nexum re&tae utrinque

in infinitum productæ in partibus oppofitis, qui quidem om

nem excedit captum humanæ mentis; effet enim ,quo is evita

ri poffet,concipiendo punétum,quodex oppofita parte regredi

tür, non effe idem , ac id, quod recefferat, fed aliud, & fo

lum poft integram re&iæ converfionem punétum idem, pcr

dimidiaminfiniti circulicircumferentiam evagatum, redire ;

licetid ipfum omnem Locorum Geometricorum analogiam

perverteret, ut facile oftendi poffet. Mittimus rationem æqua

litatis in quantitatibus inæqualibus, quæ nimirum differant

quantitate finita; cum reponi poffi;,pro nihilo habendam effe

quantitatem finitam refpeétuinfinitarum; quamquam aliwd

omnino eft haberi debere pro nihilo, aliud revera nihil effe;

quod ad veramæqualitatem requiritur. Mittimus illa infinita

[patia extenfalonge ultra alia infinita, quæ concipienda dixi

musn.771,quonimirum infiniti illi circuli excurrant aliilon

ge ultra alios,quorum opc negativæ quantitates ort£ ex tranfi

tu per infinitum retineant rationem quandamfinitam inæqua

litatis cujufvis; cum ea non alitcr demonftrentur, quam ex fo

la analogia: quanquam in tanta exemplorum accuratiffime

demonftratorum multitudine ipfa ctiam analogia ingentcm

habcrc vim debet.

- - - Aa 2 S8I.
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881. Hifce omnibus omiffis, quæ poffent vel non admitti; !

vel pro myfteriis quibufdam habcri nobis imperviis , quid f i:

illud, quod finita, & accurata cvidentiffima Geometria de- -

3: monftratione evincitur, ut n.864 inuimus,in fig. 26o reétam | ùt

* RE debere infinities majorem ciré, quam RI, ubi in infinitum

excrefcunt? Concipiatur recta VO ita in infinitum extenfa,ut \

ejus vertex nufquam jam fit , nimirum ut omnem eam , fi fieri

poteft , cxtcnfionem habeat, quam habcrc poteft,& quæ utique V

a curvarum fibi adjaccntium dcfcriptione non pendet. Conci

piatur jam ipfi adjaccns fola curvaTEt. Nullum fane erit feg

inentum finitum ipfius reétæ VO,quod aliquando ordinata RI

non fupcrctiri motu continuo puncti R verfus V. Igitur fi cur

vaTBt extenditur , quantum cxtendi poteft,nihil ex reóta illâ

ultra ipfam procurrit, & appellerite RadV, ordinataipfa Rl

punctòjam 1 demcrfo in illis infiniti latcbris, atque obruto,illi

VO pariter infinitæ æquabitur. Quo igitur procurret ultra RE,

ut ipfa RI infinities fit major? An fecunda curva acccdente,ip

fa illa re&taVO ,quæ ab iis, ut diximus, non pendebât, pro

tenditur, ut novam ordinatafii RE fibijam congruentem exci

piat? An nori noftræ tantummodo mentis a fine abftrahentis

figmentum eft & re&te illius, & curvæ continuatio fine fine?

Nam cæ, fi utcumque finitæ álicubi funt, nihil abfurdi invol

vunt. Sane utcumque magnæ ordinatæ finitæ RI alia RE in

quavis ratiofe major refponderc poteft, congruenti cum tota

VO abfolutè infinita non poteft. - - -

[F. 882. Quid in illo hiatui'atabolæ, in fig. 27o? Liccbit fane

** ibi deprehendere abfurdum potius graviffinum, quam imper

vium noftræ menti myftcrium. Nam ex eo,quod reéta DA ex

currat femper ultra ipfamParabolam,nifi congruat cum ipfo a

xe DA2, eruimus n.74 1 fpatiuit cruribus S,Tinfinitisiinterce

ftum minorem quavis finita ratione rationem habere ad arcum

circuli circumquaque infiniti. Atid ipfum fpatium admodum .

facile demonftrabitur majus,quamipfius infinite peripherie fub

quadruplum. Certiffimum enim eft in Geometria ex Archi

medis inventis, diamctrum ad petipheriam habere ratiohem

majorem, quam I ad4, cum habeat fane majorem etiarn,quam

7 ad 23.At hiatus ille facile demonftratur æqualis ipfius circuli

infiniti diametro. Ubicumque enim affumatur punétum G in

tangente B4A4 in infinitum, produéta ita, ut omncm eatn ha

- - - [ ea
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beat extenfionem, fi id ficri poffit, quam habere pöteft, áíca

turque reéta ipfi axi DA2 parallela ; femper Parabolæ perime

tro occurret in aliquo puncto P. Quare hiatus ille idem tantun

dem extenditur, quantum ipfa circuli infiniti diameter , cui

proinde æqualis erit. Eft igitur eadem ratio & major,& infini

ties minor, quam 1 ad4, quod eft abfurdum. Myfterium erit ,

fi dicatur , axemDA2 infinities magis protendi, quam tangen

tem DB4, DA4 . Et quidem id omnino dicendum erit; nam

DG3 ad G2P3» five DR seft, ut radius ad tangentem anguli

G3DP3, qui cum abeunte H3 in H2 , quo cafu punétaG, &c

R ita in infinitum abeunt» ut nufquam jam fint, abeat in re

étum, ea ratio tum evadit quantitatis finitæ ad infinitam; unde

erui deberet, axem Parabolæ infinituminfinities longioremef.

fe, quam infinitam tangentem. At an idcirco rc&ta DA2 infini

ties magis protendi potcft , quam DA4 ,quod parabolaipfisac

ceffit, cujus illa eft tangens, hæcvero axis? Quid fi aliam de

fcriberemus ParabQlam axe DA4» tangente DÄ2 ? Numidcir

coilla, quæ infinities minor erat , infinities major evaderet?

883. Maximamhocquidem argumentum apud nos vimha

bet, & ei fimilimam alia quamplurima, quæ proferri poffent,

ut quoddam aliud, quod jam ab anno 1741 protulimus indif

fertatione de Vatura , & ufu imfimitarum, & infimiteparvorum,

ubi oftendimus , admiffo infinito abfoluto in extenfione, par

tem obvenire æqualem,immoetiam majorem toto. Acceditau

tem& illud, quod, ut n.837vidimus, infinito abfoluto poft ip

fum , & finitam aliquam quantitatem pro tertia continue pro

portionali refpondet nihilum abfolutum, non quæpiamquan

titas,quæ infinitefima dici debeat,& partes, atque extenfionem

aliquam habere poffit, quod quidem mille geometricis argu

mentis evinci poteft.Sic in fig.26o fic geometricaconftruétione £

inveftigatemtis tertiam pof£RI,& RÄ,velpoft RE,& RA, abc-*

unte RinV,& fa&is RI, RE abfolutè infinitis, facile fane in

veniretur, utramque abire in verum $ & abfolutum nihilum .

Porro facile& illüd patet, tertias illas poft RI,vel RE , & ean

dern RA forè reciprocè, ut ipfas RI,RE. Quamobrem abeun

tibusin infinitumabfolutum binis reétis , fi eæ finitam aliquam

rationem haberent ad fe invicem, vel ut hic etiam in infinitum

vel auétam, velimminutam ; eandem cffc intcr ipfa nihila ra
- t10
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tionem oporteret, & in ipfa extenfione aliquod nihil deberet

effe magis nihil,immo& infinities magis nihil,quam aliud ni

hil,quodquidem,quam pugnetcum nitidiffima illa nihili idea,

quementi humanaecuilibet fe prefens fiftit, nemo non videt,

' s84. Suntquidem, qui in infinito , ajunt, neque æqualitatis,

nequetotius,& partis nomen admitti poffe. At id quidem erit,

non difficultatem, fed ufum fermonis tollere, ne redarguaris,

ut fiquis omnium idiomatum ufum adimeret. Debent fane il

lavocabula admitti etiam ibi, cum idea, quae nobis clariffima

iisrefpondet nominibus ab infiniti ratione non pendeat. Quo

cumq; utaris nomine,ultra illam re&tam,quc extenditur,quán

tum extendi poteft fine ullolimite,nihileffe poteft, quo eadem

re&a,adjeéta ipfi adlatus altera potius curva,quam altera&cum

alterapotius conditione,quam cum altera,excrefcatjam,&pro

ducatur. Si bina quæcumque fint ejufmodi, ut in altero fit ,

quidquid habetur in altero,& præterea aliquid, quod in eo non

habetur ; hoc fane, five finitum fit, five infinitum, habebit id,

quodconcipimus, cum dicimus,majorem effe,&cum dicimus,

cffe totum refpeétu fuarum partium,quarum altcraerit id,quod

commune eft,altera id,quod ipfi accedit. Majus autem adhuc

fempererit totum fua parte,& pars ipfi toto gqualis effe non po

terit, multo vero minus poterit cffe major. Idém quodpiam ei

$dem in hoc fenfu ipfo,five finitum fit,five infinitum ,& æquale

fimul,& majus,& minus effe non poterit. At effet, ac exten

fioncsabfolutèinfinitæ, ut & feries abfolutè infinitæ, fi easin

tcr fe diverfaratione comparaveris, eædem fane iifdem & ma

jorcs fimul erunt,& æquales, & minores, quod argumentis

cvigcitur.Illud igitur dicendum potius, quafititatem nullam

exiftere poffe, quæ finita non fit, quam ejüsdem appellationes

infinito non convenire;& quæcumque cohtradi&iönem invol

vunt, abfurda dicenda funt, quæ impoffibilem exiftentiam

evincant, non myfteria tantummodo, quæ finitæ mentisca

ptum tranfcendant. . **, * * . *. * &

..$85. Acnobis quidem confiderantibus, unde fiat, utimpof

fibilisfit quantitasinfinita, occurrit illud, quodinfiíitumfùm

19amfimplicitatem,& unitatem requirat, quæ a fummainfini

ti. Pcrfc£tione nequaquam fejungi poffit, quantitas autem par

$ibus9mnino conftare debeat,& compofitionem expofcat. Si

linea in infinitum ex utraque parte excarrat; inveniimus in illa

1nfi
.^ *•

i
[*

|

|

.

;



LOCORUM GEOMETRICORUM. 355

,' infinita diftaritia eâjh quodammodo copulari, atque conjungi,

, & in orbem redire debere, üt& infinitaHyperbolæ, ac parabo

læ crura a fe invicem per infinitum traétum divulfa, ibidemi..

£ quodammodo conjungi , tánquam fi illa infinita diftantia jamj,

R effet riulla. Ille infinitus hiátus Parabolæ in fig. 27olicet æqua

; lis infinitæ tangenti, debet effe quoddam veluti punëtum jüxtâ

} n.741 , quo motùs continuus pun£ti P nequaquam interrum

„ patur. AEquivalere debet unico illi pun&to, in quod centrum

Ellipfeos, quodcrat unicum punctum, abiiffe,cenfendum eft.

Omnes nimirum diametri in Ellipfi ad centrum convergunt,&

in eoconjunguntur. Eaedem in Parabola terminari debent ad

infinitum crüribus illis infinitis conclufum,quod illi ünico pun.

&to aequivalet. Dum pun&um Heft extra H3,utravise partefit,

punétum Peft in ältero ramo,punctum AI,A3 ultra ipfumex

currit : & unico momento, feu punéto temporis, quo H eftim

, H2,utrumque ad partes A* debet effe in omni co infinito fa

$ tio,in quo,ut diximus,termihari debent omnes illae diametri ,

„ quc ibidem fecum invicem,& cum axe, & cum ipfa recta gy

£ raate fimul fingulæ coire deberent quodammodo, at etiam pa

% rallelarum quarumcumque concurfus in infinito quodammo
do delitefcit. En igitur infinitum fpatium conclufum cruribüs

infinitis, quod licetæquale fit re&tae toti utrinque in infinitum
Ἀ extenfae; tarnen unius punóti prorfus indivifibilis naturam áf

: feétat,quod cum illa infinita diftantia, que debeat quodammo

£ do evadere nullatuin, cum infinitum attingitur, mirum in mo

: dum confentit. Necin eo tantummodo fpatio, quod refpe&u

2 infinitæĘ deberet effe,utpun&tum quoddam, ejufmo

{3 . di unitatem ,fimP icitatem,iadiyifibilitatem infiniti natura T€

, quirit, fed etiam in univerfa ipfa infinita peripheria,& per eam

in univerfa infinitae veluti fphaerae fuperficie,quæ a dato quovis

; pun&o quaquaverfum extenditur in infinitum.Nam ubi Ellip

fisper parabolam in Hyperbolam migrat, concurfus ille femi

, diametrorum omniuni,quæex parte cava concurrebant in uni

co centro,diffunditur quodammodo per totos illos circuli qua

quaverfum infiniti arcus , qui intercipiuntur iis afymptoto

rum angulis, quos axis tranfverfus fecat,qui ad totaminfinitam

pcriphcriam fùnt,utii anguli ad quatuor rectos. Qggvis enim

rectain Hyperbola a finito ejus centro egreffain iifdem angulis

& jaccnsincúitit inpcrimetrum hinc,& inde, ultra quamĘ*
1 IulI
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di;iit ex parte cava in infinitum, atque illud invenit infinitum

centrum Hyperbole analogum finito Ellipfeos centro,&illum

axemconjugatum offendit,qui pariter finito axi Ellipfeosconju.

gatorefpondensHyperbolâ dividit in binos infinitos ramos ver- i

fus fe cavos,& fuis fingulos focis prgditos,ut axis conjugatusEl

lipfeosfinitus ipsâ dividit in duas ejufmodi finitas femiellipfes.

Succeduntigitur ii arcus infiniti unico centro indivifibili Ellip

feos,& ejus naturam affectant.Si jam bini accedant Hyperbolæ !

conjugate rami,ipfi reliquum omne,quod in reliquis afympto

torum angulis fupereft,in unicum pariter punctum nitentur có- *

trahere,utjam debeatquodammodo infinita omnis peripheria

circuli circa Hyperbolæ centrum circumquaq; infiniti, affectare

unici indivifibilis puncti naturam.Atq;id ipfum pertinebit ad o

mnem fuperficiem fphæræ pariter infinitae,fi Hyperbolæplanum

cirea axem conjugatum gyrando integram converfionem ab

folvat,&illa infinita peripheria puncto quodammodo æquiva

lens,infinitç ipfius fphgre fupcrficiem producat,que totaeoipfo, |

quodinfinita fit,puncti naturam,fimplicitatem,indivifibili
tatem

requirat; cumq; eam habere omnino non poffit, fed in immen

fum augere debeat,'ex ipfa quantitatis natura fibi inherente ,

compofitionem,atq; divifibilitatem, & partes;dum duo ita con- ,

tiaria inter fe conjungcre , & copulare veluti ftudet, contradi- '

&ionem involvat,neceffe eft,& impoffibilis omnino fit.

' 886. Atque hoc demumpacto licebit etiam e geometricis h;.

fce meditationibus mentem attollere,ac Divinæ Immenfitatis

fimplicitatem fummam admirari,quæ ab omni partium com

pofitione alieniffima,cumfummaNature fimplicitate,atq;uni.

tate fummi infiniti naturamconjungit, & perfectiones omnes

miro,atque inexplicabili nexu conjunctas complectitur. Infini.

tam venerabimur majeftatem perculfi , atque attoniti, ac here

bimus admirabundi infinitam illam animò pervolventes nien

fisinfinitævim,qua& hafce ipfas harum curvarum proprieta

i£stam multas, tam varias,tam miras, quas nos tam longa ra.

figcinatione,ac deductione tam molefta perfequitur, una cum

aliisinfinitis infinities magis arduis,atq; mirificis,& pulcherri

mis,atque elegantiffimis fublimiorum curvarum proprietati

bus, unico intuitu,acfimpliciffima cognitione perfpicit , & pc

nitus comprehendit.

F / V / $.
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