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PREFATIO.
ne convenire arbitror , tum quod iis operam
dantes folide & ordine cogitare confuefcunt, &
animis fenfus quidam certitudinis & evidentiz
illo ingeneretur, quo facile ambigua & proba-
bnha a certis , evidenterque probatis fecernere
' valent tum quod in vita communi & artibus .
non contemnendas habet utilitates. Sublimio-
ribus autem mathematis uti permulti fefe ap-
plicent , fperandum eft nunquam, neque fieri
quidem poffe videtur. Eo connitendum, cu-
randumque, quibiis rerum cura publicarum eft,
ut nunquam defint in re publica Viri aliqui é-
minentis {cientiz cujusque generis, adeoque &
Mathematicz, quibus uti Respublica, vel qui in
ea prafident, poflint in cafu emergente. In
hunc finem Academiz fcientidrum eriguntur,
quz velut quedam tribunalia naturalium fcien-
tiarum effulgent , quorumque commentarii
promptuaria funt , ex quibus, qui fyltemata in
ufum {cholarum concinnant, veritates deteftas
acci-



PREFATIO
acgipere opoxtet : in hun¢ quoque finem Pro.
feflores in ftudiorum univerfitatibus Viri.fint
neceflum eft, qui non modo primis ut ajunt la-
bris delibarint, quas tradunt {cientias, fed qui
ets-devorarint , & in‘ipfarum adyta ufque eti-
am penetrarint. , - -

- Etfi porro fublimior matheﬁs eo €x genere
fcientiarum effet , ' quod nullam in przfens af
fert utilitatem , tamen curandum effet , ne qui
defint mathefi hac fublimi prfulgentes, quod,
ut jam innui , calus emergere poflunt , quibus
viris talibus' opus. fit , atque olim utiliffima fu-
tura fint ,. ,quomm,'_nund ufus nullus cognofci-
tur. . _Videri, fane veteribus incalfum laboraffe
poterat Apollonius feftionum conicarum pro-
prietates gruendo,’ ecquis tamen nefcit, quans
tz non modo nuac. utilitatis, {ed neceffitatis vel
in, fola fint Aftrorum-{cientia ? uade.Leonar-
dus Eulerus fummus Geometra nunquam fatis

-laudando confilio paffim in-ultimis tomis Com-
a2 . men-



PREFATIO.
fientarioram’ Acdtdemie  Pétropolitane adhor
tatur Mathematicos ; quibus otiuh & vires, ut
promovendo calculo fublimiori,, reconditioris-
gue Analyfeos«do&rinz operam impendant, be-
négnarus, quam in faturum id.utile it, utnon
- dicam a¢tu problemata haberi ,-quz deferenda

fuerint , quod artificia-caleuli-ad ea-penitus refol-
venda necefrii adhuc. deficiunt. .

. Ea autem” matheflis fubhmxor ;5 -Cujus jam
compotes fumus, ton finit nos tantum {perare
de ufu aliquando futuro , & necdum previfo s
verum przfente , & qui ante oculos fit , fefe
commendat plurimum. Nam ot nilil dicam
de univerfa Aftronomia Phyfica ; & poli legibus,
a fummo Neéwtono primum , dein viris clariffi-
mi$ & celeberrimis d* Alembertio , Clairautio,
Simpfonio, Eulero id apricum dedultis mathe.
Tis hujus ope’, calculique integralis prefidio.§
certe res navalis, imprimis manuaria, quz om-
ni retro xtate maltis imperfe@ionibus fatebat

- vix



PREFATIO.
vig artis nomine digna , folique empyricorum
-arbitrio non fine grandi vitz , fortunarumgque
miiltorum mortalium difpendio reli@aerat, hoc
demum fzculo mathefi fublimiore facem pre.
ferente , calculoque utroque fubduétis rerum
-favaliiti momentis a duumviris preftantifli-
mis Boaguerio ,- & Eulero in (cientiam evefta
eft , ac pene ad apicem perfeftionis dedudta.
Utrinfque horum virorum celebrium opera in
mathematicorurd manibus funt, quibus & ftru-
tura navium , & ars eas dirigendi mathemati-
co ratiocinio abfolvitur , doftiflimusque du Ha.
melius inventa virorum laudatoram geometris
{cripta ad ufam nautarum accomodavit. Jam
de machinis quid dicam ? earum ufus in omni
vita tam frequens , tamque neceffarius , non
cum zquilibrio {olam potentiz , & oneris feu
refiftentiz , (ed-cam motu plerumque conjun~
&us eft.  Quamobrem , ut re€tum de earum
bonitate & przftantia feratur judicium , mate-
S rie



PREFATIO

riz quoque movende inertia in confideratie-
nem veniat eft necefflum, momentumque-iner-
tiz eruendum eft, quod fine integrali calculo,
- & formulis eo inventis praftari vix ulla ratio-
ne poteft.  Et hac quidem funt , qug.adden-
da cenfui olim a me in opufculo de area & foli-
ditate fruftorum a cylindris refeorum diis |
- & quz dicenda arbitratus fum, ne oleum, ope-
ramque perdidifie in prafenti opere videar iis,
qui ifta omnia ad inanes fpeculationes relega-
re folent. Cum enim mathefis fublimior ,- im-
- primisque calculus integralis utcunque a me
commendatus it , fimul & differentialem fatis
laudatum puto, qui & mathefeos illius pars,
& hujus , calculi ajo integralis , eft fundamen-
- tam. : :

Calculi autem differentialis traltatum- hunc
completiorem facere , quam fit aliorum plero-
rumque, atque illo precipua, quz clariflimi Fon-

taine, Clairaut , & Eulerus in lucem de calculo
hoc
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hoc protulere completi adnifus fum. - Et pri-
mum quidem locum occupant quedam de infi-
nite parvis, & infinito propofitiones, quod dif-
ferentialia funt fpecies infinite parvorum. Sub-
nedtitur calculus differentialis & differentio-
differentialis tam fun&ionum algebraicarum ,
quam earum quz. tranfcendentes audiunt, nem-
pe logarithmorum, ac quantitatum exponentia-
lium , nec non a circulo pendentium. Addita
funt criteria cognofcendi , num differentialia
propofita omnino ex funftionis cujusdam difs
ferentiatione orta fint, & num differentialia al-
tiora definitum habeant fignificatum , an con-
tra vaga fint , adeoque inutilia : item utrum -
quationes differentiales poffibiles. Quz quidem
omnia a nullo fere eorum authorum , qui vuls .
go circumferuntur , {unt pertrattata. Przter-
ca de funftionum, quationumque natura plu-
ra infperfa funt, logarichmorumque indoles, &
fyftematum logarithmicorum via, ut puto, pla-
' niffi-



PRAEFATIO

niffima explicata, atque Anglorum de modulo
do@rina cum illa de bafi logarithmica, atque
quantitate moduli reciproca clariflimi Euleri
nexu uno evoluta. Et hzc quidem de conten-
. tis hocce in opufculo dicenda habui.

Cazterum infinite parvas quantitates hic tan-
tum matchematice confidero, neque in ullam me-
taphyficam inveftigationem me immitto. Hanc
infinite parvarum quantitatum mathematicarum
pofT bilitatem in continui divifibilitate in infini-
tum , 1ﬁ_am vero in ipfa continui, qua tale eft .
natura fundari certifimum eft , omniaque ar-
gumenta, quibus Geometrz divifibilitatem ex-
tenfi mathematici evi¢tam dant, in hac fundari
perfacile cognofcet is, qui eorum demonftra-
tiones attentius expenderit. Quamobrem, fi
in rerum natura admittatur verum continuum,
illud, uti fit in infinitum divifibile , neceflum
eft. Hoc ipfo vero habebit partes penitus a fe

invicem diftintas numero infinitas , quod ma-
thema-



PRAEFATIO
thematico rigore concepté ratiocinio confici pa-
telt. Quodf partes in corporibus infinitz.noh
admittantur, fcd finita numero ¢lementa, &4 in-
divibilia utique ¢runt, & guod amplius eft
fingula a fingulis vacuo fpatiolo fejunéta exten-
fam efficient.  Nifi enim inter fingula inter
vallum (it aliquod inane; quzdam faltem nullo
mediante applicata fibi, junétaque extenfionem
conftituent , quz verum (it continuum , adeo-
que in infinitvm divifibile juxta fuperius difta,
& non in elementa numero finita. Peéripateti-
ci quidem fic di¢ti , molta corpora vere conti-
nua admifere, omnia videlicet ea, quorum po-
ri, pamumque diverfitas in ocules non incur-
rit. Recentiores vero fubtilius omnia perfcru-
tati., corpora hzc nonnifi ad fpeciem continua
ftatuunt, reipfa vix ullum vere continuum cor-
pus quod in fenfus incarrat reperiri. Sunt ta-
men € nuUmero recentiorum non pauci, qui cor-
pufcula primitiva vere continua ac folida, feu
b - nul-



PRAEFATIO.

nullis ufpiam poris aut vaculis pertufa admit-
tant. Hzc corpufcula ergo etfi non fint prz-
cife corpus mathematicum , cum hoc nec iners
fit , nec impenetrabile ; tamen in ea quadrat
quidquid de extenfo fuo , qua continuo, de-
monftrant mathematici, cam hz demonftratio-
nes fola continuitate nitantur , nullatenus vero
penetrabilitate , aut defectu inertie. Verum
quid ego pelago navigo alieno ? vela
contrahenda funt.
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CAPUT L

DE INFINITESIMIS, ETINFINITE
MAGNIS QUANTITATIBUS.

I.

éQuantltas mathematica continua eft, quz ex ho-

%@ mogeneis , & nullis terminis inter fe difcretis
partibus componitur.

2. Eft adeo divifibilis in infinitum, feu in partes non
tot, quin plures; fecus enim deveniretur ad individua,
nec meris partibus homogeneis conftaret.

3. Hanc divifibilitatem in infinitum de continuo ex-
. tenfo multi demonftratam dedere.  Videri de ea poteft
Tacquetus in Evclide ; receptumque eft ab omnibus fe-
re Mathematicis, certe a preftantiffimis omnibus, lineam
A 2 ex



4 CAPUT I

ex punélis , fuperficiem ex lineis , & folidum ex fuperfi-
ciebus non componi. Quantitas autem mathematica con-
tinua vel eft permanens, vel fucceffiva : illius partes orte

manent , hujus, quod ortum eft , continuo perit ; illa

-extenfum omne , & intenfum comple&ntur , feu quantita-
tem molis , & virtutis , hec motum, & tempus. Omne
nempe continuum mathematicum concipi poteft fluxu
quodam oriri ; quod fi, que orta funt, infimul fint , fibi-
que coexiftant, continuum ex iis compofitum permanens
erit : fin, qua orta funt, fibi non coexiftant, continuum
ex iis compofitum erit fucceffivum. Concipiatur fluere
pun&um geometricum : duplex continua quantitas gene-
rabitur , & ea quidem , cujus partes genite infimul per-
ftant, extenfum in longum tantum , feu linea audit, ut
notum eft : cujus partes vero fenfim oriuntur, ita tamen ,
ut anterior , ac prior jam non fit, dum fubfequens gene-
rari occipit , motus, & tempus. | .

Porro continuum mathematicum permanens vel par-
tibus extra fe pofitis gaudet, vel non extra fe pofitis, quae
gradus dicuntur. Illud extenfum, hoc intenfum nomina-
tur. Ceterum non abs re putem duo hic monere : pri-
mo conceptus mathematicos quantitatis cum metaphyfi-
cis , aut phyficis , ac rebus ipfis non effe confundendos :
sdo me chvnﬁoncm quidem quandam quantitatis mathe-

: mati-



CAPUT I §

matice attuliffe , fed continue tantum, cum preterea de-
tur etiam quantitas in angulis, {éu inclinatione linearum,
& fuperficierum , & in curvatura curvarum , fed he , &
alie quantitatum fpecies noftro fenfu continu non funt,

4. Quantitas finita eft , que certis limitibus circum-
{cribitur , feu qua ultra certos limites nec auta concipi-
tur, nec imminuta. Certos autem limites hic voco illas
quantitates , que dari, & defignari poffunt, five arithme-
tice five geometrice, & inter quas alia vel aliz interjacent.
Ita numeri omnes ex. gr. inter 1, & 2 interje&i funt fi-
niti § quare ¥ 2 eft finita quantitas , etfi enim irrationalis
fit, & non poflit exprimi numero determinato unitatum,
fed ferie tantum infinita ; tamen ; quoniam ejus dantur li-
mites 1, & 2, finita quantitas merito cenfetur. Quantitas
tes item inter ¥ 2, & ¥ 3 finite funt ; earum enim limi-
tes ¥ 2, & ¥ 3 geometrice, feu per determinatas magni-
tudine lineas defignari utique poffunt. In Ellipfi diame-
ter finita eft quantitas ; etfi namque majores , mineres-
que fint Ellipfis ejusdem diametri; tamen nulla axe mino-
re minor , nec ulla axe majore major eft , adeoque inter
datos limites continetur.

- 5. Quantitas data, vel que dari poteft magnitudine,
finita eft , hujus enim certe limites defignari poffunt.

6. Ni-
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6. Nihilum feu O hic in limitum numero haud cen-
fetur , nam limites quantitates efle diximus (§. 4.).

. Quantitas infinite parva , infinitefima, eft illa, que

ultra quofcunque limites imminuta concipitur , feu cujus
parvitas nullo certo limite coercetur.  Quantitas infinite
magna eft, que ultra quoslibet limites aufta cogitatur ,
feu cujus granditas nullo certo limite quantumlibet ma-
gno definitur.  Quantitas maxima omnium eft illa, qua
quacunque data major : minima , que quacunque‘data
~minor eft. Quantitatem infinitam per oo exprimimus.
Rette autem concipi a Geometris quantitates infinite par-
vas, & infinitas mox docebimus. Caterum clarum eft,
quantitatem infinite parvam in finita ,-& hanc in infinita
infinities contineri.

8. Quantitas infinita in fenfu hic explicato cum in-
definita non eft confundenda. Solet enim quantitas in-
definita , feu qua magnitudine non datur, & varia fepe

“pro arbitrio effe poteft , a Geometris in elementis etiam
infinita vocari, etfi reipfa finita fupponatur , fed indeter-
minata , ita ut major, minorve efle poffit.

9. Quantitas infinite parva, & infinita, data magni-
tudine non eft , nec dari poteft, alias hoc ipfo finita ef-
fet (§.5.) :

10, Quan-
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16. Quantitas maxima ab infinita non differt, neque
minima ab infinite parva ; cum illa excedat granditate
omnem datam (§.7.) feu limitem (§. 4.) : hujus parvitas
ultra omnes limites per cit. §. defcendat.

11. Cum quantitas mathematica continua fit in infi-
nitum divifibilis (§. 2.), habentur in ea partes quavis data,
vel quee dari, & defignari poteft, minores , hoc eft quam
minime, infinite parve , infinitefime (§. 7.). Utrum e-
tiam quantitas inclinationis , & curvature (§ 3.) poflit
efle infinite parva, hic non difcutimus ; nam fufficit often-
difle fimpliciter , dari quantitates infinite parvas.

12. Quod fi quantitas finita confideretur ut unitas ;
infinitefima concipienda eft ut fraltio infinite parva 5 eft
autem fra&io eo minor , quo major eft denominator re-
fpetu numeratoris ; quare ut fralio fit infinite parva, o-
portet , ut denominator fit infinitus refpeGu numeratoris;
quamobrem infinitefima exponetur per fralionem, cujus
numerator eft finitus , denominator vero numerus infini-

tus; erit itaque = — vel — ubi a finita quantitas cft Sic

igitur deinceps mﬁmteﬁmas exprimere poterimus,

13. Mihi quidem re bene expenfa femper vifum eft,
conceptum infinitefimarum re@e deduci ex divifibilitate in
infinitum, hanc vero ex continuitate quantitatis mathe-

mati-
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matice , in qua nihil quoque occurrit, quod impediat
quo minus quantitatem iftam ultra quosvis terminos ', &
limites au&tam -, adeoque infinitam, & maximam (7. )
concipere liceat; quod ipfum tamen probe fieri a Mathe-
maticis continuo aliter adftruemus.

14. Et numeri quidem infiniti ideam ipfa in infinitum
divifibilitas fuggerit (§. 12.). Generatim vero quantitatis
infinitee conceptio fiet , fi tertia geometrice proportiona-
lis ad infinite parvam, finitamque cogitetur ; hec namque
debet efle infinita, quoniam toties finitam comple@itur ,
quoties hac infinite parvam, id eft, infinities ; quare quan-
tumcunque finita augeatur , femper tertia illa proportio-
nalis au@a finita major erit , atque adeo maxima (§:7.);
& infinita (§. 7.) (§.10.). Quod fi finita quantitas con-
fideretur ut unitas , tertia Geometrice proportionalis ad
infinite parvam , feu frattionem minimam, & unitatem e-

rit numerus infinitus. Sanefi queratui' ad — x' , 1, tertius
geometnce proportxonahs numerus ; hic computu inito re-

o0
penetur I1X— =00 feu mﬁnltus.

15, . Caeterum in 1pﬁ etiam elementari Geometria, &
Trigonometria cxempla infinite parvorum, & infinitorum
reperias, Angulus conta&us gm ontur ad conta&um

circu.

Lo~
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circuli, & refte infinite parvus eft noftro fenfu, & tangens
fecansquc quadrantis, feu 9o° infinita.

16. Cum infinitefime non fint indivifibiles , f&d quan-
titates continue (§. 2.); erunt & ipfee ulterius divifibiles in
infinitum (§. 2.) , & harum mﬁmtcﬁma: rurfus in infinitum,
& ita porro. : .

17.-Dantur ergo certi ordines infinitefimarum, & quis
dem infinitefima finlit@ quantitatis dicitur infinitefima pri«
" mi ordinis : infinitefima infinitefime-primi ordinis vocas
tur infinitefima 24 ordinis : infinitefima infinitefime 24
ordinis audjt 3% ordinis &c. Generatim autem infinTte.
fimee 2% , 3%, 4 ordinis vocantur infinitefime altiorum
ordinum. S |

18. Patet autem per fe infinitefimam ex. gr. etiam
44 ordinis , fi comparetur cum infinitefimis 3% ordinis,
effe corum refpe&u infinitefimam primi ordinis.

19. Tertia geometrice proportionalis ad quantitatem
finitam , & infinitam , eft infinities infinita , feu infinita
quantitas 24 ordinis., & 3ti* geometrice propottionalis ad
infinitam primi , & infinitam 2% ordinis eft infinita ordi.
nis 3% ; quoniam infinitam 24 ordinis comple&itur toties,
quoties infinita 24 ordinis infinitam ordinis primi.  Et fic
nafcuntur idez ordinum infinitorum. Infinita autem 24,

| B 3tii
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34, 4% ordinis dlcuntur ‘generatim mﬁmta altiorum or-
dinum,

20. Quod vero § 18. ditum eft , & hic valet , nem-
pe infinitum ex. gr. 4% ordinis refpe&tu infiniti g% ordmls
effe primi- ordinis infinitum.

21. Ut infinitorum , ita infinitefimarum ordines per
proportionem determinari potuiffent. Eft enim tertia geo-
metrice proportianalis ad finitam , & infinite parvam pri-
- mi ordinis infinite parva ordinis 24 Et tertia geometrice
proportionalis ad infinitefimam primi ordinis, & 2% ordi-
nis'eft infinitefima ordinis 34 | & ita deinceps.

* - "22. Exprimuntur ergo ordines infinitorum , & infini-
- te parvorum ferie :

. o $ "4 T : I d
00—~ — 00y 00 ) 0033 '002) oo » &L
I ) ¢ ) I I
L s e @ ® T T T e,
.. - w
Notat autem- o0 infinitum ordinis infiniti, & =o -infini-
" 00

tefimam ordinis infinitefimi. Quod autem feries hac or-
dines infinitorum , & infinite parvorum refte exprimat,
facile oftenditur. Nam tertia geometrice peoportionalis

ad 1, feu quanntatem ﬁmtam conf' deratam ut unum, &

eﬁ

. ' o ' nalis

X fu oo, & tertia geometrice proportio-
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fialis ad o0 , o0 cﬁ od x-00 , feu o0 ; ﬁ:d illa pnor 3&,
3 “
proportionalis eft infinitum 2% , hec poﬁenor 3% ordinis

(§.19.) quare oo infinitum z"' o 3t ordinis cxprnmt.

R ¢
3t proportionalis ad 1, 'd'o' eft — > 1 feu = ¢

o
. e . . .. . | g ) O o0
item ;m proportionalis ad *— , 6‘52 eft -, %, X7~

feu ’66' ; quare juxta §. 21 mﬁnltcﬁma zd' ordinis per

, & lnﬁmtef ima 3t ordinis per 5'6‘ re&c exprimitur,

A

Q_uodﬁ jam feries hec :

1 T 1 x.
. W‘, ool ,.oo’, wl,

<1 55 > 3030 ok
utrinque , feu dextrorfum ;& finiftrorfum continuetur in
infinitum exponentes tandem evadent infiniti ; unde ha.
. ) 1 '
bebitur ® &
23. Ordines infinitorum, & infinitefimarum progre-
diuntur in proportione geometrica continua ; ut patet ex
- ferie propofita, & etiam ex eorum genefi (§. 19. §.21.),

— 1 -—2a .
Cumaut:emft-—-- o0 ,—;—Q-', = o , feu generaliter

’ . ‘_ . 4 L “ . .
2 = & ;erant indices, feu exponentes ordinum oo
oo™ . |
'——-—4’3,2 I O’—I,-z,mg,—4~~——w
in progreffione continua drithmetica , adeoque ordinum

«. & B 2 loga.‘
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logarithmi, non fecus, atque in decimalibus in arithmetica
communi ufuvenit. '

~

24. Intermedii autem numeri in progreflione hac a-
rithmetica, feu exponentes fra&i five veri, five fpurii inter-
mediis ordinibus infinitorum , & infinite parvorum refpon-
dent.. Sic § numerus arithmetice inter o , & 1 eft expo-

v :
nens ordinis ¥ 0o, feu o0 , qui eft medius geometrice in-
ter 00° feu 1 & oo.. Nam 1, ¥ oo, oo funt in propor-
tione continua geometrica. Eft autem ¥ oo vere infini-
tum. - Nam pone non effe ; erit ergo quantitas finita, &
continebit 1 finities; ergo & oo continebit ¥ oo finities,
cum fit per hypothefim oc : ¥ 00 = ¥ 00 : 1 ; quare oo
erit tantum finita quantitas,, quod eft contra hypothefim.

' Sic quoque ¥ oo , ¥ 00 , & in genere ¥ oo (mautem no-
tat numerum integrum finitum) erit quantitas infinita 5
Nam fi fit finita du&a in fe toties quot in m funt unitates
minus una, hoc eft: finities, dabit oo ; quare co non erit
infinita quantitas , cum finitam finite fumptam non exce-

dat (§.7.), quod cum adverfetur hypotheﬁ ; patet:‘\‘!1 co
effe infinitam quantitatem , modo = fit numerus finitus.

Multo magis ergo erit ¥ oo infinitus, fi » fit numerus in-
teger } quoniam hoc cafu ¥ o >¢ oo. Ex his ditis
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' 1 . b § ) § N
quoque clarum fit , 73- , — &ingenere ——, ac — efs
fe omnino infinitefimas, cum he fra&iones habeant deno-

minatorem infinitum , numerator vero fit finitus ( §.12.). -

25. Ordines infinitefimarum , & infinitorum ; quo-
rum exponentes funt numeri integri, ordines potentiales :
reliqui, quorum exponentes funt fraci , radicales compel-
lari poterunt.

26. Cum exponentes ordinum infinitorum, & infini-
tefimarum fint logarithmi , & fit o logarithmus quantita..
tis finite, qualis etiam unitas cenfetur per §. 23 ; exponens
fra&ti orti ex ductu quantitatum infinitarum, & infinitefi~
marum in’{e invicem, vel in finitas habebitur , fi factorum
exponentes addantur, & fumma hac indicabit , cujus or-
dinis fit faltum : quoti autem ex divifione infinitorum, &
infinitefimarum inter f&¢, vel cum finitis quantitatibus orti
exponentem prodit differentia orta ex fubtra&ione expo-
nentis diviforis ab exponente quantitatis dividende.

. 27. Sequitur ex ditis quantitatem infinitam, vel infi-.
nitefimam ordinem non mutare, fi dividatur, vel multiplis
cetur per finitam quameunque, feu: quotientem, vel fatum
effe ejusdem ordinis cum infinito, vel infinitefima divifa, vel
multiplicata ; o enim finite 'exponens five addatur , five
fub-
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fubducatur ab alio numero infiniti , vel infinitefime indi.
ce, eum non mutat. Quantitas vero finita , fi per infini-
tam, vel infinitefimam multiplicetur, utique fit infinita, vel
infinitefima ejus ordinis , cujus eft multiplicator: divifa ve-
ro per infinitam , fit infinitefima ejus ordinis , cujus ordi-
nis infinitum divifor eff.  Nam fit index diviforis infini-
ti m ; erit quotientis index 0 — m, feu — m , qui negati-
vus index denotat infinitcfimam ordinis m. Si vero finita
quantitas per infinitefimam ordinis # dividatur, tum fi ex
o fubfrahatur — m , habebitur pro indice quotientis + o
+ m , {feu m , quare quotiens erit infinitum ordinis m. Si
duo infinita in & ducuntur, quorum exponentes , & indi-
ces fint m , # ; erit faltum infinitum ordinis m + ».  Si
infinitum ordinis » ducatur in.infinitefimam ordinis »,
cujus index eft — # ; erit index fa&i m — », qui index po-
teft effe affirmativus, negativus, vel o. Sinamque m < »,
erit m — » negativa quantitas. - Siverom =n»; eritm —n
=o0. Inprimo cafu fatum ex infinito in infinitefimam,
vel contra, eft infinitum ordinis m — » ; in 2¢° fallum i-
dem eft infiniteima ordinis » — m, cujus index eft =
(n—m). In 3t denique fallum erit quantitas finita,
Tres ifti cafus etiam locum habent , fi infinitum per infini-
tum dividatur § idem enim eft infinitum per infinitum di-
videre , ac illud ducere in infinitefimam, cujus denomina,
tor

-
- -
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tor fit infinitus ille divifor. Idem certe prodit five oo pet
i .« o I . 1 1 v
o dividas, five o5~ per o multiplices, vel o Per o i

m—n 3
nam quod emergit , utrobique eft ;o-— feu © . Af-
feram autem partlculana trium horum cafium exempla.

Sit o003 ducendum in '66’“ o2 in EE“ 002 1n-—

Item oc? dividendum per oo‘ , oo per co*, 0o* per

002 Prodeunt co3—2 feu oo, 002+ feu co— (4 —2)
= oo“’:%g, & oc®feur.  Siinfinitefima ordinis m
ducatur in infinitefimam ordinis » ; indicibus — m , — »
additis , erit index fadti —m — = feu fa@tum igfinitefima
ordinis m + ». ' Si infinitefima ordinis m per infinitefimanm
ordinis # dividatur ; indice — » ab — m fubduéto, erit in-
dex quotientis — m + » , & tribus fupra memoratis cafi-
bus locus erit. Quoniam enim divifio fit inverfum divi-

forem 3? per. dividendum ;;—;n multiplicando , perinde
eft, atque fi infinitus denominator diviforis co™ per infi-

nitefimam dividendam --’—m multiplicetur.  Si infinitefima

- oc. B

vel infinitum m elevandum fit ad potentiam = , feu cujus

exponens | fit n ; erit potentia ex elevatione orta ordinis 7 m,
) fup.
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fuppono autem m, & » efle numeros integros , nam fi
# fit fraltus, fiet extradtio radicis , de qua mox. Si igi-
tur ex infinitefima, vel infinita quantitate ordinis m radix
», feu cujus index eft » , extrahenda fit ; erit radix ordinis

m . . - .
3 que omnia nota funt ex logarithmorum do&rina. De-

nique notandum: indices fa&, vel quotientis eosdem efle,
adeoque fa&tum, vel quotientem ejusdem ordinis infinitum,
vel infinitefimam , five fatores, vel divifor, & dividenda
quantitas afficiantur finita aliqua per multiplicationem ,

vel divifionem, five non afficiantur. Sic o0’ #in oc 4, vel

3 o 2 . . « e . )
X’ duGum m%’i’_, aut oo 4 eft quinti ordinis infinitum;
a

non fecus, ac &0 duGum in o¢. Idem verum eft, fi infi-
nitum, vel infinitefima ad dignitatem elevetur, vel radix ex
illis extrahatur. Nec obftat finitam ad dignitatem effe e-
levatam, modo index dignitatis fit numerus finitus ; Nam
qualicunque dignitate fit quantitas illa finita in ordine fi-
nitorum , femper. ejus index ut finite, & refpectu infinite,
vel infinitefima erit 0 ; o autem alteri additus quantita-
ti, vel ex eafubduus nihil in ea mutat. ~ At fifinita nu-
mero integro refpondens fit elevata ad dignitatem, cujus
exponens fit infinitus ; tum utique ordinem infinitorum fi-
fiita hec fic elevata excedet, & in ordines infinitorum re-

ferenda etit. Sic 4% = 00,4 ® = 00*, & generaliter
. m
) o
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s ®" = com ; ubi m numerum integrum affirmativum dé,
fignat. Itaquefinita talis ad dignitatem infinitam elevata ,
feu infinities in fe du®a, aut infinities infinitis vicibus , eft
ejus ordinis infinitum, cujus eft index dignitatis infinitus
(§.7.19.).

28. Ditum fuit §. 24. quantitatem v oo effe infini-
tam , fi m fit numerus finitus , & affirmativus ( qualis fem-
per cﬂ'c mtelhgltur nifi alind moneatur velindicetur) nunc
determmandum venit , g:'yusmodx fit ¥ o0, fi m ponatur

I
numerus infinitus, feu in expreflione oo m , fi = fit fraio
infinite parva, & quam minima. * Quoniam tali cafu ra-

. m . - v' v‘ . . . . . )
dix per ¥ oo indicata infinities in fe duci debebit , ut ha-

beatur oc , aut infinities infinitis vicibus , fi radicis index
.. |

fit infinitum altioris ordinis , patet per §.7. & 19, Yoo
tali cafi non manere quantitatem infinitam ; fed effe fini-
tam, nec tamemn unquam fieri infinite-parvam, feu infini-
. tefimam. Nam fi talis fieret, infinitefima in fe du&a feu
in infinitefimam produceret infinitum, quod repugnat de-

- . ’ : . - m . .
monftratis (§. 27.). Et generatimeft ¥ oo quantitas fi-
nita, fi exponens m fit infinitus , & » finitus integer. Nam

o n _ . ) '
¥ oo = oo™  Fraftio autem ;; divifo numeratore , &
C deno-

-
-
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denominatore per » manet invariata, feu——=—— ==

m:n mys

patet id ex natura _fra&;onum , &m : »n adhuc eft infini-

tum ejus ordinis -, cujus eft m (§. 27.) 3 quare v o gjus-

m m

— —

dem ordinis eft , cujus v o0 ; fed ¥ o0 per paullo ante de-

monftrata eft ordinis o feu finita quantitas ; ergo & Vol eft
finita quantitas.

29. Si ex finita quantitate extrahatur radix infinite-
fima cujusvis ordinis , ea fempeaerit finita.  Nam infini-
tam haud effe id quidem per fe patet ; non effe autem infi-
nitefimam oftenditur ea ratione , qua jam §. priore ufi fu-
mus, nempe fi foret infinitefima , hec du&a in f¢ finitam
quantitatem daret , cum potius eo altioris ordinis evadet
infinitefima , quo in f frequentius ducitur ( §. 2¢.).

- go. Mirum fane videtur infinitum , & finitam etiam
quantitatem, etfi divifione per infinitum faGa ex ordine
infinitorum , finitorumque ad infinitefimas deduci poffit,

I 0 L] - . L]
ic %2 = o5 5 tamen per extraltionem radicis etiam infi-

nitefime tantum ad finitorum ordinem dejici.  Sed ratio

hujus myferii in immutabilitate unitatis latet. Nam fit

ex § ex. gr. extrahenda radix infinitefima; tum fi ex ¢ ex-

trahatur radix quadrata , habebitur 2 cum fralione deci-
: mali
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mali appropinquante : fi ex hac radice denuo radix qua-
drata extrahatur , prodit 1 cum fra&ione decimali inter-
minata : fi denuo ex hac radice radix extrahatur , rurfus
unitas prodit cum fra&tione, femperque unitas, quantum-
cunque in extratione procefTems perﬁat Nam alius i in-
teger emergere nequit, neque radix mera fra@io evadere ; 5
alias fra&tio in fe dutta integrum produceret. Semper ve-
ro in extraltione radicis continuata ex quocungue nume-
ro tandem devenitur ad unitatem,

v

1 - n
31. Cum fit o0 ° feu generaliter oo %° finita quanti-

1 n
1

tas (§. 28.) ; erit 00 feu oo™ = 00°; quare o5 = 6‘,-
. n . . . i

& -5 = o ; multo magis ergo 5sm= 0 ; igitur in ferie

quantitatum decrefcentium , quales funt.ex. gr. exponen-

tes radicaliovm quanutatum tandem devenitur ad tales,
qua evanefcant. - -

' 32. Oftendimus ( §. 29.) effe etiam ¥ 4 =finite quan-
titati. Huic quantitati finitz 4, & qua non fit unitas,
vel exponens 1 , vel alius finitus tribui poteft, fi fpe@etur
in ordine finitorum , vel o, fi ad ordines infinitorum re-
feratur. Si ei index 1, vel 2 , vel alius quivis finitus m tri-

m

- o0 -
‘buatur, erit ¥ a” =a* ; fed per preced: %,r- 0; er-
- D . Ca go
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B |
go a>® = &° =1 ; quia in ordine etiam finitorum unigatis
exponens eft o.  Vidimus vero (§.30.) radicem infinitefi-
mam cujuscunque numeri debere efle 1 cum fratione de-
cimali, qua quidem femper minor fit, adeoque extrattio-
~ nibus in infinitum repetitis fit infinitefima, & o (§. 31.).

o

. o . ® ooy .
Sivero ipfi « exponens odetur ; erit ¥ 4= 4> ; fed o = 03

o - . .
ergo ¥ 2 hoc cafu etiim=4°=1. Hec hoc loci afferre
‘volui , uti adpareat , omnia fibi belle cohrere.

“lo

33 Eﬁ%:o(&;l.);ergo%:x: $ quare

—% in ferie decrefcentium quantitatum notat infinitefi-

mam.

34. Cum fint == 1, %, -3%2, =3 &, & ﬁt?:é'=

i el 1 1

o refpe&tu 1 (§. 31.) jerit etiam 52 = O refpedtu -, &
I X ' ' . . . .« e

<53 = o refpettu ?'O-,. Et genteratim infinitefima altioris

ordinis refpectu inferioris evanefcit.

. | ,
35. Eﬁ"o?: I=1:00;€rg00:I=1:00; quare

1 o . . o

— = 00 ; quare— in ferie crefCentium quantitatum ex-

primit infinitam, |

3 60 QIO'
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36.” Quoniam == ’016’ I, 00, 0%, o0?, 004, &c:
?I.b— = o refpetu 1 ; erit etiam 1 = o refpettu oo , &

oo =orefpetu o2 Et generaliter finitwm refpeétu in,
finiti, & infinitum refpectu infiniti altioris ordinis evane-
fcit. ' '

N n n . P — n
37. Igitur a:'_'——mza& m'_"_ = —,ac oo™
(o) on oom+1 OO

* omt+i= oM+ & 00 ta= . Hoceft, quan-
titas infinite parva refpeltu finite, & infinite parva altioris
ordinis refpectu infinite parva inferioris ordinis, nec non
finita refpe&tu infinite, & infinita inferioris ordinis refpe-
&u infinite altioris ordinis negligi poteft , neque ille has
augent, vel minuunt; patet id ex §§. precedentibus, & inde
etiam, quod , ficut ipfe ng:g]e&ae quantitates funt quavis
data nfinores refpe&d earum , refpe@tu quarum negligun-
tur, ita error in iis negligendis admiffus fit quovis dato
minor, hoc eft, revera nullus.

38. Eft etiima+ — ad & +——utaadb feu ra-

oom ool
tio quam habent inter fe duee quantitates finitz non mu-
tantur,, quecunque demum infinitefime, imo quotcunque,
modo numero finito , eis addantur , vel ab eis fubducan-
tur , vel unj ex finitis addantur , ab altera fubducantur.
Signa
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Signa.autem additionis hic pofita funt in expreflione, etfi
etiam fignum fubtraionis pro arbitrio poni poffit,

39. Licet ratio infinitefime ad finitam , & hujus ad in-
finitam quantifatem infinita fit , utpote omnes limites ex-
cedens ( §.7.) ; tamen infinite , & infinitefim® ejusdem
ordinis inter fe finitam rationem quamcunque habere pof:
funt per finitas quantitates explicabilem. Nam cogita-
ri pq’iféﬁ 4% geometrice proportionalis-ad 1, m, oo vel

1 S . n r . . .
o quE eritad oo, vel —— in rationem ad 1.  Sic2 oo :

4oo,v'el%:—:?=' 2:4=1:2 Sic3 co: § 00 ,vel
EINE SR

o0 " 00
" 40. Si fint due finite quantitates 4 , & b , fingule
compofitz ex numero infinitis infinitefimis, & fingulis in-
finitefimis in & refpondeant fingule infinitefime in 2 ; fint-
que fingule infinitefime quantitatis 4, ad fingulas infini-
tefimas quantitatis 4 in ratione data, & conftante c: e ; e-
rit @ : b = c : e. Cum enim infinitefime fingule ir 2 cum
fingulis fibi refpondentibus in & conftituant rationes toti-
dem finitas, easque per hypothefim" 2quales ; ‘erit fumma
omnium antecedentium, feu 2, ad fummam omnium confe-
quentium, feu b, ut quavis infinitefima ipfius 4 ad.fibi re-
fpondentem &, hoc eft per hypothefm ut cade. . Bene
. . hic
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hic advertendum ratiocinio huic locum non éffe, fi aut in-
finitefimis ipfius @ non totidem refpondeant in &, aut ratio
inter ¢gs non fit eadem..” Hinc nifi hec perfpedta fint, ex
ratione elementorum non bene infertur ratio ﬁmtarum,
quantitatum, quas contituunt. Elementa autem voco in-
- finitefimas, que finitam quantitatem conftituunt, & qua-
rum finita eft aggregatum vel fumma. Etfi enim elemen-
torum ratio it eadem , tamen , quia fieri poteft, ut elemen-
tum elemento non refpondeat , ratiocinio locus non erit.

Sit elementum unius finite qugntitatis ?'o- , alterius 3?;?
Sed oo in prima ad oo ‘in altera diverfam habere poteft
rationem finitam, ex. gr. duplam, trlplam, quadruplam &c.
ut d1&um§ 39 , adeoque inferri non poteﬁ 00 X — ef

ﬁ-.ad 00 x —-ut 1 ad; , nifi conftet inter oo in prima
quantltate & o in altera efle rationem ®qualitatis.

41: Differentia diorum quadritorum , quorum radi-
ces differunt infinitefima , ®qualis eft duplo facto radicis
minoris in infinitefimam , feu diﬁ'crentiatﬁ radicum. Sint

2ma
radices z‘ ¥ =, erunt quadrata @, Qua* * +

mz

(e o)

3 fe fd "> /0 (§~ 34. ) 5 crgo dlﬁ’crentla quadratorum ‘

2ma

; 0

o
-—

42. Si
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42. Si duz quantitates finite differant quantitate in-
finite parva, media arithmetice proportionalis non differt
a media geometrice proportionali. Sint quantitages fini-

" m . R T . .
tea,&at ; erit media arithmetice proporuonahs =

(24 + 6'6) 2 = a ¥ — : media vero geometrice pro-
ax(at*x — = 24+ 20,
port;onahs eft v ( (ax = > )) v _(a * %
Eft vero 2 +20 = g2+ 22 4 T uia —— refpeéti
o ®© " Loo’ qua e TP

a’ "'—— evanef'cxt (§.34.); quare .
a4 Am am (2_‘_:_'5 ~ m* = +-m
wf( @t + - a,z—w,que

cﬂt eadem cum medla arlthmetlce propomonah

43 Hxnc fi fint plures quantltates A B, C,D &c.in
progreflione arithmetica , differunt autem infinitefima ; e-
runt etiam in progreﬁiohe geometrica, & D ex. gr:, cujus
differentia, ablata quantitate A, eft tripla ipflus B—A | e-
rit in ratione triplicata termini Bad A, & C in duplicata
Bad A&c. ' -

44. Si duz quantitates finite differant infinitefima ,
& fi uni ex his quantitatibus addatur, & ab altera fubtra-
hatur tantum, quantum earum differentiam reddere valet
duplam
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duplam, vel triplam, aut fubduplam » Vel fubtriplam tum
he quant:tates fadta illa mutatione erunt in ratione duph-
cita , “vel triplieata, fiibdiplicata, vel fubtriplicata’ ejus,

quam ante mutationem habuere.  Sint quantitates ﬁmtae

a, & a+ _..‘_'; addatur hmc *’56' ab illa auferatur 55
& habebuntur quantltates —-—53,5-1- ";I R quarum dif-

AR ".“j");;?’:‘,"’
- oo ) feu 55 adeoque eft dupla differentia prio-

R S nrvﬂr.L YRR |

ferer;tl,a eﬁ

iis‘%. Eft ergo a~ = ad 4% 22 in ratione duphca-

aadia = Nam mtera-—-_ &a __“‘_ K
ta +°° : e + T mgdla a-

r;thmetlce proporuonahs e& 2+ % » QU per §. 42. e-

rig etxam mcd,la geometnqe propomonahs 5 unde 2~ "6'6'

eﬁ ad 2 + ..—t in ratione duphcata L ad a+— Lfeu

o

(addendo utrmque —-, quodratiogem non mutat (§. 38.) )
sada+ = = Eg;g_cn;;a\.hter:addatu,:,quanntan a+ =

quarititas - ; & ab # auferatur eadenr quantitas - ==

quz fit hujusmodi, ut differentia inter 4 ~ ',766“ » X a+

2+ ;ggﬁt multipla ; vel fabmitiltipla differentie inter &y
. AN ) &
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& 2.4+ =, feu infinitefime ™ ; erit 4 — — primus ter-
o0 7. N > I poo :
minus in progreffione aliqua arithmetica , in qua commu-
nis terminorum differentia eft -2 , & 4 + = + — ter-
minus tertius, fi differentia horum terminorum eft dupla.
communis dlﬂ'erenuae > : fi vero horum terminorum d1f

: ferentla eft tripla communis —3 erita + — +— quar-

tus terminus, & ita porro. -~ Hos autem termmos dxffcrre
infinitefima per f¢ patet ; quare per §. 43. funt etiam in pro-

. m n n
grefﬁone geometrica,, & a + - + — eft ad 4 — = in
) ° L - - ' d.i . . — n ﬁ'[ 0 h
ratione tot duplicata 24 termini 4 oo + 55 ad primum,
feuad 2 — p"— , quoties differentia terminorum 4 + 3"‘6 +

& a4 — — continet differentiam communem , feu
p % 3 OO

m . . . . .
— Eﬁ autem @ —— termmus rimus ad 248 g — _®_
o0 pOO p poO

S5 (addito utrinque 2, quod rationem arithmeticam
non imutat , ut notum eft, & gcometri'cam mutare n6n po- -

teﬁperg 38. )utsada + = oo ergoa+--+-——eﬁad¢
- Eo— in_ratione tot duphcata iphus a +— =~ ada, quotlcs

differentia inter #- -———&a+ poo Eo..
e - dém
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dem fere modo procedit demenftratio, fidifferentia quan-

tltatum a— E & a+-°? + P,_°5 fit ﬁ:lbmultlpla ipfius = ="

45 Potentla radicis bmomle, cujus una pars eft quan-
titas finita, alterainfinite parva, @qualis eft potentiz gra-
dus dati quantitatis finit® una eum fa&o eX quantitate fi-
nita elevata ad potentiam ano gradu inferioremn , & dulta
in infinite parvam, ac exponcntem datum. Sic potenua

ﬁ:cunda quantitatis g — = & + ==, ut jam vxd1mus§
© )

i LY =+l & (avl Y=
41./81c<a+-°-3> =&+, & a+°°>_4,
. . m . -

+-‘!i,acgencraliter<¢+—’-) =a"+ . Nam
(4-1-——-) -u" 3" &<a+——>

61 -
¢4+ﬂ-+ '’ o+ “+ &(a-c-—)
(o o] o3 - 003 mQ

m-—x m -
ma T m.m-—I.8 m. m—1.m— 2. a
cC 2.00? 2.3.

ergo per §. 34. pegligendo infinitefinras altiorum ordinum
“refpectu radicis a+-°?, erxt ( a+_.> = a3 +

) =at+ & a+ ) =a" + ma'n_—t
‘+— Fo-‘ ' D = T e
Da - " Po-

3a°
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Poteft autem m etiatn exponens fraltus effe, ita, ut Theo-
rema etiam ad radicalia extendatur , cum radicales quan-~
titates analytice per exponentes exprefle poffint ut digni-

- o g N\NE . .- X
tates traftari. Itaqueé ex. gr. ( a+ ’6I6 )ﬁ erit & 4% +

I‘-,I . I.-t .
LA N N )* ¥ IR
—_— =a oy = —_— =
£QQ ... .. 3 + 300 Co:

) zooa

: l <a+ : >%‘a%+ 3"7‘_1-—4%-5-

4 + %:~ ", .w, bl . 400 "". "
3w‘ e o -

3 ‘.\ ".-.: . /,’ o
.1 |
4008 - oo ’ -

- 46. Bmommm 2+ = — elevatum ad potcntlam infiniti

y ) oo .m 4*-—! o0 —1.00 - mi‘”-ﬂ .
atis eft = & + —— =+ S
exponcnts\'ﬁ + = Y

o0 —2.00 —1.00.ma®—3
1. .00 '
L—3. 00—-2 O —1. wm4a°""4
* I.2.3.4.004

=a +ma‘°""+( -————)m‘*aw-ﬂ

&e.. o

+ -—————+-—-L-)m3aé°"3w
300*

'F(as!x""
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- ! !‘ s
400 2400° 4003 : L

=a® +ma® ! +§m“a°°""+3-m’¢; - +,“m‘!
a® —* &c. Sijam a fit unitas , prodit 1 + m,+ % m* +
L m3 + & m* &c. que feries femper tota, feu fpeatis om-
nibus terminis converget , fi m fuerit minor umitate : g
vero m fuperet unitatem finite, priricipio quidem cre&ent
termini, dehinc vero decreﬁ:cnt , 1dque ideo , quod nu-
‘merator pracedentis termini fEmper in ‘eundem nume-
rum m ducitur, dum formatur numerator f'equenns &
denominator ducitur in numerum unitate thajorem, quam
fuerit facor ultimus denominatoris. = Sit ex. gr.m=12 ,‘
fiet feriestalis: 1, 2, %, §, z,,,,lﬂ,&c._ 1,2 z, 1,,
%, 1 &c

0y
-

47. Siin bmomlo a + 53 60 tranfCat in ﬁmtan'l

quantxtatem majorem quam m, ita ut —— = fit fraltio finia

ta genuina , a vero fit umtas ; ex formula prima §. fur-
petiore data patet , terminos glam’ | 3dum & aliog plures
deinceps potentiz infiniti gradus hujus binomii eflé quans
titates infinitas , ob infinitos numeratorum coefficientes
@0 , @ — 1, % =2 &c. & denominatores infinitos in fi-
nitos



~
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nitos abeuntes. Ex quo colligitur, quantitatis unitatem
finite fuperantis potentiam exponentis infiniti femper in-
finitam qila‘ntitatem fore.
" 48 Dixi §. 46 fi in' binomio 4 + '56' , & fit unitas ;

& m finita quantitas unitate minor , ob terminos poten-
ne gradus infiniti m , £ m*, } m® &c. finitos , potentxam
ﬂlam unitatem fuperaturam quantitate omnino finita ;

quare_ tacite fuppofui fimmam horym terminorum , &
reliquorum deinceps in infinitum efficere tantum quantl-
tatem finitam , de quo merito quis dubitare poflet, cum
quantltas ﬁmta. accepta infinities , in infinitam excre-
fcat (§ k2 ) Sed fciendum in noftro cafit non femper
accipi quantltatem finitam ;' verum, cum ‘termini poten-
tiam conftituentes decrefcant, tandem fieri infinite par-
Yas frattiones ; quo.cafu infinitas numero quantitates, qua- .
rum priores finite fa:t, furnmam finitam conftituere pof-
£ mox .obvio exemplo ‘progreflionis Geometrice oftens
demus atque infuper locum habere , ubi binomium 1 +
'66' ad potentiam gradus mﬁmtl clevatur , feu in noftro

eafu, dcmonﬁrablmus. 4

49. Sit in’ progreffione Geomeétrica créfcente ex. gr.
3, 4, 8 » 16532, 64, primus feu migimus terminus 2,
' ulti-
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ultimys », quotus divifo quovis termino majore per pto-
ximum minorem ¢, fumma terminorum /’; erit, ut notum
et, f—u f—-a—r Lg, &)= a=(=u)g, feusq-
uqiac/= -—q—:—_;. Quoniam ratiocinium., ex quo dedu-;-
&a eft ultima 2quatio, non pendet a numero terminotum;
locum utique ‘habet etiam ubi progreflio geometrica ad
finiftram fuerit continuata in infinitum ; ex. gr. fi progrefs
fio 2,4, 8; &c. itascontinuetur : &C. §ris2, 152, 4

8, 16, ;2 64 tum vero prlmus terminus erlt— per §

praeced. & a.hquzs ex iis, qui prius erant mter pnmos s
confiderari poterit ut ull;unus ; erit ergo 4 hoc cafu = 36 5

ng——

adeoque *Z * mutatur in —;———— feu per§. 34. & 37, in

9—1
6q

pord Eft ergo q—_—;, que utique eft quantitas finita , -

qualis progreffioni geometrica infinitorum terminorum de-
crefcentium , fi nempe a datis initium fumatur. Quare
verum eft quantitates etiam infinitas numero , fed decre-
fcentes fummam finitam conftituere pofle, ut §. priore di-
&um. Jam vero in cafu §phi prioris, m, m*, m*, m* &c.
in infinitum eft progreflio geometrica decrefcens ; ergo
ejus fumma per modo demonftrata eft finita, nempe # eft
= m ; quare -’-'1;7—1- , feu fumma fraltionum m , m*, m®, m*

n
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in infinitum = ;’1’—- , que uthue eft ‘quantitas finita.- -'Sit

B

» R I .
X. gr. m=§;erltq » quia — — —gx;—g-ﬁa‘dgoque

2.3
—L = ———==¢=2 Cum igitur famma fra@jonum
qg—1 3.(3—=2)

w, m*, m®, m*— — m” fit finita ; ,enam, &muitomagm

fumma terminorum m, £ m?, X m? S me — — "03 m* erit

ﬁmta. L - -

, go Ceterum, qua hic de neghgendns mﬁmtcﬂmxs d1-
&a funt, etiam , etfi non eo in rigore , dé quanutatlbus
refpectu aliarum exiguis intelligi poﬁhﬁt id quod fepe
non contemnendam habet utilitatem , & compendia fug-
gerit ex1m1a in praxi mathematica, ubi ad quantitates de-
Yenitur tam parvas, ut fenfum effuglant fed femper cir-
cumftantiarum ratio habeatur , oportet. Nam quantitas
exigua, que in his circumftantiis contemni poteft, in ‘aliis
" contemni nequit ; ita que fenfibus non armatis nulla
eft , magna erit armatis telefcopio , aut

~ microfcopio. ‘
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CAPUT II

-DE DIFFERENTIALIB Us, 4 TQUE
PRIMIS. CALCULI DIFFERENTIALIS
FUNDAMENTIS. 1

,”. P
’ﬁ""i&# i ;r. .

%uanntates quz continenter crefcere, vel decrefcere
COncxpl poffunt aliis iisdem matientibus, variam

" tes, feu vanabxles vocantur ; 5 ‘que vero eaedem ma-
nent , conftantes. -Sic in circulo ‘diameter eft quantltas
conftans, arcus cn'cuh vero varrablhs concipi enim poteft -
arcas major ortus ex incremento. contmuo minoris, 8 mi:
fior ex decrcmcnto continuo majorxs & omnes interme.
die quantitates fenfim nate firfit arcus; adeoque arcuscons
cipi poteft crefcere, vel decrefcere manente eadem diame. .
tro. . In Ellipfi axes quantitates conflantes funt, diametri,
& arcus variabiles. Potentia aliqua determinata'quanti-
tas conftans eft; velocitas, qiam fucceflive produdit, &
tempus quanthates funt variabiles. Quantitates conftan-
tes. prioribus alphabeti literis-; variabiles ultimis x ; y; imé
¢, u; &c. £ pluribus opus fit, fodens defigriari, five cognir

e E te
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-
— e e o ee——————— - ——

te e@ ﬁnt five non, neque enim hic dlfcnmen hoc.atten-
ditur, quemadmodum in, Analyﬁ vulgari, .

§2. Qxanntatls variabilis valores poflunt efle infiniti,
non item conftantis. Sic diametri in circulo eodem valar,
feu magnitudo nnica eft , arcus vero magnitudines diver-
fe numero infinite; Nam licet concipere arcus majores,
minoresque ex peripheria refe&tos in infinitum.  Axesin
Ellipfi duo funt , diametri differenti magnitudine infinite.

.~ §3..,Quantitatem quamcunque analytice- expreffam ,.
& vel unam tantum variabilem complexam & ipfam effe
yarjabilem, palam eft.  Sive enim variabilis aliis conftan-
tibus addita fit, five ﬁ;btra&a » feu alias multiplicet, feu di-
- widat, certumeftilla crefcente, vel decrefcente, totius com-
[pofite quantitatis valorem, & magnitudinem mutari, at-
gue yna cum variabili crcfcere, vel decrefcere, adeoqne va-
riabilem effe (§.g1.). Siht quantitates. varlablles X5 P

iconftantes 2, by erunt x ¥ 2, b X y, a x,--— — mdem va-
tiabile's. .Potiori autem ;ure variabiles erunt xXy, xy,

adzoque&x xm, Vx, Vxn&c. o .

-

54 Fun&io eft quanntas “cujus magmtudo a varia-

bilt una vel pluribus,, quz inter & it inconnexa confide-

- rantar, dependet. Quare variabmqg vel variabiles, 3 qui=
a8 L ‘bus
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bus. fun&lonis niagnitudo dependet, in:funionis analy-
tiea-expreflione involvuntur ; & implicantur : & viciffim,
fi in aliqua expreflione analytica variabilis una prater con-
ftantes ¥l plures variabiles inter £ nom connexe reperi-
antur, ca expreffio variabilis ‘illius , vel illarum inter f& nop
,oonn’exatum'fuﬁ&io eft. Sic 2x, x*+a, £ ;xm'-,xlt; LR

ax,75%s 1xfen IOgarlthmus 1pf s x fandiones funt va.

nablhs x: Sicx %y, ay, S X ,yl/x &c. fun&lonesv

funt duarum varxablhum x, &y, fix &y afe-invicem
nq_n pendeat vel pendere non cogitentur.’ Q}ud quod &
'x, ﬁ conf deretur it x* B féu potentla pnma refbe&u x prb
‘que expreﬂ‘ 0, ut notum eft, fi gmﬁcat unitatem , non mi-
nus'quam Ci y)°; vel (x + y )° qua quantitates etiam uni-
tates funt, inter fun@iones variabilium x, y numerantuf.
Funttio alia eff dlgebraica, aliatranfcendens, illa algorith-
mo ordinario finitorum , vel radicum extra&ioni ortum
debet: hac logarithmicas quantitates, & infinitefimas va-
riabilium', item arcug circulares , finus &c. compleditur.
© Solet autem furi&io indicari majufcula, fic. X defigmt fun-
&iones quaslibet variabilis x-: & ad defignandas funétiones
duarum variabilium x, 5 , affumi poteft ex. gr. Z, vel U,
-vel XY &¢. uti videbitur , & accomodatius ad reng pre-
) E 2 " fentem
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fchtégq fuerit. Patet autem ex §. preecedente, & ipfi fun-
&ionis definitione , fun&iones efft variabiles quantitates ,
fi excipias illam, cujus exponens eft 0, cum hac fitunitas;
unde x° , ‘(xp)° &e. funt quantitates tantum apparenter
variabiles. - Ceterum cum fundio fit variabilis , confide- -
xasi mtique paterit ut fimplex aliqua variabilis , qualis-e-
tiam eft refpodtu magis compofitarum. . Unde etiam ex. gr.
1;— adfumi poteft =y, hoc eft, confiderari, ut variabilis

aliqua fimplex , qua per y repreefentetur. Ita xy per » ex-
primi poteft , & hac ratione funtionem quamvis ad for-
mam variabilis fimplicis revocare hcet id quod magno u-
fui erit-in dicendis. - Notandum tamen femper rationem
~nature talis variabilis ad formam fimplicis reducte haberi
.debere,, ubi calculus circa eam non mdxcandus folum, fed
reipfa m&u:ugndus fuerit.

§5. Quantitas variabilis crefcens, vel decrcﬁ:ens ante,
quam magnitudinem aliam ejusdem cum priori ordinis ac-
quirat, fubinde acquirere, vel amittere debet partes omnes,
‘'ex quibus componitur differentia inter quantitatem geni-
“tam éx valore variabilis priore, & hunc ipfum valorem. Sit
variabilis x-valor quidam, qui fiat crefcendo = x + 4. Di-
vidatur ain b, ¢, e, f; & x crefcendo evadet, x + b, dein -
x+b+c,tumx+b+ct+e, actandem x+ b +c+ea

f=
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f=x+a Quoniam autem & pars b fuas partes habet ,
&t hee fingule fuas itidem, 8 ita in infinitum, per §. 2. has
omnes. variabilis » progrediente tempote acquirat , opor,
tet ; que cum fint infinitefime ommium ordinum (§.17.)
patet infinitefimas omnium ordinum effe variabilis ad ali-
am magmtudmem etiam finitam tendentis incrementa. I-
dem vero, quod modo de varigbili crefcente, & de decre-
fcentc ejusque dxmmutlombus dl&um intelligitur.  Sunt
autem infiniteima mcrementa ‘& diminutiones niomen-
_taneae fey minimis tempufcuhs acquifite, vel amifle, qua-
Tum cum.ariabilis m.ﬁmtas acgulﬁemt vel amiferit, au-
getur, vel minuitur quantitate ordinis uno gradu dxﬂ'eren-

tis. Namx"’——-— x+-—-—-',x+-—-«-&c fit tandcn;
oo™ oo™ oo™

(> :
x* o™ = x* m_1(§ z?),&x"'-——-oom__t,xi
2 3 o0
;;‘;n__',,x"‘-;o— &cfittandemxt S, =« X
o . .

- _, atque ita porro pergere‘licet ; ubi vero exponens
denominaforis m -2, feu generalitef m—n fuerit=1, feu
m=m=1,tum obtinemus 22 o> feu1; itaqi;e variabilis x
finitum habeblt incrementum , vel decrementum. Quod-

fi variabilis ultra crefcat , fieri tandem poterit, ut = fit=m,

i . w * .
quo cafueritx+ —= =+ —°;i = x + 00 , feu varia-

bilis & evadet infinita, | §6. Pa-
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. ¥ 6. Patet-vero ex-modo expofitis quantitatera varia-
bilem crefcentem, vél:decrefcentem. ante , quam-magnitu-
diném dliam acquirat, per omnes mtcrmedxas procedere ,
easque fenfm adfumere. S T A

; 57 Praeterea clarum eft mcrcmenta momentanea vel
dlmmutxones quantltaus varlébﬂ;s ofle dlﬂ'erentlo]as mter
magmtudmes ‘quas varlablhs habet ante gemtum 1ncre-
mentum vel dxmmutloncm fa&am , & poft genitum incre-
mentum, & diminutionem. fa&am. . Differeritiole ifte di-
cuntur hxc dlﬁ'erentlaha quantltatls varlantls feu variabi-
lis , vel. quantltates dlﬂ'erentlaies Itaque diffeféntiale de-
ﬁnm poteft, quod fit quantitas , qua oritur, fi variabilis a
fe ipfa fed momentaneo mcremento vel diminutione mu-
tata auferatur. ; ) |

<8 Diminutiones momentanea vcl incrementa mo-
mentanea, feu tempufculis quam minimis inter fe aequah-
bus a qixantitate variabili finita acquifita vel funt inter f¢
eequaha fic ut quantltans x magnltudmes tempufcuhs fi bl

’ 2
ex ordine fuccedennbus fint: x ¥ — ,x¥ — , x % 330

&c. » & tum hac mcremcnta, vel dxmmuuones quantitates
conftantes cenfentur (§. 1. ) vel ipfa quoque continenter
- crefcunt, aut dgcréfcunt per diminutignes vel incrementa
alia, que fint ad priora relata quam minima , feu ordinis

-



gradu uno. faleem altioris, fic.ut quantitatis ¥ magnitudi-

nesﬁ:nﬁm acqmﬁtaeﬁnt x x"‘% ‘x > :o f—o-gz,x*'
A B R AT S AP Sa ool

7
P)
030 oo“ & &‘tum -hec i mcrementa vel dlmmunones

quantitates variabiles funt ( §. cit.). Atque qmdqul,d huc-
ufque de quentitate yariabili di€tum eft, vel dicetur, m@,
expreflc ad finitam reflringatur quantitatem, etiam verum
eft de variabilibus incrementis; &dhﬁm,ltionibus. Igitur
in primo cafu differsntialia quantitatis variabilis finite fint,
conftantia; feu nullas habent differentias ; in 2 habent rur-
fus fuas differengias,. Unde ad dxﬂ;m&lonem faciendam’
differentiole, feu, differentialia quantltatum variabilium fi-
nitorum pnmg dicuntur ; horum vero differentiole diffe-
rentialia(ecunda, fu 29 ordinis, & ita porro, Nam pof:
funt etiam differentialia fecunda effe variabiles quantitates,

adeéoque fuas, habere differentiolas , & he rurfum fuas.

Differentialia autem dicuntur fecunda, tertia &c. fine ad-
dito, fi referantur ad variabilem finitam ; nam differentia-
lia fecunda relata ad prima, & ipfa prima funt idem e[to
judicium de altioribus. : o

59. Quantitates d.i!ﬁ:rentlales funt mﬁmteﬁma (§§.
§5,¢7,58.). Suntque ii ordines differentialium , qui in-
finitefimarum , nam differentiale 24um eft infiniteima 24 or-
dintis, 35 eft infinitefima 3t ordinis.&c. & que de infini-

s tefl-
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tefitnis attulimus Cap. faper. etiam.de dxﬁ'crca!:lahbus qua-

tenus uiﬁmteﬁms tenehda ﬁmt, S
6o Dlﬁ'crentlalc quantitatis varlabllls ﬁmphc;ls re&e
preﬁxo dmdlcatui' Sic differentiale 1pﬁus xeftdx, 1pﬁ-
us dx vcro d dx,vel d*x, & dx quldcm dtﬁ‘crennale pri=
muin, vel primi Ordtms md1Cat (§. ¢8.)y ddx vero, vel fox
' eft differentiale’adm, vel 2% ordinis quamitatis variabilis x>
ngno d oppomtur ﬁgnum /5 denotatque quantitatem cu-
jus differentiale 1lla efle concipitur , cui /" prefigitur. .. Sic
Sdxfi ignificatx. . Catérum 4, vel 4* vel in genere 4~ tan-
tum literam a dextris proxime fequentem adficit ; & ne
quidem ad liter hujus exponentem fe extendit. Quodfi
tamen hec litera cum exponente fuo , aut plures fequens
tes fignum 4, vel d= parenthéfibus includantur , tum quis
dem & vel 4= totius quantitatis inclufis literis reprefenta-
te differentiale denotat, feu totius differentiale fumendum
effe indigitat.  Unde bene advertendum 4 ex; gr. non
effe hic ut in ordinaria faGum ex quantitate 4 in » , nec
“d=y faGum ex potentia 4~ in y du@a ; atque id¢irco etiam
d in calculo differentiali ,& integrali nunquam affumitur
ad defignanidam aliquam quantitdtem, ne confufjo oriatur.
Bene etiam diftinguende funt expreffiones d°x , d x>, d (**)
& alies hujusmodi ; 4* x enim fignificat differentiale 24 va.
tiabilis »; d#* fauin ex dx i dx. fou differentiatis 1™ in

cad Pn.
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primum, féu quadratum differentialis 1™ variabilis x. 4(x*)
vero indicat quadrati x* differentiale primum efle accipi-
endum. Sic etiam 4 (a+x)* fignificat differentiale jmom
quantitatis variabilis 2 + x in fe dutum, feu 4 (a+x) d
(a+x). atd(( 4 + x)*) vel d. (a+ x)* denotat quadrati
( @+ x )* differentiale primum : d* (xy) differentiale 2dum
‘ fali xy. Anglidifferentialia, (fluxiones vocant, & quan-
titates variabiles fluentes ) pundtis fuper quantitates varia-

biles pofitis indicare folent, ita loco 4 x fcribunt x, x loco
ddx ,loco d? x vero .

61. Eft ergo' per §. 9. dx = -I—vél—’f- dx'*; ddx
veld*x = -l— vel —— | d x3 ,ac&x-— vel — &c

w? co? o3 . oc3

Et fi variabilis ex. gr. x incipiat decrefcere , & habeatur x
— dx; erit (x —dx)—x, feu differentiale ipfius varlablhs
x per definitionem §. §7. datam = — d x, feu negativam,

62. Calculus differentiarum minimarum quantitatum
variantium dire@us , ffu caculus differentialis eft metho-
dus inveniendi differentialia funionis, variabilis unius vel
plurium x, y, z, &c. ‘dum differentialia prima variabili-
um refpeliva funt dx, dy, dz &c. & horum differentialia
ddx,ddy, dds&c. atque horumdix, &y, d?z &c. A-
liqui calculum differentialem reftringuat ad fola invenien-

S F da
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da differentialia prima ; eum vero, qui docet invenire dif-
- ferentialia altioris ordinis vocant differentio — differentia-
lem. Nos in fequentibus primum quidem fun&ionum al-
gebraicarum , aut earum tran{Cendentium, que per diffe-
rentiationem , feu calculum differentialem ex algebraicis
orte funt, differentialia invenire docebimus : dein vero
etiam aliarum. Unde nomine funftionum tantum alge-
braicas , aut differentiales ex algebraicis ortas tam diu de-
fignatas volumus , donec aliud dicamus.

63. Cum quantitatibus variabilibus fimplicibus finitis
incrementa momentanea, vel diminutiones momentaneas
capientibus, adeoque differentialia (§. 57.) , etiam earum
funttiones mutationem momentaneam fubeant ( §§. §1 ,
§3, §4.) ; obtinebitur mutatio fun&ionum refpondenti-
um variabilibus fimplicibus crefcentibus , vel decrefcenti-
bus, fi in fun&ionibus in locum fimplicium ipfe fimplices
cum incrementis fuis , vel diminutionibus fubftituantur.
Differentiale ergo proximum fun&ionis habebitur , fi fun-

&io afeipfa per fubftitutionem variabilium fimplicium cum
proximis differentialibus acceptorum mutata fubducatur
(§.97.): Et hec eft regula fundamentalis , & generalis
differentialia proxima inveniendi, ex qua, & §§. 31. & 34.
particulares , & compendia inprimis pro differentialibus
non integris , derivabimus. Digi pro differentialibus non

, , inte-
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integris , quoniam qui regulas fpeciales fequuntur , quan-
titates quasdam quam minimas altiorum ordinum negli-
gunt. Sed hzc ex paulo infra dicendis clariora fient. ~

64. Sint functiones x * 2, vel x * y, quarum queri-

tur differentiale primum. Inlocum x fubftituatur x + 4 x,

in locum y vero y + 4y. Quia véro zutpote conftans quan-
titas (§. §1.) variabilibus mutatis non variatur, ejus incre-
mentum vel decrementum eft nullum, feudz = o; quare

mutato in x + dx , manet a; ergo variabilibus x , & y ca-

pientibus incrementa dx, dy, fun&tiones memoratz ex eis
compofite in has mutabuntur : x +dx*y+ dy, x+dx

* 4. Ex quibus fi fubducantur x * y, x + 2, habebuntur
differentialia prima quafita, nempe dx + dy, & 4 x. Quz-

ratur differentiale proximum quantitatis 4x * dy, ubidx,
d y variabiles fupponuntur. In‘locum dx furrogetur 4x

+ ddx ; in locum dy vero dy + ddy ; erit dx + ddx *
dy +ddy—dx —dy = ddx +ddy; adeoque ddx + ddy
eft differentiale proximum quantitatis Z+.+ 4y. Eft autem

ddy * ddy relatum ad x * y differentiale fecundum , feu

2% ordinis. Unde generaliter habetur differentiale ordinis m
Sunitionis forme prepofite, fen ex. variabilibus fimplicibus, & con-
jlam'dm: per folam additionem vel fubtrallionem compofite , fi in
lomm variabilium , earum di femttmlu ordinis m_fubflituantyr.

- F 2 - Sit
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Sit ex. gr. quarendum differentiale tertium feu 3t ordinis
vel gradus quantitatis @ + y — » variabilium y, «, differen-
tialia 3% ordinis fint 4° , 43 his fubftitutis habebimus dif-
ferentiale 3% quafitum = d%y — 43%. Cum autem fun-
&io quevis variabilis unius vel plurium poffit confiderari
ut variabilis fimplex (§.54.) ; -erit etiam d™ ( 2 + a)
=d" z+d" U , hoc elt, quantitatis ex pluribus terminis Z. ,
U, a,qui fint par}im conflantes partim funcliones variabilium ,
compofite , differentiale ordinis m invenitur , f famantur differen-
:tialia ordinis m fingulorum terminorum. Quomodo autem fe-
orfim fingulorum terminorum , qui fun&iones fint , diffe-
rentialia inveniantur , enucleatius propediem dicemus.

6§. Si variabilis fimplex multiplicata fit, divifave per
| conftantem qualitatem , ¢jus differentiale ordinis defiderati ob-
tinetur , ﬁ in locum variabilis ponatur cjusdem dtﬁrwtmle or-
dinis defiderati.  Sic differentialia prima quantitatum ax,

, dx  ad
<, == funt adx, ‘Tx, 2% . Differentialiafecunda sd?x,
a . . .

i‘f , %_x' Nam juxta regulam fundamentalem ( §. 63.)4
(x+dz) =ax =adx &c. itema (dx+ddx) —adx =

ad*x, & a(ddx+ d*x) —ad*x=ad’x &c. Unde fequi;
turefle d” (ax) = ad”’x & d» <i> —dmf = .I_ d™ x.

Qula vero quelibet funtio ex. gr. X, Z, conﬁderan po-
teft
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‘teft ut varlabxhs fimplex per cit. §. §4;erit etiam " (2 X))
=ad"X,& d*(aZ)=ad"Z. Teemd» ( )_-a.""X

-

& 4~ (.{): Lanz Defignat autem 4 coefﬁcnentem
a a

vel diviforem ex meris conftantibus quantitatibus compo-
fitum. Quare funttionis cujusvis | que difpefci poteft in duos
Saitores, quorum unus fit quantitas conflans fimplex , vel quomo-
dolibet comp3fiza integra vel fracta , alter quantitas variabilis |
Sunctionis mquam talis differentiale obtinebitur , fi differentia-
le fustoris alterius fén variabilis per vegulas proponendas inmveni-
endum in falorem conflantem dusatwr. Manifeftum. autem
eftlegem hanc, & 29m §phi prioris extendi omnino ad om-
nes functiones, etiam tranfcendentes. '

&%WM%&%%MI

CAPUT I

" DE INVENIENDIS DIFFEREN-

TIALIBUS PROXIMIS VARIABILIUM IN
SE DUCTARUM; ET QUANTITATUM .
- . RADICALIUM. :

éu&g ' 66.

"’

A § SIt fun&io duarum variabilium xy, queritur ejus dif-
¥ ferentiale primum.  Erit juxta fundamentum (§.
o 63.)
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63.) (x+dx)(y+dy) —xy=d(xy); fed(x+dx)
(y+dy)=xy+xdy+ydx+dxdy; ergod(xy) =xy

+xdy+ydx+dxdy—xy=xdy+ydx+dxdy. Eft
_ergo differentiale primum integrum quantitatis variabilis

xyiftud: xdy + ydx +dxdy. Porro differentiale pro-
ximum quantitatis x dy erit (x + dx) (dy + ddy) — xdy
=xdy+dydx+xddy+dxddy—xdy=dydx+xddy
+dxddy Etdifferentiale proximum quantitatis d¢ 4«
eft (de +ddt) (du+ddu)—ditdu=duddt+drddu
+ddtdda.

67. Quod fi per §. 31. & 34. in differentialibus modo
inventis negligatur terminus , qui comparatus ad ceteros
eft infinite parvus; feu ordinis altioris, quam fit ipfum dif-
ferentiale, quales funt in primo exemplo dx dy, in 2%°d x
ddy , in3t°ddtdda , erit xdy + ydx differentiale pri-
mum quantitatis xy , dy dx + xddy differentiale proxi-
mum quantitatis xdy, du ddt + d ¢ ddu denique differen-
tiale proximum quantitatis 4z d».  Confideratis adcura-
tius his differentialibus patet ab- iis contineri differentiale
proximum utriufque variabilis in fun&ione propofite du-
&um in variabilem alteram.

68. Differentiale primum quantitatis xy z iuﬁta regu-
lam fundamentalem veﬁ, (x+dx)(y+dy) (z+dz) —

Xys



CAPUT II 47

xye=xydz+xzdy+zsydx +dxdy+dyds+dzdy= .
xydz+ xzsdy+ zydx. Concipi etiam poteft xy = ;
 &tumeritxyz =wz,& d (#z) =uds+zdw per §.prac.,
& ({ubftituendo in locum # quantitatem x2) = xzdz +
zd(xy), fedd(xy) per §. prec. = xdy + ydx ; quare 4
(xyz)=xydzs+(xdy +ydx)z=xydz+zxdy+zydx.
Si quantitatis ¢ xy z differentiale primum fit inveniendum
fiat txy = » , & procedatur, ut ante , & emerget differen-
tiale sxyde+zxtdy + zytdx + yxtdz  Si queratur '
differentiale pro:simum quantitatis  dx ddy , adfumendo
td x faGtum duarum variabilium ¢, 4x, @quale ipfi »; pro
differentiali proximo quantitatis £ x dd y obtinebimus
tdxddy+ td*xd*y+dtdxd*y. In omnibus his diffe-
rentialibus fingularum variabilium differentialia proxima
feorfim du&a funt in fa&um ex reliquis variabilibus. Sic
in ultimo exemplo differentialia proxima variabilium ¢, 4 x,
d*y funt d¢ , d*x, d%y , & d¢ duftum reperitur in reliquas
variabiles dx ,d*y, itemd®xin¢, & d*y,acd?yint, & dx.
Quare regula generalis inveniendi differentialia proxima
variabilium quotcunque in f¢ du&tarum efthac : fngularum
variabilium differentialia proxima feorfim ducantur in reliquas
wariabiles infimul, facta addantur , niff differentiale alicujus va-
riabilis fit negativum. .

69. Ex confideratione differentialium inventorum, & .

con-



48 CAPUT IIL

conftanti ea formandi lege Regula alia. deducitur , que eft
talis : 1™° In facto ex plyribus variabilibus unica ad arbitrium
deligenda variabilis , religue conflantes cenfeantur , & quaratur
faiti differentiale proximum per §. 65.  24° Adfumatur in facto
dato alia, que variabilis habeatur , & dein rurfum alia, & pro-
cedatur ut ante, idque toties quot adfunt in facto variabiles. In
fun&ione trium variabilium xyz primum x variabilis cen-
featur , reliqua conftantes ; & erit per §. 65. differentiale
proximum quantitatis x y z ®quale y 2 4x. Jamy fit varia-
bilis, x , > conftantes ; erit d (xy2) fada hac fuppofitio-
e = xzdy : deniqueé z fit variabilis; erit 4(xy2) falta
hac fuppofitione = x y d z, & differentiale proximum quan-
titatis x y =, in qua omnes fint variabiles, feu quefitum dif-
ferentiale erit yzd x + xzdy + xyds, ut §. preced.

70. Quia x* = xx , x3 =xxxjerit d(x?)=xdx+
xd x per §. 68, vel 69, = 2x"dx = 2x* " dx : & d (x3)
=xxdx+xxdx + xxdx = 3x*dx =3x3"dx. Et
quia dx*=dxdx;etitd(ds*) = dx ddx + dxddx
=2dxddx, &d(dx*)=3dx*ddx=3dx"

-ddx. Differentialibus his expenfis animadvertitur , quod
contineant differentiale proximum variabilis fub exponen-
te ex. gr. in prioribus exemplis ipfius x exponentibus 2, 3
fubjecte : variabilis item potentiam uno gradu data infe-
riorem & duftam in exponentem integrum , cumque hec

ita
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ita prodeant ex -obfervatione legis formationis, que con-
ftans eft, femper locum habeant, oportet; quare erit ge:
neralius 4 ( x™ )= ma"—' dx. Et quia funtio quavis
concipi poteft ut variabilis fimplex 5 erit etiam 4 (2) =
mz"—tdz.  Adeoque regula generalis inveniendi differen-
tiale proximum potentie alicujus variabilis hec eft': Dife-
rentiale proximum quantitatis fub exponente dwcatur iv_datam
wariabilis potentiam uno gradu dejeiam , é’ per fusim exponend
tem integrum malmplxcatam AR :

* 71. Quoniarh quavis funtio ex variabilibus quomo-
dolibet compofita ut fi mplex variabilis confiderari poteft
per §. 54, regula fe etiam extendit ad potentias fun@ionam
variabilium ex aliis variabilibus compofitarum. Sit _qixan-_‘
titas (x +y + &)?, item bx?y* feu'b (xy)*.  Affumi po-
tet x+y+a=u, &xy=2; Unde d((x+y+a)) =
d(), & d(bx*y?) = bd (2*) (§.65.) Sedd (#*) =
2udu, &i=x+y+a,du=dx+dyper§. 643 adeo-
que 24 du=2(x+y+a)(dx+dy). Rurfumbd(s*)=
2bzdz, Xs=yx,ds=(ydx+xdy); quare2bzdz =
2bxy(ydx +xdy)=2bxy*dx+2bx*ydy.

72. Poterat etiam x + y + 4 a&tu elevari ad potentiam.
29am : jtemin b x* »* pro «* fubftitui«, pro y* vero z; adeo-
que bx*)y? fieri = bu s,

G 73. Quia
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3. Quia radicales quantitates reduci poffunt ad po-
tentias habentes exponentes frados ; differentiale proxi-
mum radicalis quantitatis variabilis ahcujus per eandem
regulam invenitur. Sic quiaV x= x%; eritd (Vx)=Es"
dx= x“-’dx:—d:—,namx i=-—. Cum me™ d g
- 2V¥x T¥x" :

- per§. 7o. fit formula generalis differentialis proximi poten-
tie variabilis unius , vel plurium , atque exponens integer
vel fraltus, aut denique negativus effe poffit, & cum radi-
cales quantitates ad formam potentiarum reducantur frac-
tum exponentem ipfis tribuendo ; formula hec & regula
cit. §. propofita etiam ad radicales quantitates extendi-
tur ; quod fi tamen fpecialis aliqua regula defideretur pro
inveniendis radicalium differentialibus proximis , €a erui
poterit ex allatis farmulis , modo m fub forma frationis,
quam in cafu radicalium defignat, preponatur. Sit ergo

m:%;&&itm""a’z:%zf dz= -—sz

d( V= ) Ex formula 3t fequens regula derivatur :

YW Sumatur differentiale quantitatis radicalis fub figno per z de-

ﬁgnat¢. 2% Formetur frattio cujus Numerator fit exponens €

quantitatis Z fub [igno radicali exiffentis, Denominator vero fa-

Clum ex exponente radicali finz, 3% differentiale N.1.inven-
' tum ’
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sum , fradtio inventa , & ipfa quantitas, cujus diffcrentiale que-
ntur , ducantur in /' 5 & babebitur quafitum dj fermtmle pro.xz—

mum quantitatis radicalis propofise. Cum fit = = |/ 2 5 erit

e

;f._dz,(]z' - l/z' &a&udmdendoperl/z ha-
e ffz. .

‘bebimus—fe- dz |/ £, ex qua formula alia regula inveni-

Ay

. . '. f . -
endi differentialia quantitatum forma V & derivari poteft.

Quod fi accidit fefle majorem, quam fite; erit e—f quan-
titas negativa. Sithoc cifuf—e=g; &erite—f = =g,
&= dxz i?z"‘f.'.—_i ds |? 2 8="4ds xé"%:’e“‘i:‘-
f [ R & .
o
Ex hac formula fluit fequens regula pro cafu, in quo f>e.
170 Queratur differentiale quantitatis radicalis fab figno non e-
 levate wvidelicet ad potentiém indicatam. 2 Buantitasi fub
Sfigne tribuatur exponens fraitus , cujus numeratar fit exceffis exa
penentis radicalis fupra exponentem guantitatis fub figno exiften-
tis , & demominator fit ipfé exponens vadicalis.  3Y° Formetur
fractio , cujas namerator fit faitum ex differentiali N. 170 jpven-
to, & exponente quantitatis fub figno , demominator vero factum
ex quantisate [ub figno per exponentem fractum N. 2 yepertum
elevata, & ex exponente radicali propofite ad differentiandum
guantitatis, Ceterum formula, ex qua fluit hec regula,
Ga etiam
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etiam ita exprimi poteft , ut notum eft. 81 in for-
I V. 2 - .
mula Zdz I/ & fite>f;erite~f quantitas affirmati-

va, &—?-yel fraltio genuina, vel fpuria, & in hoc cafu

e — fvel feontinebit femel tantum, vel erit ejus multiplum,
vel femel , pluriesve continebit , fed infuper ejus aliquam
partem.  Sif'metiatur e —f, fit numerus, quo metitur

e—f=#; & formula tradita tranfit in hanc J%d 5 2t feu

%z‘ d z, que eft forma rationalis , & fine radicalibus quan:

titatibus,  Hic vero cafus femper habebitur , fiquidem £
metiatur .  Nam fi f'metiatur ¢, etiam,/metietur e — f°,
cum quilibet numerus metiatur fe ipfum. Et hoc cafu

5 . N .
4 2, fi ﬁat-'f = b, ad formam rationalem »* reducitur. Si

vero £ non metiatur ¢ —f ﬁt,-’:fi =k + —'f'—, ubi # quotien-
tem integrum ex divifione quantitatis ¢ —£ per £ denotat,

5
. 13
& » refiduum a divifione peratta; & erit hoc cafu 7 dsV
G-—.f ” ‘ f . )
= daxs f =Sdaxs F="gtdsV 2. Et
S S v

. e=f @ " . € n .
ui: = = k+—;erit — =4+ — + 13 quare hic
7=~ FietFEsr g

N , cafus
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, - ‘ f ) A .'i f&+n+f
cafus habebitur, fi V 2 fuerit =zt Y =" 5
f " . ‘ . .,

=/ LT hoceftfic fuerit=f4+ 5+, ubi £ & »

hon fecus ac ffunt numeri integri. Denique fifit e =f,

formula}- dz ;/ z*—fabitinhanc 4 = l/ z° feu ( quia 2°

= 1) in iftam a'z, hoc nempe cafu l/z’ eft = z, ut per f&
patet.

74. Poterat methodus inveniendi differentialia poten-
tiarum etiam immediate ex regula fundamentali derivari.
Sit queerendum differentiale proximum fun&ionis x>, Jux-
ta regulam fundamentalem in locum x fubftituatur x + dx ;
& erit x> = x* + 2 x d x + dx* ; fubtrao vero x*, erit qua-
fitum differentiale fed integrum 2 x 4x + 4 x*§ negligendo
autem dx*, habebimus 2x dx. Quid, quod in fundioni-
bus x?*, x3, x4, 2%, 2™, loco x fubftituendo x + dx , feu
x+dx elevando ad has potentias per §. 45. Cap. 1™, ne-
.gledtis altioris ordinis infinitefimis , obtinebimus x* + 2x
dx,x3+3x%dx, A+ 4x3dx,x°+ qx‘dx,x"‘+mx"'—'dx,'
ac fubtra&is x*, x3 &c. differentialia erunt 2 x dx, 3 x*dx,
4x3dx, gx*dx ,mxm—"dx. ‘

)

75. Non erit autem abs re exemplis qurbusdam illu-
firare methodum inveniendi differentialia poteftatum vel
radi-
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radicalium quantitatum. Inveniendum fit differentiale
proximum quantitatis (x + ax)* Obtinebitur quidem
iftud , fi'(utjam adnotavi §.73.) ¥+ & x elevetur ad digni-
tatem fecundam x* + 2 4 x* + 4* x* , ‘ac dein fingulorum
terminorum differentialia fumantur , fic enim habebitur per
§. <4. differentiale queefitum. Itaque 4(x*+24 X% +a*x?)
=2xdx+ 4axdx+24*xdx. Quod fi autem regula™
§. 70. propofita uti quis velit, debebit potentia (x+ax )*
uno gradu deprefla, feu (x +ax)*~* vel x + 4 x duci in
d(x+ax)feuindx + adx,acfaltum (x +ax)(dx+adx)
per exponentem 2 multiplicari ; unde quafitum differentia-
leerita (x+ax) (dx+adx)=2xdx+ 4axdx+2axdx,
ut ante. Poterat etiam fieri x + ax = %, & tum (x+ax)*
fuiffet = #*, & d (#*) = 24 d« per §.%70, & in locum «re- |
ftituendo x +2x ; & dx +adx loco d », prodiviflet pari-
ter 2(x +ax) (dx+adx). Sitinveniendum differen-
tiale proximum quantitatis 2x™ y” . Juxta regulas §. 68,
& 69. datas erit hoc differentiale 4 xmd(y*) +ay d (=)

~ Juxtaregulam vero §. 7o. propofitam , eft d (3*) =ny™—* dy,
& d(x™) = mx"—1 dx;quare d(ax"y") =ax" xny"~'dy
+ayxmx"—tdx=a(nx"y" " 'dy+my x»—1dx. Ut
etiam potuiffemus methodo §. 71. addu&a.  Sit data fun-
&io 13/ (2 + bx) queritur ¢jus differentiale proximum ; e-
rit illud )uxta regulam primam fpecialem §. 73. inven-

, tam
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tam =———54——bdx;:'/(¢-§b'x)=~———6ﬂ'———. Et hog

3(a4bx) 3V (o gbx)?
quidem differentiale immediate invenitur per regulam al. -

teram, aut fi formula 'd: vel ";z cit. §phodatain cafim
AL |
fz

* exponentis radicalis majoris, quam fit exponens quantita-
tis fub figno radicali exiftentis , & qui cafus hic obtinet,
uti voluerimus.  Eft enim ¢ ex formula generali = 1 in no-
ftro cafu, f=3, g=f—e=3—1=2,2=a+bx; &
confequenter d s = bdx ; quare *22 = 24
) L 3G4se)?

¢ : szf o
Poteft etiam fieri 4 + bx=u ; &tumerit

bdx -

;‘3@4.5,:)'
bdx=du, & (arbx)=y u; ed d(V # ) perregm-

du
3V
. bd . '
bx, & bdxloco dw, prodit - - ,utante. Invenien~
, 3{(4+bx)', .

lam alteram §phi 73. = ; ergo loco «reftituendo & +

“dum ﬁi differentiale proximum quantftatis a y"|7 b+ c:}’)'.
Hoc erit per §. 63, &59'. ay"d'(|7 ((: + ¢ x )’ )

; a f/ (1:+cx3)'vx{d(y"). Eﬁautcmpe;&‘zo. d(y) ='.
my~—"dy,
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my»—1dy, & per § 73, adhib‘epdo fqrmulam-}dz |? ==,

etd(JGrerY )2Exgentdey (bren )"
Unde differentiale defideratum eft :

| q(,s-,'fy” cxrdx ) bt ex®) T wmpr=r dyy (b+ex®) )
Sit ad differentiandum propofita quantitas

'"/(x +ay)” x |7 (x+cx2)"; & erit ejus differentiale jux- -
ta §. 63. & 69, V/ (x+ay)" x d (]P/ Cx +e ;2{)’) | '
+ {/ Coe+ex) xd ([7 (x+ ay)"‘) ; inventis ergo dif-
ferentialibus indicatis ,-methodis in-prioribus exemplis ad-
hibitis, habetur differentiale quefitum : ‘

%div (142 cx)) (et exD' ™ s (x4 ay)”
;i‘-'-”:—(dx+ady) V (x+ a} )T % {/Cx+ cx?)'. Que- "
ratur differentiale proxim{:m quantitatum d x* , dd x*,
dn x7 Y (dx+dy)'. Quiadx,ddx,d"x(dx+dy)
confiderari poffunt, ut quantitates variabiles fimplices (nam
hic, has quantitates variabiles fupponimus) per datas me-

thodos exhiberi earum poflunt differentialia , idque vel

immediate datas regulas adplicando , vel reducendo, has
: quan-
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quantitates differentiales ad formam finitarum. Sic pofito
dx=ujeritdx* =4, du= ddx &Karudu=2dxddx.
Slt:ddx:l&,e:ntdd.arg---a2 Bx=duj2uda=2ddx dix,
Sit d»x = u ; erit d” x* = a’u—d”"‘"x nu"—'dy =
fde xr—tdm+tx,  Sit dcmque dx + a’y = u } erit

V(dx+dy)y= Vw,duiddx+ddy,%du V w—m =
(ddx+ddy)y (ddx +ddyy—m.

76. DiGtum jam fuit §. 73. regulam potentiarum dif-
ferentialia inveniendi §. 7o. datam etiam ad radicales quan-
titates extendi, fi he formam potentiarum induant,.quod
ipfam adhuc exemplis aliquot magis compofitis declara-
tum ibimus.  Sit inveniendum differentiale quantitatis

» d ] . - o a .
Via+x). Exprimatur hac forma (a+x ) ; accipiatur
differentiale 4 x qna‘ntitatis a+x fub exponente — Z &du-

catur in exponentem — & in datam quanntatem uno gra-

du depreflam, feui in (a+ x)"’ ; & habebitur differen-

tiale qua:ﬁtﬁm f; (a+x );- dx. Differentianda fit quane
titas 7 (x7 + x? y1)7, feu (x"+ x? y1)m 5 & erit ejus differen-
’ H tiale
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tiale%(.xﬂ + xﬁﬁ); x! d(x" + xy1). Cum vero fit
d(x"+xtp1)=nx"""dx+gx?y1 ' dy+pylat—"dx;
hanc expreflionem in prioris locum reponendo habebitur
differentiale, quod quarebatur. Denique differentiale quan-

titats, i/ ( (x40 (a0t)" feu (e (o=t )=

eﬁi—((x +y)t (a—u)! )7;“'_ xd ((xﬂ-y-)f (d-‘-u)‘l);

eft verd d((x +y) (a—u)ﬂ) | ‘

=p(x+y) 7" (dx+dy)(a—u)

~q(a—u)""" du (x+y)r; adeoque differentiale defide-

ratum habetur. Obfervandum terminum ultimum modo
propofitum negativum effe idcirco , quod negati-

vum habet faGtorem videlicet — d» 5
namd(a—us) =—du.

CA-



CAPUT IV

DE INVENIENDIS DIFFEREN--

TIALIBUS PROXIMIS CONSTANEIS PER
- VARIABILEM DIVISAZ, VEL VARIABILIS '

PER VARIABILEM,

, 77
5 Ad fun@iones per divifionem ortas accedamus Que-
%&% ritur ergo hujus vanablhs differentiale proxi-

mum. Fa&a fubftitutione x + d x in locum x, prodit

a v a . a
—2 __ . fubdu&aque — habebimus -
F+dx? q x x4+ dx

x

a
~> feu redu-

cendo terminos ad communem denominatorem :.

x4 xdx
sx ¥ adx _ adx . < 1 . ‘
LT T aTE e qued eft differentiale integrum

fun&ionis i—

8. Quoniam autem x4 x reﬁ:e&u x? evanefcit, ne-
gligi utxque poteft 5 quo fac’to dxﬁ'erentlale proxxmum va-
rlablhs — eft -

dﬁcrenuahs. concmnata tahs.. d{ﬂ'ére;mmle proximum deno-
H 2 mina-




o - cAPUT D.
minatoris in numeratorem ducatur , mutato numeratoris figno ,
denominator vero quadretwr. Et cum quomodolibet com-
pofita ex variabilibus , & conftantibus , ut variabilis fim-
plex confiderari poffit ; regula data extendet f¢ ad omnem
fraltionem , in cujus numeratore meri conftantes ,.in de-
nominatore autem variabiles , & conftantes quocpnqilc
modo permixte exiftunt , adeoque qua hac expreflione

% defigriantur, in qua @ quantitatem ex numeris conftan-

tibus, Z ex variabili vel variabilibus , & conftantibus com-
pofitam denotat.  Itaque differentialia prima variabilium

be —¢b e —zad. —bcd :
za , , ,— funt za (x+y)’ ¢ (3x),
x4y’ 3x*7 8% xdy (x+3)* 9 x*
bd.(axy) —ad(xdy) f —zadx—zady -—66cxdx
@y 0 xdy x4+ 2xy+y'° g x*

—2bcdx bxdyybydx — a(xddyydydx

3 x3 b a x* J" 3 x? d_y'

79. Sit inveniendum differentiale proximum fradio-

nis =, cujus numerator, & denominator eft vatiabilis. Fa-
P ari. Fa-

&a fubftitutione prodit ’;:d” &fubdu&a-— habemus

- ; , feu, reducendo fra&iones ad communem de-
.’
xy +ydx—x_y-—xd_y ydx — xdy.
yrydy T ytady

nommatorcm . Ita-

que
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ue differentiale proximum integrum variabilis = eft
q : :
ydx —xdy v

P +ydy

go. Negligendo jam in hoc differentiali y dy , ut an-
dx—xdy

te ; prodit L——}—— , €x qua formula regula fequens
eruitur : Dﬁrmtidle proximum numeratoris ducatur in denoe
minatorem , & differentiale proximum denominatoris in numerae
torem , & hoc ex illo auferatur , refiduum ausem feu differentia
dividatur per quadratum denominatoris. Regula autem hec
(ut etiam ad przcedentem adnotavi ) frationes quoque,
quarum numeratores , & denominatores ex variabilibus
& conftantibus compofiti funt, feu, que fub hac generali

-;-] comprehenduntur , differentiare dqcet. Sint fra&iona

2(x+y) bxy ady
a8y xy+2’bddx
. 2ay3d (x+_y)._2(x+y)d(ay3) 2a_y3(dv+d_y)

5 erit dxfferentlale prime fradtio- -

at y° a*y° 4 y°
_6a_y (x+_y)t1y_21x+2dy'_5xd_y Gdy
R
LELL. 2‘(;:3)0 - 6;? Differentiale 24 eft
(2 42)d(bxy) bxy.d.(xy42)_ (x3+2)b(xdy 4 ydx)
(xy+2)*. - (xy+z) - (xy +2)*

~bxy
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bxy (xdy +ydx 4de

) . . . 6 ddx . d (ady)
— ux
: Gy 42y . Differentiale 34 eft T
adyd (bd*x) ad*xd*y—adydx
b* d* x? - b d* x? .

' U - . . -— -
81. Quoniam - aliter ita exprimi poteft Z™ * I, feu,
.U - U -
quoniam - = Z~* U; erxtd(;): d(Z ’lI). Eft

verod (271 U)=—ZUdZ+ Z— U (573, &

\

iU Uiz P
68.) =——— » & frationis prioris numeratorem & de-

Z24U—UdZ -_ .
— - Igitur

regula §. 68. ctiam ad quantitates variabiles hujus forme

‘nominatorem per Z multiplicando ,=

—g fic Z—" U expreflas extenditur. Potuiffet etiam regula

data §. 8o. hac via erui.

Y \ o .
8$2. Etfi - formd Z—* U exprimatur, etiam per re-

gulam §. 69. cjus differentiale proximum invenictur, Nam
habeatur primum Z—* pro conftante , erit différentiale
proximum Z— 4 II: ponatur jam II conftans, erit altéra
pars quefiti differentialis — I/ Z—2 d Z, adeoque totum dif-
ferentiale proximum = Z=* dU -~ UZ-* d Z =
Z2dU—UdZ ‘o o .

- t 8.
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3. ‘Alia praterea via differentiale primum frattionis

variabilis ::— §. 79. propofite inveftigare potuiffemus faci=
endo = =¢.  Nam hac ratione d ( f—) =d¢t Cum
y , y .

autcmﬁt;{:t, eft x= ty,d.x=tdy+ydt,dx—-tdy

d . . ,
=yds, 25~ 12 = d ¢ & fubftituendo in locum # ejus va-
J J : '

xdy _ydx — xdy

yt . yi

~ d .
lorem = , fiet -—-; . utcit §.
P . ~

84. lisdem viis §§. 81, Sz , 83, propofitis , regulam
compendiariam inveniendi differentiale primum variabilis
forma %indagare poffumus. Nam i- =ax—t, & "
d (ax—") per§§.73, & 6. = ad(x—')=ax-Tx"*dx
LI pofito -}: t,erita=xt,&dafeu (quiar

’ xz . . .
conftantis differentiale nullum cft) o=xd¢+tdx, &

d .
“dx_—xdt,-—"” = dt. Denique e-
X . : xY .

—tdx=xdt, —
tiam per regulam §. 8o. obtinebitur differentiale variabilis

X, fi a primum ut variabilis confideretur ; tum enim erit
x -

xda—adx

differentiale queefitum , jam vero a ponendo,

conftantem, qualis vere eft, erit d2 = o, adeoque xd
. xda— adx adx .
= 0; quare ~ == 85 4

4
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8¢. Sed jam exempla in medium afferam, quibus diffe-
rentiatio fun@tionum habentium variabilem diviforem il.

luftretur.  Sit differentiale proximum quantitatum -—+-- ,
. x4a

m m g
s4x  xy  xy xm \Lf_ ¥ x Wf(""‘)’)q' inveni- -

x+b’x+—z’—r_;’ > ? J ? 3‘)”,:’1‘(?4'}')'

SR CL LD v iale proximum
ta regulam §. 78. = — 4 T Differentiale p

fun&ionis E-i‘ eft juxta regulam §. so. =
X

(x+l-)d(x+a')-—(x+a)d(x+I:)_(x+6)dx—(x+a)d:i)
(x+b) - (x+b)
(b—a)dx
(x+b)‘ e
(x+r)d(a.y)—-a._y d(x+t) Eﬁverod(xy)—xd]-l—ydx,
(x+12)*
quare defideratum differentiale eft :
xtdy 4 xydx4rxdy4rydx —xydx —xyds
' (x41t)?
= Ay drxdy —sydit 1ydx  Differentiale proximum
(x+t)‘
tn.d(xy)—xy. d(tu)
(ru)?
tu(,:d_y-]-yda.)——x_y(tdu-\-ud:)
t* u*

3tz quantitatis differentiale proxxmum eft

quantxtatls 4 cﬁ

Quin-
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Quinte funionis differentiale pnmum &u proximum cft
Yy d(xm)—xm . d{y)

y:n ¢
ced. d(x"‘)— xm—rdx, &d(y”)—n)”‘"d],igltur

S x™ m1 dx — ™ gn—1 .
d(f..)_”‘}’ x ;M” 2 “y & dividendo
numcratorem & denominatorem per y Cl'lt drﬂ'cren.
" myz"'-*ldx——nx" Jy mx”'—'ldtx

tiale queefitum = T " N

Eft vero , ut. difum cap. praa-

m

naxm dy Qu amwaﬂs dxﬁ'evmna.le pnmume&

_-——.-——-

~

y- d(J*X> dfyv‘x Eﬁautemd (\'x)"-—dx'( T g

_m y‘ - —

J

pcr Caput cit. quared (———

Jdl"‘.f ‘,'-—rudJVx_,v\el;‘ lx\f '_d_y'(fx; Diffe-

Jll_}lz I my J*
. o ,3 .
rentiale prlmum ﬁln&xoms — eft
31'.-d(~7x’>—~7>x’ .d( {f) _
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':_nqd:'c'\'f'x’—"' —mp d‘ys x’:f]—'

~ vel
mn wf_y'

_.4dx$x9—“ "p dy:;x’

- - . Diﬂ'érentiale demum ul-
""f}', nwa_y' o

txmae quantitatis eft : ,

wf(t-t-u) d(¥(x+y)) = ‘f(x-l-y)" d(,,(,ﬂ)p)

I (s )t
Eft autem 4 ([7(x +y)! =%(a’x-i—dy) ;7(.,.—.;.,)1—.‘1
&d(]”/ (t'+a)ﬁ> :-_-‘:-(dt +du) |7(t+u)t—" . Fa.

&a igitur horum differentialium fubftitutione obtinebitur
differentiale quaef itum. Sxt inveftigandum differentiale

dx dx x dx ;ydx

prommum' qnantlta.tum d > Iy ;i_d; Pt i 7y >

dydx" addx

IR Prlme d1ﬁ'erent1ale proximum eft — el 2l=
t x=
dyddx—d.xddy' 3ti¢ddyddx—,dxd3y .~

dy> . ddy» . '
dxdx — x d& x ""I: xddx | xddx—dx* _ ddx
T dx? > d=> = x2 T ox

v L "(y"_";;"”f‘f"’. Sed d (ydx)

=yddx
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cCAPUT V. B
=y d dx +.d x d y; quare differentiale quaefitum = -
ydyddx+dxdy*—ydx ddj jdyddx' — ydxddy -

d 2. d 2 . +dx¢

.7 4y e

d(dy dx"') -:z; dx" d(dt ) Séd‘

"dt

a'(d_ydx") dy d(dxm)+ dxm ddy, & d (dx"')_..

mdx*—*ddx, &d(drr)=2dtdde; quarefa&afub—

ftitutione inventorum partialium differentialium quaﬁtum
differentiale ha.bcbitur; :

FEITTEICETLAEE %&M@w%

CAPUT V.

DE PRAECIPUIS PROP]PIE'TATL
"BUS DIFFERENTIALIUM PRIMORUM UNE
US, ET PLURIUM VAI.UA'BILIUM. |

wptima: demque :

- 4%';3 - - 86
Denotet X fun@ionem unius variabilis x hujus forme
"3. a4+ bxt+ cx™ + ex &c. ubi conftantes quemvis
valotem induere poffunt, etiamo , unico faltem:
coefficiente conftante .excepto ; nam fi omnes penitus efz
fent = o , fun&io ipfa evanefceret , vel in conftantem
guantitatem abiret. . Exponentes quoque 4, m ; # integri;
- Ia vel .

=
Durs
-3¢

(3 T
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vel fradti , poﬁtm vel negativi efle poterunt. - Funéio- -
nis hujusmodi differentiale primum d X erit per fuperiora
=kbxt—tdx+mcxm"dx + ncx—tdx&c hoceft,
tale, in quo fingulorum terminorum factores fint quanti-
tas aliqha finita variabilis vel conftans, & differentiale ipfi-
us x, nempe d». Quare , fi complexum omnium coeffi-
cientium finitorum, qui in fingulis terminis preter 4 x ad-
funt, dicatur P; erit omnino d X = Pdx, feu, differen-
tiale primum fun&ionis X erit @quale fao ex finita quan-
titate indx. Sicax+ bx* —c=adx+2bxdx=

(a+2bx)dx,ubiP=a+2bx. ItemﬁtX: b’+i
- e;’/x;eritdx_:_f.if__'_f’_f___(..

chl’--(—- +5\fx2 )

87. Sit jam funétio X elevata ad potentiam m, m au-
tem poffit induere quemvis valorem; & exprimet formula
X + f fan&ionem quamcunque unius variabilis. ~ Sit e-
ﬁimexempli gratia =0 ; & eritg X= + f=g X™. Sit
g=1; Kerit g Xm + f=X"+f. Sitg=—; eritg ™ +f

‘---Ff Sim=13 eritg X"+ f=¢g X+ 1. Sxm_-:—

cit g X™+f=¢g ;/X'_-l-ﬁ Sitveroex,gt.n=1,8&p=3;
; . &
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&cr1th"+f—g;/X+f Si habeatur —m ; Cl‘lth”‘+f
-gX“'"'+f—--+f Sltm--;,enth"‘-o—f_.
_—+f;ﬁ)ama=2,p=I,Vel,,:;,l,:z;cﬂtgxu
?

vX*
+ f in primo cafu = —g—+f, in altero -‘{—g—-+f-&ﬁex.gr.:
X=c+ex; mtmhoccafng"'+f-

—~+f: f

’f(c-\-cx")
X =x; cr1th"'+f— ——-+f SldcmqueX_cx+cxf,

erit g X + = +f. Eft autem fun&tionis gx" -

¥cx +ex')
+ f differentiale primum , ut_ex Caplt 3. notum eft,

mg X™—1d X; quare hoc differentiale exprimit dlffcren-
tiale primum cujuscunque funionis unius variabilis. Jam
vero per §. preced. 4 X @quale eft fao ex d x in faorem
alium, qui caret differentiali 4x, & quifacor hic preter-
cain mg X*—* duftus eft. Quod fi ergo hic fator ductus
in m g X»— dicatut P; eritm g X*—*dX = P dx, hoc
eft, differentiale primum cujnscunque findionis variabilis unisus
aquale off fallo ex differensiali variabilis fimplicis in aliam quan-
titatem , que wsllum variabilis fimplicis differentiale continet féu ,
qua finita fit.

'88. Si differentiale m £ X1 dX attentius confidere-
. tur,
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tur , duas in eo partes diftinguere licet, nempe ma X™—,
& dX. Eft vero d X differentiale quantitatis fub expo-
nente conftitute ; guare , neceffum eff , ut omne differentiale:
primum ﬁmﬁ‘zoms unins variabilis duabus velut partibus compo-
Sfitum fit quarum una preter conflantem cocfficientem potentians
variabilis qualemcunque demum ; altera quantitatis, que expo-
nente potentie efficitur , feu , que ft b exponente potentia | diffe-
rentiale primum contineat. Cohverfa hujus propofitionis e«
tiam vera eft.  Si mempe in aliqua expreffiane differentiali unius
Bariabilis adfint predicte dus partes , erit ea expreffio differen:
tiale primum funitionis unius variabilis.  Sit enim expreflio
differentialis unius variabilis ¢ X X, in qua adfunt par-
tes requifite nempe ¢ X , & 4 X ; dico hanc expreffio
nem effe differentiale primum fun&ionis alicujus 4 X* + £

& k=mr. Nam d (5 XE+.f) =

bk Xt—1d X, hocvero dxffercntiale comparando ctm da-

in qua b=

to ¢ X™ d X, valores literarum 4, # determinari poterunt:
Pofito fiquidem % # Xt—1 4X = ¢X» d X ; erit etiam (u-

trinque dividendo per 4 X, & per X multiplicando quoti-
entes) 4 # X* = ¢ Xm+*; unde fieri poterit £ = m +1, 5 =
.

7;_ m 4 1 _
le primum funétionis b X‘ + f ; erit etiam ¢ Xn 4X dxffc-

ren-

; quamobrem, cam b # X i—1 dX fit dlﬁ'erentla-
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rentiale prunum fun&ionis 4 X* + £, modo fiat b= 'J;T

& #=m+ 1 ; quare differentiale variabilis unius habens
requifitas duas partes, femper eft ddferentlale primum fun-
&ionis alicujus unius variabilis , id quod obfervafle per
quam utile tum demum deprehendemus , cum de calculo
integrali egerimus. * Quocirca etiam operz pretium me
relaturum confido , fi exemplis ex<Cap. 3%, 8 4 petitis
proprietatem hanc infignem differentialium primorum u-
‘nius variabilis amplius illuftravero. Differentiale primum
fun&tionis x* eft 2 xdx.  Partes hujus differentialis funt
ax*, & dx; eft vero dx differentiale quantitatis x fub ex-
ponente i, qui femper fubintelligitur , fi alius non adft.
Differentiale primum quantitati x™ eft m x™—~*d x. Par-
tes differentialis funtm x™ =7, & d x. Differentiale pmmum

3

fun&lonxs l/ ( a+bx ) eft —— » cujus partes funs

| 33 (a+bx)’ |
__‘_._- Jfen ———, &bdx. Eftautem d x
34(a+bx) 3(a+bx)3

dlﬁ'crentlale quantitatis @ + b x fub éxponente 2. Diﬁ'e-

rentiale primum quantitatis — ®eft =22, Partes hujus dif-
x

ferentialis funt = feuax x—*, & dx. Differentiale pri-
X

- ] e . B4x (b —a)de  qq..
‘mum funéhpq;s e eft TV Hujus ,pzu;es {;mt
. —2)
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(b—a) (x+b)—> & dx Eftautem 4 quantitatis
# + b ; quee fub exponente — 2 conftituta ¢ft, differentiale,

89. Sit quanmas xy, & conﬁderetm- » ut conflans;
eritd (xy) =ydx. Sijamy folum variabilis popratur ;
habebimus differentiale dy d x; quod quidem differentia-
le etiam prodit, fi x primum conftans , y vero variabilis ad-
fumatur. Rurfum iny,+ x+ xy +x2y + x9* + x2 y* fit
» conftans ; erit differenitiale propofite quantitatis : d x
+ydx+2yxdx+y*dx+2x)*dx. Jam yfolava-
rietur; prodit: dydx+2xdxdy+ 2ydxdy+ 4xydxdj.
Nunc aflumta x poft y variabili, emergit tandem dy d x +
z'xdxdy +2y9dxdy+ 4xydxdyidem, qpodprius.
CSitin Z prlmum X, dem y variabilis ; obtmctur ;—

a5 dy
’: 2 Jam ordine mverfo s % vanentur obtmetur
- “‘i’ , —_‘1_":'_’ ) ”: prunum x,  dein y vanabxls
. J : J
L ' . '(J-i-l)dx ('x_y+x)dx o dyds _
habegntl?r, emergit == I TR
(y+1)dxdy —xdxdy . (xy +x)dx (2y+2x)dy
O+ U+ (7 +=x) T

xdy (xy-l-x)d_y.
J+x (y +x)* 2
dxdy xdydx__(y-l-x)dxdy (xy+x)dy(2y+2x)dx
'y+x-(y.+x)‘ Ty rx) N CE X2 LB '

Sit vero y dein x varians; ¢ ckcwtm

In
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In omnibus his exemplis , quocunque ordine due quan-
titates variabiles aflumantur ; ad casdem devenitur exprefs
fiones differentiales: - Idem-vero. in aliis quoque cafibud
perpetuo evenire , deprechendet, -cuir tentare: collibitum
fuerit. Neque modo iftud locum habet , £ due fint va-
riabileés , verum etiam in concurfu plurium , ita, #¢ guo-
cangae ondine varidbiles fatuantur | egdem wltimo differentim
lis emergat expreffio. - Poteft autem hec propofitio géneras
tim ita demonftrari : fi in fun&tione quapiam plurium va-
riabiliom x , 'y, s &¢, primum quidem loco x fubftitua~
tur x + dx, in funtione vero per fubftitutionem mutata
loco y reponatur y + dy , dein loco = fcribatur z +ds &
fic porro prodit expreflio eadem cum illa , que prodiret,
fadtis quosvis alio ordine fubftitutionibus , quod omnino
per fo clarum & evidens eft: . Quodfi jam ex expreflionis
bus iisdem , que prodeunt variato fubftitutionis ordine
toties , quot ‘adfunt variabiles ; fubtrahatur funio ipfa
propofita ; refidua quoque inter fe¢ eadem erunt. Sunt
vero hec refidua differentiales exprefliones orte ex diffe-
rentiatione. fun&ionis propofit® , in qua diverfo ordine
una variabilis poft alteram.ut vaniabilis tratata fuit ; qua-
re patet propofitio.

s0. - Differentiale primum fun&ionis duarum variabiy
o K lium

~
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lium invenitur , fi primo una habeatur variabilis , altera
€onftans, mox in funione propofita altera variabilis af:
fumatur , prior vero ut conftans confideretur ( §§. 59,
82.) 3 quamobrem pars quelibet differentialis primi fun-
&ionis duarum variabilium haberi poterit pro differentia-
}i unius variabilis, ejus videlicet, que ut variabilis in for-
matione hujus partis confiderata fuit. Si ergo hac varia.
bilis fit x ; erit pars una differentialis primi P dx , per §.
87, altera Q &y per eundem , ubi P, Q_funt fun&iones
variabilium x, y meras finitas quantitates involventes per
cit. §.  Quodfi tamen variabilis illa, que a&u variatur,
prima folum dignitatis fuit; Q, & P tantum unam varia-
bilem continebunt. Sic in fun&ionis xy differentiali pri-
mo xdy+ydx,'P, & Q tantum unam variabilem conti-
nent. Jam differentialis P dx + Q dy fun&ionis , quam
V vocemus, pars utraque rurfum differentietur , ita qui-
_dem, ut in P dx confideretur y ut varians , & x in QJ 9.
Quoniam tali cafu d P dx eft differentialis expreffio emer-
gens, fiin V fucceffive x , y : & d Q dy eft differentiale
prodiens , fi in V ordine inverfo y, x variari cogitentur ;
érit per §. 89. 4P dx= d Qdy; adeoque etiam ’:—: = %%, ’
ubi ex denominatoribus cognofcitur , qualis quantitas in
numeratore variari ponatur, nempe y ind P, & xin 4 Q,
. - Et
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Et quoniam 4P, 4Q in explicato fenfu continent dy, dx
refpedive per §.87; dPdx, & dQ dy continent commu»
niter & xdy ; igitur utrinque ex dP dx , d Qd y fublate
dx dy , fopererunt &quales quantitates ; quee meras finitas

P _d
contineant, Ex @quatione autem i -9 ~ infertur , quod,

ﬁ in parsibus di di ifferentialis Pdx + 9 dy ommzttatur dx,dy,
qc dein P differentictur pofita folum y wariabili , ac per dy di-
widatur ; quotiens aqualis fit quotienti, qui prodit fi L differen-
biatum ita, ut folum X variabilis affamatur , per AX dividatur,
91. Infignis ifta proprietas modo expofita , quz con-
venit differentialibus primis fun&ionum duarum variabi-
. lium, in omnibus quidem differentialibus nominatis adef-
{& debet ; utrum vero folis illis conveniat, adeoque nota
fit , & chara@er tutus atque certus talis differentialis, iftud
quidem ex di@tis nondum manifefte patet. Opera igitur
danda , ut in apricum producatur. Sit igitur expreflio
Pdx+Qdy, inqua P, & Q fint funtiones duarum va-
riabilium x, y meris finitis quantitatibus conftantes, fitque

g = :—g dico Pdx + Qdy efle differentiale primum ex-

a@tum fun&ionis duarum variabilium x & ¥, qua funéio,
fi y in omnibus terminis ipfius P, ac » in omnibus terminis
 ipfius Q deprehendatur, fit = /P dx + A, vel /Qdy+ A,
K a’ ubi
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ubi A fignificat vel o, vel quantitatem affirmativam , aut
negativam meras conftantes.continentem, & ideo-tota exs .
preffio /P d x + A fignificat quantitatem , que differentia<
£a, pofita folum x variabili, producat Pdx. Idem refpe-
&ive valet de/"Qdy + A. Ponamus/Pdx +A=V, &
differentiale primum exa&um ipfius V fit = ? dx + qdy,
per §. 90; erit pdx = de, quia pdx obtinetur, fi V dif-
ferentietur fuppofita {ola x variabili ; adeoque per paulo

fupenus didapdx =Pd x; quareépidemeft cum P; itaque

4 _ ;-P- ubi dp, 4P fuppomt folam yvanabdem. Eftve-

dy
rdper‘hypotheﬁ ; =7, &per §.90. _j = '3— 13 quare
:: X g=Q; adcoque ctiam gdy = Qdy s

pdx+ g a’y = Pdx +Qdy.  Sed prior expreffio diffe-
rentialis eft per hypothefim differentiale primum exaGum
fun@&ionis V, feu ipfius /Pdx + A; ergo & pofterior. Eo-
dem autem modo oftenditur propofitam expreflionem dif-
ferentialem P d x + Q_d y efle differentiale primum exa-
&um funi&ionis /'Q 4y + A.

- 92. Fun&io V trium variabilium x, y, &’ ita poterit
exprimi Pdx + Qdy +Rdz per §. 87, ubietiamP, Q,
R funt funtiones trium variabilium meras. finitas_quanti-

tates
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tates contineates, Si tamen aliqua ex tribus variabilibug
in funQione V Gt prime tantum poteftatis , tum ceefici-
ens finitus du&us in differentiale hujus variabilis tantung
duas reliquas variabiles comprehendet , ut patet ex forma,
tione differentialium.  Concipiatur nunc = conftans; &
erit dz=0;adeoqué¢ Rdz = o, refiduumque Pdx + Qdy
erit differentiale primum variabilium x , y 5 quare erif

g = 11-9 = per §. go. Sic etiam , i concipiatur y conftansg
cvanefcente Q d y remanebit Pd x + Rds dlﬂ"erentlalc

dP 4R
prlmum varlablhum x,3, & eri = =3

fita x conftante evanefCit P dx , & remanet Q 4y + Rdz

Demgue po-

‘ d
differentiale primum variabiliumy , =, eritque ':j ;%

Quare, iPAdx + Q &y + RAZ fuerit diffexensiale primam
funttionis V triom variakilium X,y , 23, pofitis X, Y , Z fiugulis

. dR _dQ dP 4R 4P _ dQ
ﬁpd‘mcwﬂwtdm,mt-—; T T IG S i Eft

igitur dRdz=dQdy, dR dz = dPdx Nequit vero

inferri ex his duabus ultimis equationibus efle 4 Qdy =

dPdx. Etfi enim he quantitates videantur uni tertiee

nempe ipfi R 45 ®quales effe , revera tamen 4R 4z non

eft una eademque in utraque ®quatione. In prima enim

fupponitur x conftans , in fecunda. vero conftans aflumis
' tur
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tur . Quodfi itaque in prime equationis utroque mems
* bro etiam x, in fecunde vero y tanquam varians tradtes
tur; patet fore tum expreflionem 4 R 4 = unam ac ean-
dem, ac proinde efle dRdz = dQdy = dP dx; quare
tres termini differemtialis primi orti ex differentiatione fusnitiv
wis trium variabilium falla juxsa leges datas , inter fé equales
vedduntur o fi variabiles , quarum differentiale necdum adeft,
feorfim differemtientur manentibus cateris.  Notandum autem
omnes terminos, in expreflione differentiali propofita , in
quibus idem differentiale occurrit , pro uno eodemque
haberi.

93. Sit propofita expreffio differentialis Pdx + Q 4y
+ R dz,ubiP, Q, R funitiones denctant complexas tres
variabiles x, 5, z, merasque finitas quantitates. = Sit autem
z_§= j_g, :_g =§-§, ‘5.%:: g.hacratione,utinnume-
ratoribus illa tantum quantitas variabilis concipiatur, cu-
jus differentiale agit denominatorem , ita , ut ex. gr.dQ_
in prima @quatione fignificet differentiale primum fun-
&ionis Q pofita fola x variabili, 4 Q vero in tertia qua-
tione denotet differentiale ipfius Q pofita fola = variabili.
Si hec itaque fic fe habeant , dico propofitam expreflio-
‘nem efle differentiale primum exa&um ortum ex differen-

tia~
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tiatione fun&ionis alicujus ; quam vocabimus V', & hang
fun&ionem V , fi in omnibus terminis infint omnes varia,
biles, aut faltem x, y ubique inP, in Qvero x, z,&y, 5
inR, efle = /Pdx+A, vel /Qdy + A, vél denique
SRds + A, hoc eft talem, cujus differentiale primum
pofita folum x variante fit Pd x, pofita y variante it Q 4y,
- & pofita z variante fit Rds Propofitionem hanc ita de-
monttro : fit dxﬁerenuale primum fun&ionis V feu 4 V =

pdx +qdy+ rdz er:t per §. prac. dj ::, % oo
;-3 = s;' . Et quia p dx eft differentiale primum xpﬁus \'

pofita in V folum x variabili , & etiam per. hypotheﬁm
Pd x oritur, fiin V variabilis concipiatur x, & dein ipfius
V differentiale capiatur; erit Pdx =pdx, &P=p, ac

i = ;- ubi in P, p variari concipitur j. Sed = eﬁ =

d d d
—3 & per hypothefi m — = —g; 1g1tur etlam ;9_ = j—q»

dp _ dp
Q—- ¢ Rurfum quia P = p, erit etiam —— = ;; ubi in

P,y folum z variabilis ponitur. Eft vero ?—' = —-,' & per

hypothcﬁm—; =--,q re'ig_ —,&R=r. Itaq/ue'

=$, Q=19, ‘R=r, atque adeo expreflio_differentia-

XY R lls
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lis propofita = p d x + gdy +rdz; ergo ficut heec, ita
quogue propofita cxpreflio eft differentiale primum exa-
&um fun&ionis V, feu /P dx + A, vel faltem dari pote-
rit quantitas dliqua differentialis date equalis , que fit
differentiale primum exaftum alicujus fun&ionis trium va-
riabilium. Sed jam uno alterove exeniplo difta; deglare~

’mus.' ' Qlaeritur 'num propof ta ‘exprefﬁo"._" x4y e
J’

......

%, y, feu , utrum ortum fuum ducat ex functionis talis.
differentiatione. Redigatur propofita expreflio ad hanc
formamy—*dx — x y—* d y, & In primo termino y=1, in
fecundo x differentictur, prodit—y—2dydx,—y—*dxdy,
qui dug termini , cum fint iidem , indicio funt propofi-
tam expreflioniem omnino oriri ex dxﬁ'erenuatxone fun&io-

fiis duarum variabilium , vidolicet ex differentiatione fun.

&ionis -::i Sit propofita. expreflio triym variabiliym

x'd' Fexdy —xyde 4tydx . . L. .
‘ > ( x4 {)z orta ex dlfferentlatlone fun&xo.

. %y .1 U
nis -~ > ut cap. 4. vidimus,  Si in primo termino
Cxz +1x)dy L

(x41)?

.. dx dy xdxdy
dit: T Si jam quantltas ¢ varxablhs conc;q

" Pl“tufs

xdy .. g . . g se '
= differentietur fun&io variabilis x, pro-
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dtdxdy zxdxdxdy_xd:dxdy-—tltdxd_y“f
B )"" Gasy  Grsp

piatur, emergit —

" In fecundo termino — —— pnmo x cogxtetur varxabxlxs i

(
& faQa differentiatione produ: 4 "_:; ’(’x’ : :;’. Jam
vero y variabilis affumatur , quo fa&to habebimus

dydxds 2xd:dxdy_xd:dxdy—td:dxdy
= (x41)? + (x1)d T (x412)3

. Deni

d
(x47)
erit termini hujus differentiale

que in tertio termino 227 pofita quantitate # variabili,

ydedx 2yededx ’
e (e pofita
d:dxdy _ 2trdedxdy

(x4 32)?  {x42)8 . \

aunc y variabili emerglt

xdtdxdy —sdedxdy

= T .+ Igitur tres termini propoﬁtz

~ expreflionis debite. tra&atl 1dent1cx funt. E
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lis propofita = p dx + gdy +r d z; ergo ficuthec, ita
quoque propofita expreflio eft differentiale primum exas
&um funttionis V, feu /P dx + A, vel faltem dari pote-
tit quantitas dliqua differentialis date equalis, que fit
differentiale primum exatum alicujus funétionis trium va.
riabilium. Sed jam uno alterove exeniplo di@ta declare-

xdy o
mus.  Queritur, num propofita expreﬁio Pl fit

vere differentiale primum fun@ionis alicujus’ variabiliuim
x,y, feu, utrum ortum fuum ducat ex funtionis talis.
differentiatione. = Redigatur propofita expreffio ad hane
formamy—1dx — x y—* d y, & In primo termmoy"" in
fecundo x differentietur, prodit—y—2dydx,—y—*dxdy,
qui duq termini , cum fint iidem , indicio funt propofi-
tam exprefli iortem omnino oriri ex differentiatione fun&io-
fiis duarum variabilium , viddlicet ex differentiatione fun.

&ionis }{ Sit propofita_expreflio triym variabiliym

wdy4txdy —xydt 4-tydx
: (x+1¢)

. Xy g e e
nis 7, Ut cap. 4. vidimus.  Si in primo tgr;nmo

orta ex differentiatione fun&io-

(x2 +:x)dy
(x41)*
. dx dy xdxdy
dit: G Si jam quantxtas ¢ variabilis conci
" piatyg,

x d'y M : . . oge ’
= - differentietur funio variabilis x, pro-
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. . drdxdy axdsdxdy sdsdsdy—sdsdxdy .
it — = ]
platul': emerg (,+ )1 (‘ + x)-’ (‘+x)’ ¢

In fecundo termino — primo x cogxtetur varxabllxs 3

( +)'
& fata differentiatione prodit — 2424% | 2#0dtd2 - 1,0
Cx412)3 (x42)3
vero y variabilis affumatur , quo fa&o habebimus
dydxd: 2xdidxdy  xdidxdy —sdrdxdy
T (x41)? + (x42)3 T (x412)3

. Deni-

. . . tydx . e
que in tertio termino T pofita quantitate ¢ vanabxln_,
. . . . ° - d
erit termini hujus differentiale ydeds 2y:d:d *
(x432)3 (x412)%
didxdy _ 2:drdxdy

(x41)* (x41) - \

: poﬁtéi

aunc y variabili emergu:

xdtdxdy —sdrdxdy
(x42)?
expre(ﬁoms debite tradati identici funt.

- Igitur tres termini propoﬁta
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METHOD US PROPOSITE QUAN-
" TITATIS DIFFERENTIALE REMOTIUS
' © INVENIENDIL

.ﬁk . 94‘.' . S

*
g:" Diﬁ'erentialc remotius propofite quantitatis variabilis

wF+ invenitur , fi primum juxta regulas datas quara-

_* tur proximum, hujus vero iterum proximum, at:

que ita porro , donec ad quefitum veniatur. . Qureritur
ex. gr. differentiale tertium , feu tertii ordinis fun&ionis
#* Invenio fun&ionis hujus differentiale proximum feu~
primum 2 x d.x : hujus proximum feu fecundum 2 x ddx

+ 2 dx* i denique quafitum 2 x3x + 6dx ddx.  Sic
~ expreflionis x dy differentiale fecundum obtinetur , fi pri-
mo eruatur proximum xddy + dxdy : dein hujus proxi-
mum feu quafitum xd3y + dxddy + dxddy+ dyddx.

9. Quoniam X'dx exprimere poteft quodlibet dif-
ferentiale primum fun&ionis X variabilis unius x, ubi X’
fun&ionem ipfius » denotat compofitam ex meris finitis
quantitatibus : hec expreflio X' dx (quod etiam §. prac.

. &
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& alias jam fecimus ) confiderari poteft ut cempofita ex
duabus variabilibus, quarum una fit X', alteradx, & ita
queeri illius differentiale proximum , quod erit 4 x.x 4(X%)
+ X'ddx. Porrod(X')per §. 87. comple@itur dx, &
fun&ionem aliquam variabilis x meris finitis quantitatibug
conftantem , quam voco X“; erit ergo differentiale proy
ximum ipfius X'dx , feu ipfius X fecundum = X" d #* +
X'ddx. Quodfi ulteriora differentialia petantur, ﬁnguh
termini denuo differentiandi erunt, atque terminus qui.
dem prior confiderari poterit ut compofitus ex duabus va-
riabilibus- X" & 4dx*, & pofterior ut compofitns ex X’ &
ddx. Ex quo jam manifeftum eft, ad hec ulteriora diffe,
rentialia preeter differentialia quantitatum X', X* | X" &¢,
~ quee ex meris finitis coalefcunt , etiam requiri ipforum
dx, dx*, dx? &c. differentialia altiorum ordinum. Cer.
te dxﬁ'erentlalc tertium funéionis X , quod eft '.
dX"xdx* + X" xd (d5*) + dX'xddx + X' x dddx,
feuXdx? +X'd(dx*)+X"dxddx + X' d3x coma
prehendit d (X) , fu X" dx , &d(X'), fuX"dx,
que funt differentialia prima quantitatum ex meris finitis
compofitarum : & & (dx*), ac d?x, quornm primum eft
differentiale proximum ipfius 4x° , alterum differentiale
ordinis fecundi ipfius 4x : & in ulteriori differentiatione,

- La feu
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feu fi quartum differentiale fun&tionis X inveniendum fie, -
debebit ipfius 4 x?, & d(dx*) differentiale proxnnum in-
velhgan ' ,

'~ 96." Quoniam in fumendis primis differentialibus fun-
Gionum ex meris finitis quantitatibus compofitarum, qua-
les funt X', X" &c. nulli eft difficultati locus , quod hec
fatis in fuperioribus explahata funt ¢ nec ipfius Jx diffe-
rentialia ulteriora ddx , &*x , d*x &c. faceflunt negoti-
um, in folis differentiandis potentiis ipfius 4x, fi que eft,
difficultas occurrere poteft, aut potius moleftia. Ejus igi-
tur levanda gratia differentialia proxima potentiarum ipfi-
us dx, ac formulam differentialis proximi.hujus expreflio-
nis’(A) md x* d* x* , que non modo potentias differen-
tialis 4« , fed alias infuper exprefliones differentiales com-
pleditur , fubjicio, cujus ope facile differentialia potentia-
rum ipfius 4x obtinebuntur. Sunt-autem differentialia
potentiarum xpﬁus d x fequentia : differentiale proximum
ipﬁus

dx®veldxdx = 2dxddx

dx3 feudx*dx=3dx*ddx

dx* feudx’dx = 4dx3ddx
dxifeudxtdx = qdxtddx

d¥f feudx~—dx = fdx—'ddx.

For-
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‘ ‘Pormula vero differentialis proxnm expreﬂioms A eft fe.

© quens o

j(“B) m.edx" " d?x" d*x + mrdx” dPxr—1dr¥ry o
jus_primo quidem originem , dein ufum oftendam.  Sit
dx=u, & ddx, vel & x,feu generatim @ x =v; cumfit
dx.dx=dx*, dx.dx.dx=dx?; erunt dx numero
infedudta =dx"=#"; & cum B3x.dx.d3x = d3x3}
erit fa8um ex & x numero r infedulis =df x" = v, u-
bi #, p, 7, Quemvis numerum integrum affirmativam fignis
ficat; quaremdx” & x” = mu" v" , adeoqued(m#* v )=
m.nw— v da+mr.wv"*dv. Eftverodu=d*x,
w—i=dr— v =dt X v =dt T dy=di Y xg
quare fa&ta fubftitutione valorum horum in differentiali
mnuw*—* v du + mra® v —1 dv invenietur B differentiale
proximum expreffionis A. Jam quod attinet ad ufum hujus
formule, fit quadrati 4 x> differentiale proximum 2 dxdd x,
feu 2dx d*x porro differentiandum.  Fa&ta comparatio-
ne propofite ad differentiandum expreflionis cum expref-
fioneA,invenitr m=2,2=1,7r=1,p=2, qmbusva.
loribus fubftitutis locom, %, 7, g, refpetive in formula
B, prodibit differentiale prokimum defideratum , nempe
addxd*x+ adxddx feu2d*x* + 2dxdix , ubi nota,
quod ficut in alio quantitatutn genere,, ita & hic fit dx*—*

fen
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feudx=1,&dx—feud =1 Quodf tertium
differentiale ipfius d x* petatur , fingulorum terminorum in-
wventi differentialis differentialia proxima querentur , falta
prius prediftorum terminorum cum expreflione A com-
paratione.  Atque priorem comparando cum A comperi-
musm=2,dx"=1, ftun=0,p=2, r=2; unde diffe-
rentiale hujus termini juxta formulam B erit- |
o2, 2d2x3dx*tix=4d*xd3x. Statim autem ap-
paret primum terminum primo formule B refpondentem
in cafu propofito evanefcere , cum ejus fattorem » inve-
nerimus effe o. Comparando nunc fecundum terminum
2dxdixcum A  etitm=2 2=1,p=3,r=1; unde
juxta formulam B erit differentiale proximum termini fe.
cundi 2d3xddx +2dxd*x. Igitar differentiale tertium
ipiusdx* eft 4 xd’x v+ 2dxddx v+ 2dxdix =
6dxd>x+ 2dxdx.

97. Ex §. 95. datis expreflionibus magis evolutis for-
mule generales differentialium primorum, fecundorum &c.
funétionis X eliciuntur, quas fubjicimus :

R - - - X'dx

g dum - - - X'dx*+X'ddx

3tum - X"dx34 3 X'"dxddx+ X' d3x

g X" dxb 4 6 X"dx*d?x + 4 X" dxd3x + 3 X" d*x?
| +X'd*x. -

g
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gom XUt g x$ 4 10X dx3d* x + 1§ X" d x d2 x®
. 410 X"dxtdB3x+ § X dxdix+ 4 X" d*xdix + X' dix.

98. Exprimat X Y fun@ionem duarum variabilium
x,y. Denotet preterea X'Y 4x differentiale primum fun.
&ionis X Y, quatenus in ea folum x variabilis cogitatur :
& XY dy differentiale primum fun&ionis X Y quatenusin
ea y tantum variari concipitur ; & erit fun&ionis X Y dua-
rum variabilium differentiale primum X'Y dx + XY'dy,
ubi X'Y, XY funt, ut notum eft ex §. 87, funtiones va-
riabilium ., y ex folis finitis quantitatibus compofite. Por-
ro differentiale proximum expreflionis X' Ydx et X'Y ddx
+X"Y dx*+X'Y'dxdy , & hujus proximum : X'Yd3 x
+X'Ydxddx+2X'Ydyddx+X"Ydx?+X"Ydyde*
+2X'Ydxddx + X' Ydxddy + X" Ydx*dy +
X'Y" dxdy*. Ope formularum iftarum facile invenien-
tur formule differentialium primorum , fecundorum, ter-
tiorum &c. fun&ionis X Y, modo obfervetur, differentia-
lia termini X Y' dy obtineri ex formulis pro X'Y d datis,
fi manentibus indicibus in locum X reponatur Y, in locum
Y vero X, item pro dx, ddx, d x* fubflituatur dy , ddy ,
dy* & vicflim. Ceterum levi negotio formule altiorum
adhuc differentialium , quam fint data, obtinebuntur, fi
opus fuerit., :

99-
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99. Fun&xonem trium variabilium ita exprimo XY Z
Differentiale primum fun&ionis hujus ef X'Y Z. 4 » +
XY'Zdy + XYZ'dz Jam termini X' Y Z & x ulterius -
differentidle et X'YZ ddx+ d(X'YZ)d x , feuX'YZddx
+X"YZdx* +X'YZdxdy + X'YZ' dxdzx Hujus
vero expreflionis differentiale proximum eft X'YZ d%x +
(3 X'YZdx+2X'YZdy+2X'YZ' dz) ddx +
XY Zdx+X"Y'Zdy+X"'YZ'dz)dx*+X'Y'Zdxddy
+ X' Y'Zdx*dy+X'Y'Zdxdy*+2X'Y'Z dxdyds+
X'YZ'dxddz+X'YZ'dx*dzs+ X'YZ"dxdz* His
denique , & di&is §. fuperiore modo conveniente huc ap-
plicatis , in eruendis formulis . differentialium -altiorum
fun&ionum trium varxabxhurn nulla qmdem fuperent dif-
ficultas,

" 100. Ut ex generalibus formulis differentialium fe-
cundorum , tertiorum &c. fun&ionis unius variabilis im-
mediate diﬁ'eremialia predicta in cafu particulari elici pof=
fint, juverit diftinguere cafas : vel enim X feu fun&io va-
riabilis x eft potentia aliqua ipfius x , vel eft potentia bino-

“mil, trihomii &ec. variabilem x complexi, aut reduca fup-
ponitur ad talem potentiam. Si prius obtineat, X', X*
&c. denotant fun&tionem variabilis x, in qua potentia ipfi-
us x tot gradibus deprefla eft, quot virgule funt inindice,

fed
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fed fimdio ipfa dufta eft in falum ex omnibus prioribug
exponentibus. . Ia fecundo cafu exprimamus X per X~
& ipfum binomium vel trinomium feu polynomium varia,
bilem x complexum , fed in quo fingulee potentie varias
bilis fint uno gradu dejete , & dulte in exponentes fuos
priores refpedtive, denotet X—: X—" vero fignificet po-
lynomium , in quo potentie ipfius x duobus gradibus fint
deprefle, & du&ta in fatum priorum duorum exponenti-
um, & fic porro. Termini autem, qui x non continent
omiffi cenfeantur. Hoc ergo fuppofito erit:
X =mXm—1X—' :
X' =(m=1)mXm—=2 X=! 4 m Xw—1 X"
X'"=(m=2)(m=—1)mX»—3 X'
+2(m=1)mXm—2X—" 4 g Xm—1 XM
X =(m=3)(m=2)(m—1) mX»—+ X!
+3(m=2)(m—1)mX»—3 X"
+2(m=1)mXm—3 X=" 4 g Xm—1 X _
His infpe&tis formulis fine confufione differentiale altius
quodcunque fun@&ionis unius variabilis effici poterit.  Sit
ex. gr. fimendum differentiale fecundum ipfius x? formy-
laeft X"dx*+ X'ddx. Cum in primo termino index fit
duarum virgularum , due unitates ex funionis x? expo=
nente fubducantur , prodit x, qua quantitas ducitur in
M ' faltum
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faltum ex prioribus exponentibus, qui funtg, 2; qnare
primus terminus defiderati differentialis eft 6 xd x2, alter
cadem refpeltive methodo inventus 3 x*ddx. Per prio~
res autem exponentes intelligo tot quantitates in progref-
fione naturali, quot funt virgule in indice initio fa&o ab
exponente fun&ionis , ut in hoc exemploa 3. Queratur
differentiale fecundum fun&ionis (4 + x )3 ; erit X» =
(a+x),X*2 =(a+x), X~/ =a° =1, adeo-
que X—" = 9. x—* = o ; unde differentiale quafitum =
6(a+x)dx*+ 3(a+x)*ddx. Sit fumendum diffe-
rentiale tertium fun&ionis (x*+ x3+4 )% Formula ge-
neralis differentialis tertii oriundi ex fun&ione unius va-
riabilis §. 97 dataeft X" dx3 + 3 X" dxddx + X' d3 x.
Ut autem valores X"/, X”, X' in cafu dato inveniantur

per formulas modo exhibitas , inveniendum prius X»—3,

Xm—3, Xm—1 ac X—/ X—" X—", '

Eft autem X—! = 4x3+ 3 x?
X—"=3.4x*+2,3x
X="=2.3.4x+1.2.3

Unde X' = 4 (#*+ 3+ a)? (4%° + 3 5*)

X'=3,4.(x*+x3+a)* (4x3+3x°)

4 (xt+x34+a) (3.45*+2.3%) . }

| .
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X" =2.3. 4'(x4+x3+¢)(4x3+3'x°)+z 3.4

(x*+x3+a)*(3.4x*+2. 3x)+4(x‘+x3+a)¥
(2.3.4x+1.2.3)

Denique fubftitutis his valoribus loco X', X”, X" in for

mula generali ex §. 97. depromta , habebitur quafitum
differentiale.

Xll ,

o1. Si in expreflionibus generalibus quantitatum X',
X™ precedente §. expofitis , X, fuerit = 1 ; erit
X—*", X—" &c. = 03 quoniam omnium harum quantita-

tum hoc cafu apparentium communis fa&tor eft o expo-
nens unitatis 3 unde in nominatis expreflionibus, evane-
fcentibus terminis , in quibus X—* , X—" &c. occurrit
tales prodeunt:

- - = Xm—1

- - =(m=1)mXm—2

- =(m=2)(m—=1)mX"}

=(m—3)(m—=2)(m—1)mX"—+
&ec.

Sit jam fun&io ipfius x potentia moninomii ; erit X—¢
— x1—1 = x° =13 ergo hoc cafu locum habent expreflio-
nes pro X', X" &c. modo date , que cum prorfus tales
fint, quales regula prima §. antecedente data pro cafu po-

tentie moninomii exigit , potuiffet etiam hec regula ex -

M a expref-
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expreflionibus quantitatum X', X" &c. eodem §pho po-
fterius datis derivari , quemadmodum inde derivata funt

formule modo allatz. Ex quo patet exprefliones §. prio-
re pro X', X" &c. exhibitas plane univerfales effe.

102. Ut differentialia altiora funflionum variabilium
duarum, pluriumve nullo mediante ex formulis generali-
bus horum differentialium juxta §§. 98 & 99 concinnatis,
obtineantur , loco expreflionum X', X” &c. Y/, Y” &ec.
in formulis iftis occurrentium valores ex §. 10o. aflumen-
di erunt.

103. Opere pretium eft ante , quam Caput hoc ab-
folvamus, adnotare conditiones, quarum fingularum de-
fe&tus indicio eft, propofitam differentialem expreflionem
duas variabiles complexam nullius fun&ionis differentiale
fecundum effe. Sit X Y fun&io duarum variabilium. Erit
per modum exprimendi hoc Capite adhibitum X'Y dx +
XY’ d y differentiale primum , & X' Yd dx + X"Y dx*
+2X'Ydxdy+ XY ddy + X Y" dy* juxta §. 98 diffe-
rentiale fecundum. Eft vero X’ Y/ = differentiali proxi-
mo funéionis X'Y ita, utin ea tantum y ut variabilis con-

fideretur , & differentiale fit per d y divifum, feu, refumpto

(X' Y)
dy.
Sic

modo exprimendi Capitis Superioris, eft X' Y' =
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’ . | d(XY a(x'y a(xXy A
Sic etiam X' ¥/ eft =200 g 2010 = S yeex

Capite cit. jam notumeft. Praterca eft X" Y =4 f;Y) ,

XY = “x LY Quare fi dxﬁ'crentxahs fcundiX'Y dd =

+ XY ddy-i-X”Y dx*+ XY"dy* +2X'Y dxdy coef-
ficientes finitos per P, Q, R, S, T refpeQive exprima-
mus, obtinebimus P dd.x + Qddy + Rdx* + Sdy* +

T dx dy, qua adeo eft expreflio differentialis fecundi duas

rum variabilium, in quo femper, uti oftendimus, R = 52

':3, :: —;, ideoque &T = 3—33 = ?;Q

104. Ceterum in formulis generalibus altiorum dif-
ferentialium fuppofuimus variabilium fimplicium differen-
tiolas quaslibet, primas, fecundas &c. efle variabiles , id-
que nulla certa lege & ratione , fed vage; unde differen.
tiolas fecundas per dd x , tertias per o* x 8c. tanquam fi-
gna generaliffima talium infinite parvarum differentiarum
expreffimus, Quodf certa lege variabilium valores pro-
grediantur , etiam horum fun&iones , & fun&ionum dif-
ferentialia altiora determinantur, eliminatisque vagis dif-
ferentialium altiorum fignis exprimi poffunt, de quo Ca-

pitibus fequentibus uberius.
CA-
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CAPUT VIIL

DE NATURA ALTIORUM DIFFE.
RENTIALI[IM.‘ ' ’

+3%
'*%Hoc Capite principio quidem ea, que prioris §. ul-
'Nz?? timo paucis innuimus , pluribus declarare cona-
bimur. _ ‘ " '
105. Sit itaque variabilis quecunque x, & differen-
tia inter valores proximos variabilis x , generatim fit dx.
Sit jam ipfius x valor quicunque x’ : differentia inter ' &
valorem alium ipfius x ipfi x' quam proximum fit x', ita,
ut x’ + dx’' fit valor proximus valori . Porro dx” fit dif-
ferentia inter x' + d x’ & valorem ei proximum ; adeoque
pofito ' + dx' = x" , erunt &’ , x' + dx’ , " + dx" tres
valores proximi variabilis x. Per ddx generatim diffe-
rentiam inter differentiolas primas ipfo dx defignatas fi-
gnificamus : fit vero ddx' differentia inter dx’ & dx", ut
fit dx" —dx'=ddx'; erit d%' = dx'+ ddx'. Poterunt
ergo illi tres valores variabilis » ita exprimi : &', ' + dx',
Zyde +ds +ddx,velfic: &, ¥ +dx 5" + dx' =
ddx'; & erit tertius valor ipfius x , fu 1 = &' + 2dx'+
ddx', \ ~ 106,
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"106. Ex his facile colligitur , legem qua valores va.
riabilis x progrediuntur, item legem , qua 4 x, feu diffe.
rentialia prima fe {e excipiunt, atque valorem differentia.
lis fecundi ita a fe invicem pendere, ut uno ex his deters
minato una reliqua determinentur. Certum enim eft vas
lores alicujus variabilis aliter atque aliter progredi pofie,
adeoque hi valores alias & alias habere poflunt differentias -
primas , & his primis diverfis etiam fecunde diverf uti- ‘
que erunt , ac vice verfa. Sic fi valores variabilis x, feu
x', x" , x" progrediantur in progreflione Arithmetica,
corum differentie erunt @quales , adeoque 4x conftans,
& ddx=o0(§.64.) vicifim fi ddx = o, erit dx con-
ftans , & valores x' , x” , " progredientur in progreffios
ne Arithmetica, feu erant ', x' + dx', x' + 2d x'.

107. Itaque nifi lex ftatuatur , qua valores ipfius x,
vel differentiale primum 4 x progreditur , expreffio conti-
nens dd x incerti eft fignificatus,, adeoque inutilis.

108. Si quedam fun&io variabilis x complexa dx ,
conftans ponatur, lex valorum ipfius x, & lex differentia-
lium primorum determinatur.  Sit pdx quaedam ipfius »
fun&io , in qua p quidem variabilem », fed nullum diffe-
rentiale contineat.  Sintp’d«’ ;| p” dx" duo valores pro-
ximi hujus fun&ionis hoc fenfu ut in ¢/ fit #, in p vero

: g babea-
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habeatur «”. Cum pdx fit conftans, eritp’d 7 =p"dx";
adeoque p’: p" = dx": dx'. Determinatur ergo tali ci«
fu lex differentialium primorum , adeoque per §. 106. etic
am valorum proximorum ipfius x, feu ratio, qua ifti valo<
res progrediuntur, .

109. Ex mox citato §. 106. etiam re&e infertur , va-
Jorem differentialis fecundi ipfius » determinari, fi que-
piam functio ipfius x com'ple’xa d x conftans ponatur , quod
ipfim tamen etiam fic demonftratur. Quoniam pd x per
hypothefim conftans eft; erit ejus differentiale fecundum

jaddx+dpdx o(§ 64),quarepddx —dpdx, &

ddx=— %—‘{f | onmam vero p funtio eft ipfius x nul-

lum differentiale complexa, ut dium §. priore; erit dp =»
qdx,ubig rurfum defignat fun&ionem variabilis x immu-
pem ab omni differentiali , vide §. 87.  Subftituto ergo

gdx in locumdp , fiet ddx = -—'?.;‘Eﬂ; eft ergo, pofitopd.x
ton'{tante;—’—‘;)f-' valor ipfius d d x. ‘

. 110. Dum dico valorem ipfius 44 x determinari, iftud
de relativo intelligo , feu de ratione , quam habet ddx
ad homogeneam infinitefimam , feu ad potentiam diffe-

watialis primi % . Cum enim fic ddx = = 225 5

o S : erit
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’ﬁau ratio ipfius ddx ad dx’ e{t equahs

quanutau— 4, que uti diGum eft , nullum d1ﬁ'crenuale

adeoque mlllam vagam & nunquam abfolute determi:
nandam expreﬂionem comple@itur , atque hoc fenfu de-
terminatam dicimus ; etfi enim variabilem x contmeat
hazc tamen dato cafia ﬁngulan determinatur utique.

~111. Sequitur ex his pofle expreﬂionem aliquam , in
qua fit unica variabilis, & ejus differentiale fccundum R
feu potius fignum generale hujus differentialis, fequitur ,
inquam, poffc expreffionem hanc mutari in aliam caren-
tem figno differentialis fecundi, modo fun&io quapiam
¢jusdem variabilis, pnmum dnffetcntxale complexa, con-
ﬁans fumatur. o

112. Semel igitur affumpta fun@ione aliqua variabi-
lis x, in qua & infit, ut conftante, valor expreffionis dif-
ferentialia fecunda ipfius x continens fixus eft, & differen-
tialia fecunda tantum adfunt ad fpeciem.

113, Converfa §. 108. etiam vera eft, nempe, lege ,
~qua variabilis valores , vel differentialia prima progredi-
~ untur, determinata ; fun&ionem aliquam variabilis, in qua
primum differentiale infit , poni conftantem.  Sic fi valo-

' N ' . res
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165 ‘variabilis x in progreflione- Arithmetica fint; erlt'-ﬁmg
&io x°dx,6u dx conﬁans utjam alias diGtm eft: Nam
erit ﬁamper 2 = w3, feu ¥ A o =
+dx! = a,dqoque d«' = dx", fen dxconflans. Sed
generatlm veritas propofitionis ita o[tendttur Lege qua
' valores variabilis progrediuntur d.ctermmaza ‘unus valor,
per altc.a,'um ﬁb1 proximum- dari potesit ; unus ergo erit
fun&io alterius , & comple&etur d x utpote d;ﬁ'crennam
Yalorum fibi proximorum , eritque hec fun&io femper -
jusdem forme, cum lex eadem fupponatur ; atqui fun&io
hec fundio eft variabilis x, & comple@itur ctiam x5
quare fun&io ahqua vanablhs x complexa dx cafu expo-
ﬁto conftans erit. ' ‘

I 14. Contemplcmur jam quatuor valores fibi proxi-
:_noé,vatiabilis cujuscunque x. Valores ifti funt: x, ¥’ +
di ) x4 dx" x4 dx"  ubids" = dx" + ddx" | &
da'x” —da'x +da'dx atqucddx” ddx'= d*x'. Pen-
det ergo d’x’ addx' , feu gcneratlm d*x a d*>x ; pendet -
vero d*x alege dlﬁerentlahum prxmorum feu a legc pro-
greﬂioms valorum fibi ‘proximorum ipfius x ; crgo ctiam
d>x, feu dlﬁ"erentnale tertium ab his pendet Idem vero
& dc d‘x, d5x &c eodem modo oﬁendxtm: Quare quod
e : difum .

. ..
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dictam hudusque. hoc Eapite de fecundo diffventiali vae
-tiabilis unius, gencratim veeum ‘e de omai akiog.' -
¢ 0 114, Poffunt dari funtiones duarum variabilium, in
~quibusdiffercntialia fecunda tantum apparenter infint fus-
&ionibus revera determinatum - figrificatwm habentibud.

Quoniam enim dx, dy funt infinitefime homogeineie ; foit
4jusdem ordinis , ratio tarum g-erit'ﬁnitaquamitas, que

dicatur p, ita, ut p etfi variabilis , tamen nulla differentia
lia comple&atur "Quare dp tantum finitas quantitates,
-& differentiale phmum conﬂnet Eftvero. dp =4 ( ) '
zdxdd_y—-a_ydd}. dedy—ﬂyaz::
dxt dxr

dxddy — dyddx; queelt= dp dx* , equalis eft exprefs
fioni meras finitas ; aut mul prima differentialia tantum
complcx& que cum determinati fi ignificatus fit, etiam illa
determinato eft fignificatu ; adeoque d1ﬁ'erent1aha fecun—
da tantum apparenter ei infunt.”

" if6. Quodfi ergo per V &eHgnemus expreﬂ' ionem
prater finitas, & differentialia prima , dxddy—~dy dd%
complexam, erit V expreffio determinati fi ignificatus , &
tantum ad fpéciem continebit differentialia Tecunda.. . . |

117. Cum fit dx ddy - dy dd x valoris fixi; ent.&
a"l~£ N 2 can-

adcoque exprefﬁo




100 L CAPUT VI

-candem ratiohem etiain dx dds—dzddx, & dy dds
d » ddyfixi valoris ; quare fi in expreflione aliqua trium va-
riabilium prater hec ‘differentialia fecunda infimul famta
alia non occurrant , erit hec expreflio fixi plane, ac de-
terminati fignificatus. Eadem methodo ad expreffiones
guatuor variabilinm progredi licet. .

¢ . 118. Cumfit :-:3-; =1, & differentiale unitatis fit nul-
-lum:; ratiociniis premiffis locus non eft in expreflionibus
~ariabilem unicam continentibus,

. 119. Dixi §. 115. expreflionem dp d x* fixi efle fignifi-
catus » quod ne cui abfonum videatur, oftendam genera-

tim expreffionem quamvis hujus forme 4 p d x™ fixi efle
fignificatus, Nam cum p hic fit fun&io duarum variabi-

lium, poteft in locum 4y fubftitui p dx, quia % =p;
itaque tum dp dx™ femper continebit ut faGorem poten-

tiam differentialis primi ordinis m 4 1 prater finitas quan- -
titates; eft ergo femper infinitefima ordim's m+1(§.27.);

atque ideo dpd x™ = '—;T-;-T: & et tdxmtr =g, feu

jpii =7 C“m n ergo dp dx® ad d x™+3 habeat finitam

rationem, erit ﬁm fignificatus (. 110.)

120,
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< '120. In fun&ionibus plurium variabilium habentibuy
differentialia altiora determinato fecundo differentiali u:
nivs variabilis, etiam reliquarum differentialia fecunda fi-

mul determinantur. = Si enim relique varxabnles fint fun-
&1ones illius unius , aut omnes communiter ﬁnt fun&io-
nes alicnjus etiam talis,, que exprcﬁionem propoﬁtam non
‘mgredltur ; erunt omnes variabiles, etiam illa , que ex-
preflionem non ingreditur , fiquidem a tali pendeant, fun.
&iones ejus , cujus differentiale fecundum determinatur ;
quare & illarum differentialia fecunda , & altiora omnium
ordinum una determinabuntur (§. 114.) Verum abftra-
hamus ab illa variabilium inter f¢ connexione , ignotam-
que nobis cogitemus ; nihilominus veritas propofitionis
prefentis ita demonftrabitur.  Sit differentiale 4 dx de-
terminatum, & =rdx?, ubx # fun&ionem denotat 1pﬁus

x meras finitas quantltates complexam. Slt —= =p;erit

-_ dpdx? H -
dx ld)’d zdyddx.'_. d}’& dd]-‘_- ? x;:‘yddx,aClnlO‘
- .

cum dd x fubftituendo rdx*, & in locum 9 - ponendo p}

.eritddy—dpa'x+pérdx° Sxpraeterx&]adftz,
ﬁat-— = ¢, & procedatur uti ante, & fiet ddz. =dtdx

+ 1% e » & ita porro fi adfint plures yarxabxlgs. Deter«
' mina-f
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ginatis autem vmabmbus fecundis , etwn alhcu dcter
minabuatur. - , 5

- 121, Cum d d % determinetur , §i queepiam ipfius &
fun&tio, x complexa, conftans affumatur (§. 109.); con-
Tequens eft affumta conftante fun&ione variabilis in pro-
pofita expreffione occurrentis , & differentiale primum va:
riabilis efusdem complexa , determinari quoque dxﬁ"cren-

Yialia altiora aliarum variabilium in eadem expreffione oc-
- currentia. Quare fi ex. gr. x° dx, feu 4 x fit conftans,
fea generatim, fi differentiale primum variabilis alicojus
conftans ponatur, differentialia altiora variabilium in ex-
preffione una cum illa, cujus differentiale primum cons
ftans pomtur contentarum determlnabuntur. e

LA

. 122, Dcmonﬁrmo propof tloms §. uo. propoﬁta ad, '
huc fubfitit, fi in 7 d x* per = defi ignetur fun&tio plurium
variabilium in propof ita expreffione " differentialia altio:
ta-comple&ente comprehenfarum , modo ex meris finitig
quantitatibus fit compofita. Nam manetddy=dpd x
Fprdxt, &ratio ddyad dx*, feup*ddyad dy* (ob
;Z_p, &dx=% Y') definitd perflat ; & = g + p7, qmd
dp=ydx, &9, p, # €x meris finitis quantitatibus. com+
ponuntur( §. 110. )«  Quin imo. fubiftic adhuc demons
el ﬁratlo ,
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figatio fiddxfit=rndx*» ®dy* + wd s, ubir > P,
funt fun&xoncs unxus ‘vel plurlum varxabxhum ex mcns ﬁ.

mus quantltaubus compoﬁtaa. Cum enim ﬁt S =2y
;—- =1t erit dy‘-—p dx*, d»* = :=dx°, &f’ubﬁmmone
, fa&a dd]-dfdx-!-[(ﬂ.{.@.i.w)dxz’ & :i;y vl

}‘dd:i-’-—f.pp (7:+cp+w) (§ 1r0.) Posro d d x deters

minatur, fi fun&io quepiam, que prater 4 x meras fini-
tas, quales quales demum compleétatur , conftans ponas
tur. Nam fis fun&io 74 x conftans ; erit rddx + drde

-o &ddx -if;d—’-' Sijamvrﬁtfun&lofohusx e

\

rxt dr = Ydx, ub1 { ex meris ﬁmns componitur ; quarc
‘dxdx -J/ dx

B, _— =
L3 x

# comple@atur plures variabiles ex. gr. x, y, = } erit & L4

, & ratio — Z definita, & =~ ¥ Si
4 dx?® ~

=¢Ydx + pdy+ ads, &qum—~p,;—= t; erit £y
=pdx,dz=tdx,adeoquedr =Y dx+ ppdx + ctdx,
ddx _ 4 Gk ter)  pyerminatur etiam

dx? s

ddx, fifun&tio quepiam preter dx etiam 4y ex. gr. com-

ple@ens conftans ponatur.. Nam ejusmodi funéio fem-

~ per reduci-poteft ad taletn, que folum 4« centinéat pod
v ‘ nen-

atque
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nendo ut)amahasfaepxus,—_p,&dy pdx, ar-

que in fun&ione in locum dy, vel ejus potentie fubftitu-
endo pd x , vel ejus potentiam.  Quare fi fun&io aliqua
ejusforme , quam modo propofuimus, conftans ponatur;
omnium variabilium altiora differentialia in propofita ex-
preflione comprehenfa determinantur, & expreffio,, fiqui-
dem vere ctiam vagi fignificatus fuiffet , fixa redditur.

123. Simul vero ex modo quo demontftrationes ador-
navimus , patefcit , qua ratione, pofita aliqua fun&ione
conftante , expreflio altiora diffetentialia continenis muta-
ri poffit in aliam aut meras quantitates finitas , aut finitas
cum potentla differentialis primi tantum comprehenden-
~ tem, fubfhtucndo videlicet in locum altiorum differentia-
lium: exprefliones , meras finitas quantitates, aut finitas
cum differentialis primi potentia tantum continentes , &

: C o d
ex affumta fun&ione conftante; & equationibus == = p,

; .
;-E = q, 2 =y &ec. (ubip, g, r meras finitas continent

(§.87.D) el;cxtas. Quodfi expreflio propofita non fit fixi
fignificatus, féd contineat vere vaga differentialia altiora ;
fafta mutatione , qualem hic generatim indicavimus, ex-
preflio emergens alius femper valons ent prout alia, at-

- R . quc
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que alia funétio conftans affumta fuerit. "Si vero expref
fio propofita revera fixi fit fignificatus:, eique tantum ad
4peciem.altiora infint differentialia ; tum expreflio-a mutas
tione emergens ejusdem perpetuo valoris erit, qualis quas
lis demum fun&io differentiale primum complexa conftang
affumta fuerit.  Si namque valor ifte idem nen perfiftos
CEet, fignificatus differentialium altiorum ex aﬁ’umta fune
&ione conftante primum determinaretur ; adcoque propas
fita expreflio vere vagi effet fignificatus , quod eft contra
hypothefim. - Sed jam ipfam jndicat mutationis faciens
de methodum propofita quavis expreflione duarum variae
bilium altiora differentialia continente aggredlamnr A6
fumemus autem ex his fun@ionibus d x, dy,ydx, v (dx“
# dy*) unam poft alteram tanquam conftantem,
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CAPUT VIIL
DE INVENIENDIS DIFFERENTL

ALIBUS SUPPOSITA FUNCTIONE CONSTAN:
TE, ET DE MUTATIONE AC VARIIS FORMIS
EXPRESSIONUM DIFFERENTIALIUM.

Diaum eft Capite fuperiore exprefliones differentiales,
altiora etiam differentialia complexas , que forma.
o te
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te fint pofiti fun&ione conftante , mutari pofle in alias
ineras finitas, autima potentiam differentialis primi con-
tinentes.. Ad has mutationies ut ordine naturali proceda-
mus, ante exponéndum videtur,, qua ratione differentia-
lia, fuppoﬁta qwadam fun&tone conftante , oriantur for-
mnmrquec F T T TR P ) N v

T 134 Haec igitur dliferentlaha formantur vel ipfo aGu,

juo exprelﬁones dlﬁ'erennantur 'vel abfoluta differentia
tione demum mutantur in alias exprefliones , in quibus
fit quepiam funétio conftans. . Priori modo efficiuntur,
fi lapfus vitandi caufa in expreffionem propofitam loco
fun&noms qua conftans ponitur, inducatur litera ex pri-
_is quapianr, & deln ulterior differentiatio juxta leges
alias datas peragatur , qua peraa rurfum in locum litera
introdu@e reftituatur funéio illa conftans. Sit ex. gr. ex-
| preﬁio xy*dx porro differentianda pofita yd x conftanté,
Fiatydx = a; erit xy*> dx = axy, cujus differentiale eft
axdy + aydx, feu, rcpoﬁto;dx in locu<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>